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Bemerkung zu einer Arbeit von Marshall und Olkin™*
L. ELSNER

Eingegangen am 10. November 1968

In [1] geben MarsrALL und OLKIN einen neuen Beweis dafiir an, daBl voll
irreduzible (englisch: fully indecomposable, [1]) nichtnegative Rechtecksmatrizen
stets so skaliert werden konnen, dafl alle Zeilen- und Spaltensummen unter-
einander gleich sind. An entscheidender Stelle wird dabei das folgende Ergebnis
benétigt:

Satz. Es sei A=0 eine voll irreduzible m xn-Matrix, (x°, %) eine Folge mit

m n
x'¢R,, x>0, [[at=1, yeR,, >0, J[yi=1
=1

i=1
Ist dann (mit [x| = Max|x,|) lim (Jx*] + |y*]) == e, so gilt auch

lim x¥" A y¥= co.

vV OO

Dieses Resultat kann einfacher und kiirzer als in [1] bewiesen werden. AuBerdem
ist es moglich, eine untere Schranke fiir das Wachstum von x' Ay anzugeben.
Zunichst wird ein Lemma benotigt:

Lemma. Es sei B =0, eine voll irreduzible m X m-Matrix, >0 der kleinste
nichtverschwindende Koeffizient von B. Dann gilt fir alle x>0, y>0 mit

ITx:=21, [[y;=1
a2 (5 (S

Beweis. Da B voll irreduzibel ist, kann angenommen werden, da8 B irreduzibel
ist und alle b;,> 0 sind ([1], Lemnma 6). Es folgt B> 0 (s. [2], S. 41). Defi-
nieren wir H= (k,,} durch (x By)"*'=x'Byx'... yx'By==x"Hy, so geniigt es
zu zeigen, daB A,, = 5"+ fur alle #, s gilt.

Zu gegebenem 7, s sei £ mit 0< h<m —1 die kleinste Zahl mit (B%,,>o0.
Wir unterscheiden zwei Fille:

Faglll E=0,1. Es ist b,,> 0. Wir setzen

Wys= brs ¥s Xatgbn,n, Vg Kmg e yfxmxsbss’

wobei 7, ... m, eine Permutation der Zahlen 1,...,s—1,s+1,...,m ist. Da
alle x; und y, genau einmal vorkommen und deren Produkt =1 ist, gilt w, ="+,
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Fall2. k=2 Esgibt my ... m,_y mit b,, b, ,, ... b, >0 Weil k minimal ist,
gilt m;=4=n; fur ¢==7. Mit einer Permutation =,...x, von {1,2,...,m}—
{my, ..., Wy} setze

W, = bm. Yn, X, bﬂx Tyt bﬂk-z gt Ytpy X bﬂk e Yom Xy b”k—ls ’

Wiederum ist w, = 5™+,

In beiden Fillen ist w,, ein Summand in der Darstellung
by = Z briy(V %) 5004000 -+ - (Y53, ety igm i, s

1.0 %2m
Dabher ist %,,=2w,, =01 Q.e.d.

Beweis des Satzes. Es sei m=n. Ist v, ...y, mit [[y,=1, v,>0 gegeben,
m
so fassen wir die m grofiten y; zu einem Vektor ¥ zusammen. Es ist H v, =1.

t=1
B sei die voll irreduzible Matrix, die durch Streichen aller Spalten, deren Index
in y, aber nicht in ¥ vorkommt, aus 4 entsteht. Ist a der kleinste nichtverschwin-
dende Koeffizient von A4, so gilt b 2z a. Wir wenden das Lemma an und erhalten

1) (¢ Ay)"iz (' Bz ™Y x) (B 5).

Wegen |ly| =[7] geht auch |«*]+ |5”] gegen Unendlich. Aus (1) folgt nun die
Behauptung sofort.

Bemerkung 1. Offenbar gilt
1 1

2 ¥ Ayza- x| [y wT

Bemerkung 2. Die aus (2) folgende globale untere Schranke 5’4y =a kann
leicht verbessert werden:

¥Ayzx'Byzminb) L xj,=za-m- [[xm[[§im=zm-a.
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