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Nilpotente Liesche Gruppen
haben symmetrische Gruppenalgebren

Detlev Poguntke

Fakultdt fir Mathematik der Universitdt, Postfach 8640, D-4800 Bielefeld, Bundesrepublik Deutsch-
land

Eine involutive (Banachsche) Algebra A heifit symmetrisch, wenn jedes Element der
Form x*x, xe A, ein positives Spektrum hat. Fiir Banachsche Algebren ist diese
Eigenschaft nach einem Satz von Shirali und Ford dquivalent zu der Tatsache, daB3
hermite’sche Elemente ein reelles Spektrum haben, vgl. [2]. Uber die Bedeutung der
Symmetrie, insbesondere fiir die Darstellungstheorie, sei hier nichts gesagt, vgl.
dazu [12] und {13]. Dort findet man auch eine Zusammenstellung der vorhande-
nen Ergebnisse iiber die Symmetrie bzw. Nicht-Symmetrie von L'-Algebren
lokalkompakter Gruppen G. Einige davon seien hier kurz wiedergegeben. Fiir eine
zusammenhiingende nicht-kompakte halbeinfache Liesche Gruppe G ist LHG)
nicht symmetrisch, {6]. Aber L!(G) ist symmetrisch, falls G eine diskrete, endlich-
erzeugte, nilpotente Gruppe ist, [ 5], G eine Bewegungsgruppe, d. h. ein semidirektes
Produkt einer kompakten Gruppe mit einem abelschen Normalteiler ist, [4], G eine
[FC] -Gruppe ist, d.h. falls {yx y™';ye G}~ fiir jedes xe G kompakt ist, [1], G
eine zusammenhédngende nilpotente Liesche Gruppe der Stufe 2 ist, [10].

Weiter ist die Klasse [S] der lokalkompakten Gruppen G mit symmetrischen
Gruppen-Algebren stabil gegen endliche Erweiterungen und gegen zerfallende
kompakte abelsche Erweiterungen, d.h. mit M liegt auch K xM in {S] fiir
kompakte abelsche Gruppen K, [12]. In [13] hat Leptin gezeigt, daB} gewisse
semidirekte Produkte zusammenhingender abelscher Gruppen in [S] liegen,
insbesondere die ,,ax + b”-Gruppe. Diese Gruppen waren samtlich vom Typ I, aber
ich werde in einer folgenden Arbeit zeigen, daf auch die ,kleinste” auflosbare,
zusammenhingende Liesche Gruppe, welche nicht vom Typ I ist, ndmlich die
»Mautner-Gruppe”, in [S] liegt, wodurch die in [ 13] geduBerte Vermutung, daf3 alle
zusammenhingenden auflosbaren Lieschen Gruppen in [S] liegen, erhirtet wird.
Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist es jedoch, den in der Uberschrift angegebenen
Satz zu beweisen, unten als Satz 2 formuliert. Zuvor beweisen wir noch ein Lemma
und Satz 1. Das Lemma ist eine ziemlich einfache Verallgemeinerung von Satz 2 aus
[12] und enthilt ein auf die Anwendung im Beweis von Satz 1 zugeschnittenes
Kriterium fiir Symmetrie; den Beweis in [12] kann man nahezu Wort fiir Wort
ibernehmen, Satz 1 enthilt den entscheidenden Schritt auf dem Wege zum Beweis
der Symmetrie nilpotenter Liescher Gruppen. Obwohl ich bislang im wesentlichen
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nur eine Anwendung von Satz 1 kenne, ndmlich auf den nilpotenten Fall, habe ich
die unten angegebene allgemeinere Formulierung von Satz 1 gewidhlt, da Aussicht
besteht, unter Verwendung dieses Satzes zu zeigen, daBl zusammenhingende
auflésbare Liesche Gruppen vom Typ E in [§] liegen. Zum Beispiel kann man mit
Satz 1 zeigen, daBl ecine Gruppe minimaler Dimension unter den nicht-
symmetrischen, zusammenhingenden auflosbaren Lieschen Gruppen vom Typ E
notwendigerweise ein eindimensionales Zentrum besitzt (natiirlich nur, sofern es
solche Gruppen iiberhaupt gibt).

Zunichst sei kurz an den Begriff der adjungierten Algebra erinnert, vgl. [7] und
[8]. Dazu sei A eine involutive Banachsche Algebra, welche der Bedingung (L*) aus
[7] geniigt, d. h. fiir alle xe 4 gelte

Ixll= sup {xv]|

lvil=1
(=|L.ll, wenn L_:A->A durch w— xw definiert ist). Offenkundig ist (L*) von selbst
erfiillt, wenn es in A4 eine beschriinkte approximierende Eins gibt, d.h. ein Netz (¢,)
mit fe,l|=1 und limxe,=lime,x=x fiir alle xe 4. Dann ist die Menge aller
A A

beschrinkten linearen Operatoren T : 4 — A, fiir welche ein (eindeutig bestimmter)
beschrinkter linearer Operator T¥: 4 > A mit (Tx)*y=x*T*y fiir x, ye A existiert,
in der Operator-Norm eine involutive (mit Involution T-»T*) Banachsche
Algebra; diese wird mit A° bezeichnet. Weiter ist x—L_ ein isometrischer *-
Isomorphismus von 4 auf ein zweiseitiges abgeschlossenes Ideal in A”; A 1i6t sich
mithin mit einem Ideal in A® identifizieren, und wir werden im folgenden diese
Identifikation ohne weiteren Kommentar beniitzen. Es sei noch bemerkt, dal}
L'(G)’® fiir eine lokal-kompakte Gruppe G nichts anderes als die MaBalgebra von G
ist.

Lemma. Es sei B eine involutive Banachsche Algebra mit beschrinkter approximieren-
der Eins. Ferner sei 2 eine Menge von Projektoren (d. h.q=q*=q* fiir qe 2) in B®. Zu
jedem (p,q)e 2 x 2 sei ein v,,€ B? gegeben, und es gelte

(1) v, =0
(i) v,,q=v,, (und dann auch, wegen (i), v,,=qu,,).
(iii} p=wv,,v,,= v b, fir alle pqge 2.
(iv} Zueiner endlichen Teilmenge & von 2undeinem ausgezeichneten Element ge &
mdogen stets q,,...,q,€ 2 existieren mit q, = q, 4;q;=9,;q;,{1 <i,j < n)und derart, daf &
in dem von q; und v, , (15i,j<n) aufgespannten linearen Teilraum liegt.

Weiter liege Y pBq dicht in B.

p.qe2
Ist dann pBp symmetrisch fiir ein pe 2 (und mithin fiir alle ), so ist B symmetrisch.

Beweis. Zunichst sei bemerkt, daB fiir p, ge 2 die Beziehung (pBqgBg)~ =pBq gilt.
Die eine Inklusion ist trivial (pBq ist abgeschlossen !). Seien nun xe pBq und (e,) eine

approximierende Eins in B, Dann ist xe,ge pBqBq und limxe, g = x.
&

Um die Symmetrie von B zu beweisen, verwenden wir die in (2) aus [12]
gegebene Charakterisierung. Sei also L ein maximales modulares Linksideal in B.
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Wir haben die Existenz einer nicht-trivialen stetigen hermite’schen positiv definiten
Linearform f auf Bmit f(L)=0zuzeigen. Wegen der Dichtheit von ) pBggibtes

p.ge?
p,qe 2 mit pBg¢ L. Dann ist aber auch ¢Bg ¢ L. Wenn nicht, so gilte (pBq)(¢Bg)C L
und mithin L>(pBqqBq)™ =pBg.

L,:=gBgnL istein echtes Linksideal in ¢ Bg. Weiter gilt B=Bg+ L, und es gibt
folglich eine Rechtseins e in Bq fiir L, also eq=¢. Dann ist geq = ge eine Rechtseins
fir das Linksideal L, in gBg. L, ist also ein modulares Linksideal in der
symmetrischen Algebra gBg, und es gibt mithin ein nicht-triviales, stetiges,
hermite’sches, positiv definites Funktional f; auf ¢Bg mit f,(Ly)=0

Fiir xe B setzen wir (e¢*Be liegt in gBq!)

Jx)=fole*xe)

und behaupten, daf} dieses f unser Problem I0st.

Zunichst zeigen wir, daB f, = f],,,; insbesondere ist dann f 0. Fiir xegBq ist
x—xee LngBg=L,, mithin f,(x—xe)=0 oder f,(x)=fy(xe). Da f, hermite’sch
ist, gilt weiter fo(x)=fo(x*)” = fy(x*e)” = fole*x), also fy(x)= fy(xe)= fy(e*x)
= fole*xe)= f(x). Es gilt f(L)=0; denn ist xe L, so auch xe (wegen x=xemod L),
und letztlich e*xee L, also in L. Daher ist 0= f,(¢*xe) = f(x). Offenkundig ist f
hermite’sch. Wir miissen nur noch die Positivitit von f zeigen. Wegen der Stetigkeit

von f geniigt es zu beweisen, daBl f(x*x)=0 fir xe Z pBr. In der Summen-
pred
Darstellung dieses x treten nur endlich viele p’s und r’s auf. Wegen (iv) und (i) gibtes

Gys--4,€2 mit ¢, =q,9,4;=0,;9, und xe ) ¢,Bq, Fiir U,,q, SChreiben wir dann

i,j=1

auch kurz v;;. Es ist x= ) x;; mit x;;eq,Bg;. Wir miissen e*x*xe in passender
ij=1

Form darstellen. Nun ist xe= ) x;e= Z y; mit y;i= ) x,eeq,Bg=q,Bq,.

i,j=1 = i=1
Setzt man

zii=v,y€v,4;Bg=v,,Bg=qu,;BgCqBg (1Zisn).
so gilt

rz=yiotv i =yiayi=yi: .
Flir isj ist

¥} v:€(q;B9)*(q:Bq) = qBq;q,Bq=(0) .

Daher ist

e*x*xe = (xe)*(xe) = Z ) (Z yj)= 2 vy

iJj=1

M:

(
=Z fzeqBq.

v
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Da nun f eine Fortsetzung von f, ist und f, positiv ist, gilt folglich f(e*x*xe)
SOPESE
i=1

Satz 1. Seien G eine lokalkompakte abelsche Gruppe und A eine involutive symmetri-
sche Banachsche Algebra mit beschrinkter approximierender Eins. G wirke durch
isometrische *-Isomorphismen auf A, (a,x)—a* fiir (a,x)e A x G. Fiir jedes ac A sei
x—a* stetig. G wirkt dann auch auf A®, und es sei eine abgeschlossene G-invariante,
involutive, symmetrische Unteralgebra U des Zentrums von A gegeben. Fiir jedes
ue U sei x—u* stetig. Das Spektrum U von U sei gleich G, die Wirkung von G auf U sei
die Linkstranslation. Die Gelfand-Darstellung u—uie C (G) sei injektiv. S(G):
= {it;ue U} geniige den Bedingungen 1)—4) von p. 262 in [ 11]; insbesondere sei die
Algebra S,(G) der in S(G) gelegenen stetigen Funktionen mit kompaktem Trdger dicht
in S(G) ( fiir die von U induzierte Norm auf S(G)). Weiter habe U eine ,,approximieren-

de Eins fiir A%, d. h. es gebe ein Netz (u;),_, in U mit llmu S =1 firalle fe A. Unter

diesen Voraussetzungen ist auch die veiallgemelnerte L'-Algebra B:= LY(G, A)
symmetrisch.

Beweis. Wir wollen das im Lemma formulierte Kriterium fiir Symmetrie verwen-
den. Mit A besitzt auch B eine approximierende Eins, vgl. [8]. Weiter haben wir die
Menge 2< B? anzugeben. Zu diesem Zweck bilden wir die verallgemeinerte L!-
Algebra D:= LNG, U)= LG, S(G)). D liBt sich kanonisch in B® einbetten. Wichtig
fir den weiteren Beweis sind die beiden folgenden Eigenschaften von D:

(1) D ist eine einfache Banachsche Algebra.

(2) Die ,regulidre Darstellung“ n von D in #:=L*(G), gegeben durch

m(NENx)= | f(x+ y)—y)E(—y)dy, wobei f(x+ y) als Element von S(G) angesehen
G
wird, ist eine topologische irreduzible *-Darstellung von D (siche [9] und [11]).

Ist v eine reellwertige Funktion in S,(G) mit |v|,= (f |v(x)|2dx)”2= 1, und
G
bildet man dazu g(x):=v"v, so liegt ¢ in D, und n(q) ist der Projektor auf den von v

aufgespannten Teilraum von #; es ist n(q)=<{ —,v)v. J:={feD;n(f) ist von
endlichem Rang} ist dann ein involutives, zweiseitiges, von Null verschiedenes und
mithin wegen (1) dichtes Ideal in D. Studiert man die im Beweis von Théoréme 2 in
[3] wirklich verwendeten Voraussetzungen, so stellt man fest, daBl die dortige
Argumentation im vorliegenden Fall auch stichhaltig ist; d. h. bezeichnet man mit
A" den von Elementen der Form n(f)¢, feJ, ée # aufgespannten Unterraum von
A, so gilt:

(3) # ist dicht in 7.

(4) ' ist invariant unter 7(D).

(5) o ist der kleinste von Null verschiedene, unter n(J) invariante Unterraum
von .

(6) m(J) besteht genau aus den beschrinkten linearen Operatoren T endlichen
Ranges auf # mit T(H#)CH#" und T*(H)C H".

Es sei nun 2 die Menge derjenigen ge D, fiir die n(g) ein Projektor vom Rang 1
ist. Da © wegen (1) injektiv ist, erkennt man an dem durch (6) vermittelten Bild von J
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sofort, daf3 zu diesem 2 ein Satz von Elementen {v,,} mit den Eigenschaften (i)—(iv)
aus dem Lemma existiert. Weiter gilt v, = p fiir alle pe 2, und J ist die lineare Hiille
von 2.

Wir wollen nun die Dichtheit von } pBg beweisen.
p.qe2

Es ist Y pB=JB und mithin ( D pB)‘ =(JB)” =(DB)". Ist nun (u,),_, eine
ped ped

approximierende Eins in U fiir 4 und (e,),.y eine approx1mlerende Eins in der

gewohnlichen Gruppenalgebra L'(G), so kann man wie in [8] zeigen, dafB

e u « 4 €ine approximierende Eins in D fiir B ist, d. h. daB lime u, f = f fir
wPANu, AeM < A i na

alle feB ist. Folglich ist
[P=Br =BPr = (2B = (L a8 |

und dann auch ( Y qu)‘ = B. Mit Hilfe des Lemmas sind wir fertig, wenn wir
p.qeQ
nun noch ein ge 2 angeben kénnen, fiir welches gBg symmetrisch ist. Da wir oben

explizit solche ¢’s konstruiert haben, geniigt es zu zeigen:

(7) Seiu=u*e U, v:=filiege in S4(G), und es gelte ||v)| , = 1. Definiert man dann
qe2C D durch g(x)=u"u, so ist ¢gBg symmetrisch.

Fiir das folgende seien u, v und g wie oben fest gewihit. Bevor wir (7) beweisen
kénnen, miissen wir einige Eigenschaften der Elemente in ¢Bg zusammenstellen.
Dalfiir benStigen wir zuniichst:

(8) Ist he A und (x—u " *u"*hje L'(G, A), so gilt h= [u™*u"*hdx.
G

u (8): Da U eine approximierende Eins fiir A besitzt und §,(G) in S(G) dicht
liegt, geniigt es zu zeigen, dafl wh=w j u”*u" *hdx fir alle we U mit we S, (G) gilt.
G
Fiir solche w ist obige Gleichung aber wegen w= | wu™*u"*dx (|v|,=1!)
G

offenkundig erfiilit.
(9a) Sei fegBC MG, A). Dann gibt es eindeutig he A mit f{x)=u"h fiir fast alle

xeG. Es ist h= ju"‘ —x)dx= ju"‘u"‘*hdx Gilt umgekehrt fiir ein he 4, daB

{(x—>u*h)e B, so hegt (x—>u™h) in qB
Da (gB)* = Bq, gibt es auch eine ,,duale Fassung“:
{9b) Seige Bq. Dann gibt es eindeutig ke 4 mit g(x) =uk* fiir fast alle xe G. Es st

k= fu=*g(x)"*dx= [ u~*u"*kdx. Gilt umgekehrt fiir ¢in ke 4, daB (x —uk*)e B, so
G G

liegt (x—uk®) in Bq.
Zu (9a): Fiir fast alle xeG gilt

Jx)=(g=f)(x)= gq(xﬂ)’yf(-y)dy:(j;(u"“‘u)"”f(—y)dy
= (f u"u’yf(—y)dy=u"£ uf(~y)dy,
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da letzteres Integral wegen [u™" f(— )| = lu" I f (=) = ull /(= )l existiert.
Aus (8) folgt zum einen die Eindeutigkeit von # und zum anderen, daBl Elemente der
Form x—u*h in ¢B liegen, sofern sie nur in B liegen, also integrierbar sind.

(9b) beweist man dhnlich. Indem man ausnutzt, daB die Involution in B durch
FE(xy=[f(—x)*T* erkldrt ist, kann man auch (9b) direkt aus (9a) herleiten. {9a) und
{9b) verwenden wir nun zur Bestimmung von ¢Bg=¢BnBq.

(10) Ist fegBgq, so gibt es eindeutig he A mit u*h=uh™ fir alle xe G und f(x)
=u*h fiir fast alle xe G. Ist umgekehrt he A mit u*h=uh™ fiir alle xe G und liegt
(x—u*h) in B, so liegt dieses Element in qBq. Dieses Element ist genau dann
hermitesch in B bzw. in gBg, wenn h=h*,

Zu (10): Nach (9a) und (9b) ist f(x)=u"h und f(x)=uk" fiir fast alle xe G mit
wohlbestimmten h, ke A. Wir haben h=k zu zeigen. Da x—u*h und x —>uk” stetig
sind, gilt u*h=uk* fiir alle x; insbesondere ist uh = uk=ku. Nach (9a,b) ist

k={u *f(x)"*dx= [ u " uh™ dx= {u(uh)"*dx= | u(ku)™“dx
G G G G

=§ uk ™ u" dx={ f(—x)u"*dx=h.
G G

Es sind nun nur noch die hermite’schen Elemente in gBg zu charakterisieren. Es
sei feqBq gegeben durch f(x)=u*h=uh" fir alle xeG. Dann gilt f¥x)={f
(—xy P ={uh™Y P ={u*h}* =u"h* (u ist hermite’sch). Also gilt f=f* genau
dann, wenn h=h*

(11) Sei fegBq gegeben durch f(x)=u*h=uh*. Dann ist hh*=h"h fir alle xe G
und folglich W h*=h*h" fiir alle x,yeG.

Zu (11): Nach (8) ist

hh*= [u=Yu"hdyh*= | u~"u" hh*dy= {u">uh™"h*dy
G G G
=f{uh *ub*dy= [ u""h~u*hdy= [u""h*u""hdy ,
G G G

da Pu* =h*u’ fiir alle x, yeG.

Unter erneuter Verwendung von (8) erhilt man letztlich Ah™ = h*h. Der Triger
von v=1 sei mit K bezeichnet. Dann gilt g(x)=u*u=0 fiir x¢ L:= K +(—K) und
weiter

(12) Ist feqBq gegeben durch f(x)=u"h=uh", so ist h*h =hh*=0 fiir x¢ L.
Zu (12): Fiir alle xeG ist

ul*=vwh=u*{u 7 u " hdy=u* fu " uh™>dy= [u 7w uh™>dy
G G G

und folglich uh* =u*h=0 fiir x¢ L. Oben, in (11), hatten wir als Zwischenergebnis
hi*= {u~*h~Yu*hdy fiir alle xe G. Daraus folgt (12) nun unmittelbar.
G

Wir kommen nun schliefllich

Zu (7): Es geniigt zu zeigen, daBl das Spektrum eines hermite’schen Elementes
feqBq reell ist. Wir haben also zu zeigen, dal} die Gleichung

Ja=g+f (%)
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flir ein gegebenes Ac C\IR eine Losung ge gBq besitzt. Wenn man ndmlich () 16sen
kann, so besitzt auch jede Gleichung fg'=Ag'+b mit be qBq eine Ldsung g’ in gBg
und, durch Anwenden der Involution, auch jede Gleichung ¢'f=Ag'+b; also gilt
(f—MB=B(f—i)=B. Um nun (x) zu losen, setzen wir wi= [u *h *dx
L
= {u*h*dxe A, wenn f durch h gegeben ist, wenn also f(x)=u*h=uh"ist. Da f nach
L

Voraussetzung hermite’sch ist, ist h=h* nach (10) und wegen u=u* und der
Zentralitidt von u ist w=w*. Laut Voraussetzung ist A symmetrisch, und die
Gleichung

wk=2ik+h (%)

besitzt folglich eine eindeutig bestimmte Losung ke A. Da x—»u*w einen kompakten
Tréger hat, hat auch x—u*wk einen kompakten Tréger und liegt nach {9a) in gB.

. .. . i
Dann liegt aber auch g, definiert durch g(x)=u"k, in ¢B, da g(x)= 5 {u*wk —u*h}.

Nach (11) vertauscht #* mit w fiir alle ye G, es gilt daher wi'k = AW’k + h*h flr alle
ye G. Nach (12) ist W h =0 fiir ye G\L und mithin W’k =0 fiir ye G\L, da w— 4 wegen
der Symmetrie von A ein invertierbarer Operator auf A ist. Wir zeigen nun, dal}
geqB eine Losung von (x) ist.

Es gilt

(f*g)(x)= | fx+ 1 7g(=pdy= [ @) u" kdy= [ w*h™*u kdy
G G G
= {wh™Yu"kdy .
1

da h k=0 fir yeG\L .

Also gilt (f*g)(x) =u"wk =u*(Ak+ h) oder fxg=Ig-+ f. Dann ist aber g+*q eine
Ldsung von () in gBg und Satz 1 ist bewiesen.
Es ist nun recht einfach, unser Hauptergebnis zu beweisen.

Satz 2. Sei G eine zusammenhiingende nilpotente Liesche Gruppe. Dann ist L'{G) eine
symmetrische Algebra.

Beweis. Wir beweisen den Satz durch Induktion iiber dimG. FallsdimG=1,s0ist G
kommutativ und LYG) bekanntlich eine kommutative symmetrische Algebra. Sei
nun dim G =:n> 1. Da Quotienten symmetrischer Algebren offenkundig symme-
trisch sind, kann man o.B.d. A, annehmen, daB} G einfach-zusammenhiingend ist.
Wie in [12] dargelegt, geniigt es zu zeigen: Ist ¢ eine beschrinkte, algebraisch
irreduzible Darstellung von LYG) in dem Banachschen Raum E und ist P:
= Kerngn(Kerng)*, so ist LY{G)/P symmetrisch.

Wegen seiner Kiirze sei dieses Argument hier kurz wiederholt. Wire nidmlich
LY(G) nicht symmetrisch, so gibe es feL{G) mit LNG)(1 + f*f) ¢ LY(G). Zu dem
modularen Linksideal LYG)(1+ f*f) giibe es dann ein umfassendes maximales
modulares Linksideal 4 mit Rechtseins— f* f. Man hitte dann eine beschrankte,
algebraisch irreduzible Darstellung ¢ von LYG) in E:= LYG)/A, aber L:
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= LYG)/Kernpgn{Kerng)* wiire nicht symmetrisch, da L{1+g*g) ¢ L, wenn g das
Bild von f in L bezeichnet. Seien nun E, ¢ und P wie oben. Wie im Falle unitérer
Darstellungen stammt g von einer beschriinkten stetigen Darstellung der Gruppe,
welche ebenfalls mit ¢ bezeichnet sei (vgl. {117, insb. p. 266}, d. h. es gibt einen
beschrinkten, stark stetigen Homomorphismus ¢ von G in die Gruppe der

beschrinkten invertierbaren Operatoren auf E mit o(f) = j F(x)o(x)dx fiir fe LYG).
G

Da g beschrinkt und E algebraisch irreduzibel ist, gibt es einen Charakter y des
Zentrums Z von G mit ¢(z)=7(z)1, fir zeZ. LYG)/P ist ein Quotient von
LY (G/Kerny). Ist nun dimKerny>0, so ist nach Induktionsvoraussetzung
LYG/Kerny)und dann auch £'(G)/P symmetrisch, Wir kénnen also dim Kerny =0
annehmen ; insbesondere ist dann dimZ = 1. Nach Kirillows Lemma, vgl. [14],
gibt es einen zweidimensionalen Normalteiler N> Z, einen Normalteiler H der
Codimension 1 (H = Zentralisator von N in G) und ein Komplement R zu H derart,
dall G=R x H und daBB R x N die dreidimensionale Heisenberg-Gruppe ist. Wir
dividieren nun Kerny aus und bezeichnen die erhaltenen Gruppen G/Kerny,
H/Kerny...erneut mit G, H, .... Flir die durch ¢ und y indizierten Homomorphismen
schreiben wir ebenso wieder ¢ und y. Dann ergibt sich die folgende Situation:
G =R x H hat ein eindimensionales kompaktes Zentrum Z. Fiir zeZ gilt o(z)
=79(z)1 ; mit einem nun treuen Charakter y von Z. Es ist die Symmetrie von LY(G)/P
zu zeigen. Dazu sei L'(G), die Menge aller fe L'(G) mit f(xz)=1y(z)f (x) fur (fast)
alle xe G und ze Z. Es sei T,: L'(G)— L'(G) definiert durch (T, f)(x) = | y(z) f (xz)dz.
VA

wobei dz hier das normierte Haarsche MaBl von Z bezeichnet. Offenbar ist T, ein

idempotenter Morphismus von L*(G) aul B : = L'(G),, und an der Integraldarstel-
lung von g, (/)= | f(x)e(x)dx, erkennt man leicht, daB g =¢ -T,. Also ist L'(G)/P
G

ein Quotient von L'(G)/Kern T, = B, und es geniigt, die Symmetrie dieser Algebra zu
beweisen.

Analog zu L'(G), kann man auch die Algebren A:=L'(H),CL'(H) und U:
=L'(N),€ L'(N) bilden. L'(G) fassen wir nun als verallgemeinerte L'-Algebra
L'(R, L'(H)) auf mit trivialem Faktorensystem und der durch die zu R gehorigen
inneren Automorphismen induziertenWirkung von R auf L}(H). Offenkundig ist B
dann gerade die Unteralgebra L!(R, A). U ist isometrisch *-isomorph zu L(R) und
hat mithin das Spektrum IR = R. Ferner ist U als zentrale Unteralgebra von L' (HY
(=MaBalgebra von H) und dann auch von A” auffabar. 4 ist als abgeschlossene
*.Unteralgebra von I'(H) nach Induktionsvoraussetzung symmetrisch. Man
iiberlegt sich leicht, dall auch die iibrigen Voraussetzungen von Satz 1 in der
vorliegenden speziellen Situation erfiillt sind. B ist folglich symmetrisch, und Satz 2
ist bewiesen.

Wir schlieBen mit der folgenden

Bemerkung. Aus Satz 2 ergibt sich mit Hilfe von (6) aus [12], daB} fiir eine
zusammenhéngende nilpotente Liesche Gruppe G die Menge der Kerne topolo-
gisch irreduzibler *-Darstellungen von L'(G) mit der Menge der primitiven Ideale
(im Sinne der Algebra) und mit der Menge der maximalen abgeschlossenen
zweiseitigen Ideale iibereinstimmt,
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