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Zusammenfassung

Es sei 4 ein vollstetiger linearer Operator eines Banachraums in sich. Es wird gezeigt, daB
sich die Eigenschaft ,,es gibt eine Halbordnung mit totalem Ordnungskegel, beziiglich der
A monoton ist ’ durch Aussagen allein tiber diejenigen Eigenwerte von A, deren Betrag gleich
dem Spektralradius ist, charakterisieren lifit. Ahnliche Aquivalenzaussagen gelten fiir irreduzible
und streng-monotone Operatoren.

1. Einleitung

Bekanntlich 148t die Monotonie vollstetiger Operatoren A4 in einem Banach-
raum X gewisse Riickschliisse auf die Eigenwerte maximalen Betrages zu. So
gilt unter wenig einschrinkenden Zusatzvoraussetzungen die Aussage

P1: Der Spektralradius p=p(A) ist Eigenwert. p hat unter den Eigenwerten vom
Betrage p die grofite Ordnung des Pols der Resolvente.

(PERRON-FROBENIUS, KREIN-RUTMAN [6], SCHAEFER [7].)

Ebenso weiB man, daB alle Eigenwerte einer stochastischen Matrix, die den
Betrag 1 haben, nur lineare Elementarteiler besitzen. Weitere Aussagen dieser
Art sind fiir irreduzible nichtnegative bzw. positive Matrizen (VARGA [9],
S. 30/31) und streng-monotone Operatoren (KREIN-RUTMAN [6], S. 267) moglich
(s. auch BoHL [13]). In jiingster Zeit wurde auch mehrfach das inverse Problem
behandelt, ndmlich aus Kenntnissen iiber das Spektrum, insbesondere das
Randspektrum, auf Monotonie des Operators zu schlieBen. So zeigt VANDER-
GRAFT [8], daB es fiir reelle Matrizen 4 mit der Eigenschaft 1 stets eine Halb-
ordnung mit solidem Ordnungskegel gibt, in der 4 monoton ist. BAUER-DEUTSCH-
STOER [1] und VANDERGRAFT [8] bewiesen, daB es fiir quasi-primitive Matrizen A
stets einen Kegel K gibt, der von A sogar in sein Inneres abgebildet wird. A ist
dann also streng-monoton.

In der vorliegenden Arbeit werden diese Zusammenhidnge systematisch
untersucht. Dabei werden durchweg lineare Operatoren eines Banachraums X in
sich betrachtet. Neben totalen und soliden Kegeln werden auch solche mit
Ordnungseinheiten untersucht.

Zunichst zeigen wir, dall sich das Ergebnis von VANDERGRAFT iibertragen
1iBt: Ein vollstetiger linearer Operator A mit p(4)>0 hat genau dann die
Eigenschaft 21, wenn es einen totalen Kegel K gibt mit A(K)<=K, wenn also 4
beziiglich einer gewissen Halbordnung monoton ist. Ebenso 148t sich das Resultat
von BAUER-DEUTSCH-STOER verallgemeinern. Es sei 24 die folgende Eigenschaft:

P4: p(A)>0 ist einfacher Eigenwert. Fiir alle A+ p, Aeo(A4) gilt || <p.
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Fiir endlichdimensionales X fillt 24 mit der Eigenschaft ,,quasi-primitiv*‘ [1]
zusammen. Es gilt allgemein: A ist streng-monoton genau dann, wenn 24 vor-
liegt. Zwei weitere Eigenschaften, die jeweils stirker als £ 1, aber schwicher
als #4 sind, werden ebenfalls betrachtet.

P2: p(A) ist Eigenwert. Alle Eigenwerte vom Betrage p sind Pole der Resolvente
der Ordnung 1.

P3: p(A) ist einfacher Eigenwert. Alle Eigenwerte vom Betrage p sind Pole der
Resolvente der Ordnung 1.

Es stellt sich heraus, daB sich auch diese Eigenschaften durch geeignete
Monotonie-Eigenschaften beschreiben lassen. So gilt:

A hat genau dann die Eigenschaft 2, wenn es einen Kegel K gibt, so daf
A(K)<= K ist und ein Eigenvektor zu p(A4) sogar Ordnungseinheit (bzw. im
Kegelinneren) ist. 4 hat genau dann Eigenschaft #3, wenn es einen Kegel K
gibt, beziiglich dessen A irreduzibel ist.

Es sind jedesmal noch weitere Aquivalenzaussagen méglich.

In 2. werden die Definitionen und benétigten Hilfsmittel zusammengestellt. Die
oben erwidhnten Aussagen befinden sich im dritten Abschnitt.

Eine Fragestellung, die bei der EinschlieBung von Losungen von Systemen
linearer Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten X =Ax auftaucht,
wird in 4. behandelt. Die Matrizen A, fiir die ¢4 fiir alle £=0 monoton sind
(mit von ¢ unabhédngigem Ordnungskegel), werden hier durch Spektraleigenschaf-
ten charakterisiert. Es werden vier Ergebnisse zitiert, die den ersten vier Sétzen
in Abschnitt 3 entsprechen.

Im letzten Abschnitt wird gezeigt, daB die Hauptergebnisse auf eine erheblich
gréBere Operatorenklasse iibertragen werden konnen, auf die ,,quasi-vollstetigen*
Operatoren. Dabei heifit 4 quasi-vollstetig, wenn A =B+ V mit vollstetigem
V und p(B)<p(4) ist. Genau fiir diese Operatoren verhilt sich das Spektrum
am Rande des Spektralkreises wie das Spektrum vollstetiger Transformationen.

2. Definitionen, Hilfsmittel

Es sei (X, || |) ein reeller Banachraum, (X, || ||) seine Komplexifikation. Eine
Menge K < X, K+{0} heifit Kegel, wenn X'1) a K< K(Va20), K+ K< K, A°2)
Kn— K {0} und x#'3) K=K gilt. Die durch K erzeugte Halbordnung werde
mit ,, < bezeichnet: x<y < y—xeK. Es sei K=K-{0} und K das Innere
von K. _

K heilt erzeugend, wenn X=K—K, und total, wenn X=K—K ist. K heilit
normal, wenn es ein y>0 gibt, so daB aus xeK, y—xeK folgt |[x]| <y y|. Ein
Kegel mit inneren Punkten heiBt solide. pe K heiBt Ordnungseinheit, wenn es
zu jedem xe X eine Zahl k gibt, so daB —kp<x=<kp ist. Dann ist das Funktional

.1) x|l ,=inf{k: —k p<x=<kp}

auf ganz X definiert. || x|, ist eine Norm, die genau fiir peI% stetig ist. Ist K normal,
so ist auch [ x| stetig beziiglich Ilgcllp. Die beiden Normen sind genau dann
dquivalent, wenn K normal und peK ist.
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Es sei [X] die Algebra der linearen stetigen Operatoren von X in X. Ist v
eine Norm auf X, so bezeichnen wir mit v ebenfalls die zugeordnete Norm
auf [X], d.h.

v(d)=supv(4dx)/v(x), Ae[X].

x*0

Im Dualraum X * aller linearen stetigen Funktionale auf X mit der Norm

”(p"D=Sglg((p’ x)/||x|{, XEX, ¢5X*

sei fiir M < X die Menge M* gegeben durch
M*={peX*: (¢,x)=0 fiir alle xeM}.

Ist K ein totaler Kegel, so ist K* ein Kegel in (X, || |p), der duale Kegel. peK*
heiBt strikt-positiv, wenn (@, x) >0 fiir alle xeK ist.

Fiir 4e[X] sei 6(4) das Spektrum (wobei A mit seiner Fortsetzung de[X],
die durch A(x+iy)=Ax+idy gegeben ist, identifiziert wird), p=p(4)=
sup{|4]:Aea(4)} der Spektralradius.

Fiir Aeo(A) ist der Index die kleinste natiirliche Zahl s, fiir die gilt

xeX A(A=AIf 1 x=0-(A—AI)x=0
(I =1dentitiit). Ist A Pol von A, so ist der Index gleich der Ordnung des Pols der
Resolvente (und damit endlich) (2], S. 573). Um eine kurze Schreibweise zu
haben, definieren wir
Index von A, falls 4 Pol
s(A)=300, falls Aea(A), A kein Pol
0, sonst .
Ein Eigenwert A heiBt einfach, wenn s(A)=1 und dim{xeX:(4—ANx=0}=1
ist. Wir benétigen spiter:
Lemma 2.1. Ist Ae[X] und ¢>0, so existiert eine zu || || dquivalente Norm v
auf X, so dap fiir die zugeordnete Norm v gilt: v(A)< p(A)+e¢ ([5], S. 88).
Lemma 2.2, Ist A;e[X]), pi=p(4),,>0(=1,2) und A, A,=A,A,, so exi-
Stiert eine zu || || dquivalente Norm v auf X, so daf fiir die zugeordnete Norm v
auf [X] gilt v(4)Sp(4)+e, (i=1,2).

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei p;+¢;=1. Nach Lemma
2.1 existiert eine Norm p mit u(4,;)<1. Wegen lim (u(A4%))""=p(4,) <1 existiert

n—w

eine natiirliche Zahl s mit p(45" )1 v(x)= Zs: u(A45x) hat die verlangten
Eigenschaften. r=0
Lemma 2.3. Es sei Ae[X], A vollstetig und p(A)=p < 1. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:
(@) sV fiir alle A mit || =1.
(b) 3 eine zu || | dquivalente Norm v auf X mit v(A)< 1.
(¢) 3 eine Norm v auf X mit v(4)<1.
(d) AN>0, so dap fiir alle k=0, 1, ... |A*| <N ist.
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Beweis. (a) — (b): Es existiert (s. etwa [6], S. 280) die Darstellung
(2.2) A=Ao+jzlejz_,(pj

mlt p(Ao)<1, l81|=1, Azi=£iz'-, A*¢,=8,(p,— und ((pi’ zJ)=6lJ (i,j=1, seey n)-
n
Dabei ist auch n=0, d.h. 4 =4, nicht ausgeschlossen. Sei Py=1I— Z z;p;. Es

existiert nach Lemma 2.1 eine Norm g mit u(4y) < 1. v(x) =pu(Pyx)+ Z Hz;(@;,x)ll
hat dann die geforderten Eigenschaften.

(b) = (¢) und (b) = (d) sind trivial.

(¢) = (a) und (d) - (a): Ist s(A)=2 fiir ein | 4| =1, so existieren u, ve X, u, v+0,
mit Av=Av, Au=Au+v und daher A" u=rA""'v+A"u fiir r=1, 2, .... Es folgt
A ul|=r vl — |lull bzw. v(u)=v(A"w)=rv(v)—v(u), ein Widerspruch gegen (d)
bzw. (c).

Dieser Satz ist fiir X=R" bekannt, s. etwa [4]. Ist K ein Kegel in X, Ae[X]

und A(K) < K, so heiit A monoton (beziiglich der von X erzeugten Halbordnung).
Eine fundamentale Aussage liber monotone Operatoren ist

Satz 2.1 (KREIN-RUTMAN-SCHAEFER*). Es sei K total, Ae[X] volistetig,
monoton und p =p(A)>0. Dann gilt
(a) p ist Eigenwert.
(0) s(D)=s(p) fiir |A]=p.
(c) 3zeR, peR* mit Az=pz, A*p=po.

Ein monotoner Operator 4 heiBt streng-monoton, wenn es zu jedem xeK
ein n=n(x) gibt, so daB 4"x Ordnungseinheit ist. Ein monotoner Operator 4

heiBt irreduzibel, wenn fiir ein 1>p(4) und alle xeK gilt: A(AT—A)"'x ist
Ordnungseinheit.

3. Monotonie und Randspektrum

Satz 2.1 besagt, daB vollstetige lineare Operatoren 4 mit p(4)>0, die einen
totalen Kegel invariant lassen, 21 erfiillen. Wir zeigen, daB auch die Umkehrung
gilt.

Satz 3.1. Ist Ae[X], A volistetig und p=p(A)>0, so sind folgende Aussagen
gleichbedeutend:
(1) 3 Kegel K, K+0, A(K) < K.
(2) 3 Kegel K, K total, A(K) = K.
3 21 ist erfiillt.
Beweis. (1) —(2) ist trivial. (2) > (3): s. Satz 2.1.

(3) - (I): Wir fassen A4 als Operator von X in sich auf, identifizieren also 4
mit seiner Erweiterung Ae[X]. Sei p=1 und ¢, =1, ¢,, ..., & die endlich vielen
Eigenwerte von A, die den Betrag 1 haben. Die {¢;} sind Spektralmengen (im
Sinne von DUNFORD-SCHWARTZ), es existieren also (durch Linienintegrale

* Siehe etwa SCHAEFER [7], S. 265.
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definierte) zugehorige Projektoren P, ..., P, und Po=I-Y P; ([2], S.568
und 573). Mit 4,=A4AP;=P;A und X;=P, X gilt =1
A=Ag+ A+ +A4,, X=Xo++X., pdo)<l.

A; 1aBt X; invariant. Sei iz 1. Da dim X;=r; endlich ist, besitzt 4, eine Matrix-
darstellung, die bei geeigneter Basiswahl Jordansche Normalform hat, d.h.

Ai=diag(J1,i’ ’Jki, l')

Jo,i=(g) oder J, ;=

S O = O
o = O O

Es gilt maxdimJ, ;=s5(g;) <s(p)=p.

X ist also als direkte Summe von Unterrdumen N, ; (=1, ..., k;) darstellbar,
die beziiglich 4 invariant sind und in denen bei der Basis {n;} die Abbildung 4
so beschrieben werden kann:

3.1 Any=any, Ag=any+ny, ..., A= +m_y

(x=¢;, k=dim(N, )<p). Wir nummerieren die N, ;(i=1,..,s5;t=1,...,k)

durch, nennen sie nun N,, ..., N, (u=2k,~) und nehmen ohne Beschrinkung
i=1

der Allgemeinheit an, daB N, zum Eigenwert 1 gehort und dim(¥,)=p ist. Die
Basis ¢4, ..., £, in N; kann reell gewdhlt werden. Es gilt dann

(3.2) AE =8, AL =818, ., A=+ 1.
Sei r=2 fest, g =g, =dim(N,) (<p) und

P q
Kr={(xa y): x= .Zl(ﬁﬂ'i)’j) ;€N y= .ZI,V,"?;GN”
i= i=

|?,|§ﬂ,a]=1, s Dy |y1|§ﬂ1a1=1a ,q}

Aus (3.1) und (3.2) folgt leicht, daB A(K,) =K, ist. Wegen p(d4,)<1 existiert
eine Norm v mit v(4,)< 1. Wir setzen nun (mit X, =N,)

~ ~ p
K={xeX: xX=Xg+ - +X,, €N, x,= Y (Bj+iy)¢;,
=1

(xls xr)EKr, r=29 ey Uy V(xo)éﬁl}-

Es folgt leicht, daB A(K) <K, daB K ein Kegel und 4 40 ist. Es ist ndmlich
¥=) ¢;eK. K=K n X erfiillt die in (1) geforderten Bedingungen. Q.e.d.
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Nun wenden wir uns der Eigenschaft 22 zu:
P2: p(A) ist Eigenwert, s(D)Z1 fiir | 1| =p(A4),
die wir folgendermaBen charakterisieren kénnen.

Satz 3.2. Ist X ein Banachraum, Ae[X], A volistetig und p=p(A), so sind
dquivalent :

(1) 3 Kegel K, K *+0 und A(K) < K. BzeI%, @eK* strikt-positiv und eine Zahl p
mit Az=pz, A*p=uo.

(2) 3 Kegel K mit A(K) < K, eine Ordnungseinheit z und eine Zahl umit Az=pz.

(3) p ist Eigenwert. 3 Norm v auf X mit v(4)=p.

4) P2 ist erfiillt.

(5) p ist Eigenwert. 3 eine zu || || dquivalente Norm v auf X mit v(4)=p.
Beweis. (I)—(2) ist trivial. (2)—(3): Wihle v(x)=[x|, (2.1). Wegen

p(D=A],=114z],=p und |u| < p(A4) folgt die Behauptung sofort.

Nun sei zunéchst p(4)>0, und ohne Beschrinkung der Allgemeinheit p=1.
Dann folgt (3) = (4)«(5) aus Lemma 2.3,

@) - (): Sei z+0, 90, Az=z, A*p =0, (p, z)=1. Setze
K,={xeX: v((I-zp)x)Sa(p,x)}, «>0.

Man priift die in (I) geforderten Eigenschaften leicht nach.
Ist p=0, so sind alle Aussagen mit
6) A=0
dquivalent. (6) =(1), (3)=(6) und (5)«>(6) sind trivial. (4)«>(6) ersicht man
etwa aus [2], S. 573, Satz 18. Q.e.d.
Eine leichte Folgerung ist

Corollar. Bei einer stochastischen Matrix haben die Eigenwerte vom Betrage 1
nur lineare Elementarteiler ([3], S. 102).
Nun wollen wir die Eigenschaften
P3: p(A)>0 ist einfacher Eigenwert, s(A)<1 fiir |A|=p(4)
und
P4: p(A)>0 ist einfacher Eigenwert. s(A)=0 fiir A+p, |A]=p
charakterisieren.

Satz 3.3, Es sei Ae[X], dimXx2, A vollstetig und p=p(A). Dann sind
folgende Aussagen dquivalent:

(1) 3 Kegel K mit K *0, so daf A irreduzibel beziiglich K ist.
(2) 3 Kegel K, so daB A irreduzibel beziiglich K ist.

(3 3 Kegel K, so daf8 A(K) < K ist. 3 Ordnungseinheit z, Az=pz. p ist einfacher
Eigenwert.

(4) @3 ist erfillt.
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Satz 3.4. Es sei Ae[X], A volistetig und p=p(A). Dann sind dquivalent:
(1) 3 Kegel K, so daf K+9 und A(R) < K ist.
(2) 3 Kegel K, so dafi Ax Ordnungseinheit firr alle xeK ist.
(3) 3 Kegel K, so daf} A streng-monoton beziiglich K ist.
) P4 ist erfiillr.
Aus technischen Griinden beginnen wir mit dem
Beweis von Satz 3.4. (1) - (2) ist trivial. (2) »(3): Setze n(x)=1.
(3) = (4): Hierfiir benstigen wir eine Verschirfung von Satz 6.3 in [6], S. 267.
Der angegebene Satz beinhaltet (3)—(4) unter der stirkeren Voraussetzung

K+¢. Es sind jedoch am dortigen Beweise nur geringe Modifikationen notig,
um ihn auch ohne diese Bedingung durchzufiihren.

(4) - (I): Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei p=1. 4 hat die Dar-
stellung (2.2), die in diesem Falle so aussieht:

A=Ay+zo, p(A)<l, Az=z, A*¢=9¢, (0,2)=1.

Es gibt nach Lemma 2.1 eine zu || || dquivalente Norm v mit v(4,)<1. Setze
wie in Satz 3.2

K,={xeX: v((I-z@)x)Sa(p,x)}, «>0.

Io(a besteht aus den Elementen x, fiir die die strikte Ungleichung gilt. Man rechnet
leicht nach, daB 4(K,) = K, ist. Q.e.d.

Beweis von Satz 3.3. (I)—(2) ist trivial. (2)—=(3): Nach Definition ist
A(K) < K. Satz 3.4, (3)>(4), und Satz 2.1 auf A(AI—A)"' angewendet zeigen
die Existenz von k>0 und einer Ordnungseinheit z mit A(A1—A) 'z=kz,
oder Az=Aik(k+1)"'z. Da k einfacher Eigenwert von A(AI—A)"' ist, ist
auch p=Ak(k+1)"! einfacher Eigenwert von 4.

(3) > (4): Siehe Satz 3.2, (2) —(4). p=0 hat 4 =0 zur Folge. Wegen dimX'>2
ist das ein Widerspruch zur Einfachheit von p. Also ist p>0.

(4)—(D): Es sei p=1 und A>1 fest. p(4(AI—A)"Y)=(A—1)"1 ist ebenfalls
einfacher Eigenwert. Die gemeinsamen Eigenvektoren zu 4 und A(AI—A4)~!
bzw. A* und A*(AI—A*)"! seien mit z und ¢ bezeichnet und auf (o, z)=1
normiert. Es gebe eine zu || | dquivalente Norm u auf X mit u(4)=<1 und
p((A—1)4(AI— A)~ ' —z¢p)<1. Man rechnet sofort nach, daB mit

K=K,={xeX: p((I-z@)x)<a(p,x)} a>0

A(K)= K und 4(AI—- A YR < K ist, d.h. daB A irreduzibel beziiglich KX ist.
Ein solches g kann folgendermaBen konstruiert werden: Es gilt die Zerlegung (2.2)

A=zo+ Y g2,0;+A4,, lal=1, g+1, p(dy<1
i=2
sowie
A—1

T 6z, 0;+(A—1) Ag(AI—Ap) 1.

(l—l)A(AI—A)"=Z(p+i
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By=(A—1)Ao(AT—A4y)~ ! ist mit 4, vertauschbar. Da auBlerdem p(4,)<1 sowie
p(By)<1 gilt, existiert nach Lemma 2.2 eine zu || || &quivalente Norm v auf X mit
v(4o)<1, v(By)<1. Mit den Projektionen P,=z¢, P;=z,¢;(i=2,...,1), Py=

I-Y" P, setzen wir
i=1

p(x)=v(Pox)+ Y. P x| .
i=1
1 hat die geforderten Eigenschaften.

Zu den hier benutzten Begriffen ,,Ordnungseinheit* und ,.irreduzibel** sollen
noch zwei Anmerkungen gemacht werden.

Bemerkung 1. Bekanntlich sind in einem Banachraum ([7], S. 232, Corollary
2.2) bei einem normalen Kegel alle Ordnungseinheiten innere Punkte. Da jedoch
in den Sétzen 3.1—3.4 nirgends K als normal vorausgesetzt wird, ist die Aqui-
valenz von Aussagen iiber Kegel mit inneren Punkten und entsprechenden
Aussagen iiber Kegel mit Ordnungseinheiten keine unmittelbare Folge des obigen
Ergebnisses.

. Bemerkung 2. Die hier verwendete Definition von ,,irreduzibel* stimmt fiir
K 0 (oder fiir K normal) mit der von SCHAEFER ([7], S. 269) gegebenen iiberein,
ist i.allg. jedoch stirker. Wir fiihren eine Charakterisierung dieses Begriffes an,
die im Gegensatz zu einem Ergebnis von Schaefer keine Verbandsstruktur in X
voraussetzt. Fiir X=R" findet sich eine analoge Aussage in [8). Fiir yeK sei L,
der vom ,Intervall“ {x: 0Sx=<y} erzeugte abgeschlossene lineare Teilraum.
Dann gilt:

Satz 3.5 (ohne Beweis). Sei K +9. Dann ist A irreduzibel genau dann, wenn
A monoton ist und aus A(L,) < L, folgt: L,=X oder L,={0}.

4. Monotonie von ¢4

In diesem Abschnitt sei X=R" und A eine reelle n x n-Matrix. Die Monotonie
von ¢'“ fiir alle t=0 kénnen wir so interpretieren: Sei x, 20 und x(¢) die Losung
der Anfangswertaufgabe x=Ax, x(0)=x,. Dann gilt fiir alle 1=0: x(¢)=
e'1x,20. Die Bahnkurve verlduft also ganz im positiven Kegel.

Ist ¢4 monoton, so ergeben sich aus den Sitzen des vorigen Abschnitts
sofort notwendige Bedingungen fiir die Eigenwerte von 4. Es 1Bt sich jedoch
auch zeigen, daB diese hinreichend sind. Im einzelnen erhalten wir vier den
Sitzen 3.1— 3.4 entsprechende Aquivalenzaussagen.

Es sei £ =¢(4)=max{Re(u): pea(4)}, ([9}, S. 258).
Satz 4.1. Folgende Aussagen sind dquivalent:
(1) &(A) ist Eigenwert und s(u)<s(&) fiir Re(u)=¢.
(2) 3 solider Kegel K mit '4(K) < K fiir alle t20.
Satz 4.2. Folgende Aussagen sind dquivalent:
(1) £(A) ist Eigenwert und s(p) <1 fiir Re(u) =¢.
(2) 3 solider Io(egel K mit e'4(K) < K fiir alle t=0. Es existiert Eigenvektor zu
p(e'4) in K.
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Satz 4.3. Folgende Aussagen sind dquivalent:
(1) E(A) ist einfacher Eigenwert und s(p)<1 fiir Re(u) =¢&.
(2) 3 solider Kegel K, so daf e fiir alle t>0 irreduzibel beziiglich K ist.

Satz 4.4. Folgende Aussagen sind dquivalent :
(1) &(A) ist einfacher Eigenwert. Alle iibrigen Eigenwerte von A haben einen
kleineren Realteil.

(2) 3 solider Kegel K, so daf e'A(R) < K fiir alle t>0 ist.

Die Beweise sollen hier nur kurz angedeutet werden. Die Richtung (2) — (1)
ist mit Hilfe der jeweiligen Sitze 3.1 — 3.4 einfach zu beweisen. Fiir die Umkehrung
ergeben diese Sitze zundchst nur die Existenz von Kegeln K(¢f) mit den zusitz-
lichen Eigenschaften. Es ist nun moglich zu zeigen, daB K(¢) unabhiéngig von ¢
gewihlt werden kann. Dabei wird z.B. folgender Hilfssatz verwendet:

Lemma 4.1 (ohne Beweis). Ist A>E£(A), so existiert eine Norm v auf X, so
dap v(et4)<e** fiir alle t>0 ist.

Satz 4.4, (I)>(2), gestattet auch einen schnellczren Beweis. Nach Satz 3.4
existiert >0 und ein Kegel X mit (4+al)(R) < K. Daher ist auch ¢*4(K)=
et et M¥aD(RY K fiir ¢>0.

5. Erweiterungen

Die folgende Eigenschaft 2 hat sich vorne als wichtig fiir unsere Betrachtungen
erwiesen. Bis auf p(4)>0 ist sie fiir vollstetige Operatoren stets erfiillt.

2: p(A)>0. Fiir Leo(A), |A|=p(A4) gilt: A ist Pol von A; ist P, der zugehirige
Projektor, so ist P, X endlichdimensional; die Dimension der Nullrdume von
A—AI und A*— )1 sind gleich und endlich; (A—AI)x=y hat genau dann eine
Lésung x, wenn aus (A* — A1) o =0 folgt: (¢, y)=0.

Wir nennen Ae[X] quasi-vollstetig, wenn es eine Zerlegung A=B+V gibt,
so daB ¥V vollstetig und p(B)<p(4) ist (z.B. A=AI+7V, p(4)>4).

Satz 5.1. Ae[X] erfiillt 2 genau dann, wenn A quasi-vollstetig ist.

Beweis. A erfillle 2. Sind ¢,,...,&, die endlich vielen Eigenwerte mit
|&;] =p, P; die zugehorigen Projektoren, so ist V=) P, 4 endlichdimensional, also
vollstetig, und p(Ad—V)<p(A). A ist also quasi-vollstetig. Sei 4 quasi-vollstetig.
Fiir |A|>p(B) gilt die Zerlegung AI—A=(A]—B)—V mit stetig invertierbarem
AI—B. Fiir einen solchen Operator gilt die ,,Fredholmsche Alternative* (s. etwa
[11], S. 426, Satz 1). Die beiden letzten Aussagen von 2 sind also erfiillt. Ist 4
mit |A]>p(B) kein Eigenwert von 4, so ist wegen (AI—4)'=(A1-B)~(I—
V(AI—B)™!)"' 1 kein Eigenwert des vollstetigen Operators V(iI—B)™!.
(I-V(I-B)~*)"! und damit (A7—A)~" sind also beschrinkt.

Anders gewendet: Ist Aeo(4), |A|>p(B), so ist A Eigenwert von 4 und
les(V(AI—-B)™"). Satz 1.9 in [12], S. 370 zeigt, daB 4 isoliert ist. P, X ist nach
einem Resultat von GOHBERG-KREIN ([10], S. 202, Satz 3.2), auf AP, und
P, X angewendet, endlichdimensional. A ist also Pol. Q.ed.

Die Aussagen von Satz 2.1 bleiben auch fiir quasi-vollstetige Operatoren
erhalten.
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Satz 5.2. Es sei X ein reeller Banachraum, Ae[X] quasi-vollstetig, p=p(A),
K < X ein totaler Kegel und A(K) < K. Dann gilt:

(a) p ist Eigenwert.

®) s(DH=s(p) fiir |A]=p.
(¢) 3zeR, peK* mit Az=pz, A*@=po.

Beweis. (¢) und (b) folgen unmittelbar aus einem Ergebnis von SCHAEFER
([71, S. 264).

Um (c) zu zeigen, konnen wir wortlich den ersten Teil des Beweises von
Satz 6.1 in [6], S. 262 iibernehmen. Dort wird die Existenz von z und ¢ unter
der Bedingung (a) hergeleitet. Es gehen nur die in Q zusammengefaBten Eigen-
schaften ein. Q.e.d.

Man priift nun unmittelbar nach, daBB Lemma 2.3 und die Sitze 3.1 —3.4 auch
unter der Voraussetzung gelten, daB A4 quasi-vollstetig ist. Die neuen Ergebnisse
stellen i.allg. allerdings nur fiir p(4)>0 Verallgemeinerungen dar.

Die Arbeit ist eine Zusammenfassung des Hauptteils der Habilitationsschrift des Verfassers.
Herrn Professor Dr. Dr. h. c. L. CoLLaTZz und Herrn Prof. Dr. R. ANSORGE bin ich zu beson-
derem Dank verpflichtet. Ein Teil der Arbeit entstand wahrend eines Aufenthalts beim National
Research Institute for Mathematical Sciences, Pretoria, South Africa.
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