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Abstract

Two Classes of Locally Compact Maximally Almost Periodic Groups.
In this paper we study the class Q[ of all locally compact groups G
with the property that for each closed subgroup H of @ there exists a pair
of homomorphisms into a compact group with H as coincidence set, and
the class ® of all locally compact groups G with the property that finite
dimensional unitary representations of subgroups of G can be extended. to
finite dimensional representations of G. It is shown that [MOORE]-groups
(every irreducible unitary representation is finite dimensional} have these
two properties. A solvable group in §) is a [MOORE]-group. Moreover, we
prove a structure theorem for Lie groups in the class [MOORE], and show
that compactly generated Lie groups in [MOORE] have faithful finite di-
mensional unitary representations.

Bezeichnungen

Es sei

[MAP] die Klasse der lokalkompakten maximal fastperiodischen
Gruppen, d. h. derjenigen lokalkompakten Gruppen, die
einen injektiven stetigen Homomorphismus in eine
kompakte Gruppe zulassen,

[MOORE] die Klasse der lokalkompakten Gruppen, deren irredu-
zible unitédre Darstellungen sdmtlich endlichdimensional
sind,

[TAK] die Klasse derjenigen G'e[MAP], fiir die ' kompakt ist
(mit G’ wird stets der AbschluB der Kommutatorgruppe
bezeichnet).

[Z] die Klasse der lokalkompakten Gruppen @, fiir die G/Z@&
kompakt ist (Z@ bezeichnet stets das Zentrum von G).

Fiir eine Iokalkompakte Gruppe @ sei r: G-+bG eine Bohrkom-
paktifizierung von @, d. h. r ist ein dichter stetiger Homomorphis-
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mus von G in die kompakte Gruppe b@, und zu jedem stetigen
Homomorphismus f von @ in eine kompakte Gruppe K existiert
genau ein stetiger Homomorphismus f': b ¢ —K mit f'r=f. @ ist
genau dann eine [MAP]-Gruppe, wenn r injektiv ist.

§ 1. Einleitung

Fiir kompakte Gruppen gelten die beiden folgenden Sitze:

(1.1) Satz. (vgl. etwa (1.1) in [13]). Ist H eine abgeschlossene
Untergruppe einer kompakien Gruppe G und ist ¢ ein stetiger Homo-
morphismus von H in die unitdre Gruppe U(V) des endlichdimen-
sionalen komplexen Hilbertrauwmes V (ist V ein komplexer Hilbert-
raum, so bezeichne U (V) im folgenden stets dessen unitire Gruppe),
so gibt es einen V umfassenden endlich-dimensionalen komplexen
Hilbertraum W (das innere Produkt auf V ist nicht notwendig die
Einschrinkung des inneren Produktes auf W) und einen stetigen
Homomorphismus w von G in U(W) mit y(h)@)=g¢h)@®) fir
(h,v)eHXV, d. h. V ist ein H-Unterraum des G-Moduls (W,y). Da
das orthogonale Komplement Vi von V in W ebenfalls ein H-Unter-
raum von (W,yp) ist, gilt p(h)=q@(h)D¢’ (k) fir heH, wobei ¢’ ein
stetiger Homomorphismus von H in die unitire Gruppe von VL% ist.

(1.2) Satz. (vgl. (1.4) bzw. Bemerkung dazw in [13]). Ist H eine
abgeschlossene Untergruppe einer kompakien Gruppe G, so gibt es
eine kompakte Gruppe L und fiur 1=1,2 stetige Homomorphismen
ui: G—L mit H={xe|u(x)=musz(x)}

Ist @ eine [MAP]-Gruppe und H eine kompakte Untergruppe
von @, so folgt aus (1.1), daBl man jede endlichdimensionale unitére
Darstellung von H im Sinne von (1.1) auf G ,fortsetzen® kann
(vgl. Theorem 5.1 in [6]). Mit Hilfe dieses Ergebnisses (und des
Struktursatzes fir [Z]-Gruppen) wird dann in [6] gezeigt, dall es zu
jedem Charakter A des Zentrums ZG einer [Z]-Gruppe G eine
stetige endlichdimensionale irreduzible unitére Darstellung ¢ von
G in V gibt mit go(x)=2A(z)1y fir zeZG (in anderen Worten:
(1.1) bleibt richtig, wenn G eine [Z]-Gruppe und H = ZG ist).
Ferner bleiben (1.1) und (1.2) richtig, wenn man ,kompakten
Gruppe G“ jeweils durch ,lokalkompakten abelschen Gruppe G“
ersetzt. Wir wollen nun in dieser Arbeit die beiden folgenden
Klassen lokalkompakter Gruppen untersuchen.

(1.3) Definition. Es sei ® die Klasse aller lokalkompakten
Gruppen G mit der Eigenschaft: Ist H eine abgeschlossene Unter-
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gruppe von G, V ein endlichdimensionaler komplexer Hilbertraum
und ¢ ein stetiger Homomorphismus von H in U(V), so gibt es
einen ¥ umfassenden, endlichdimensionalen komplexen Hilbert-
raum W und einen stetigen Homomorphismus y: G- U (W) mit
w(h) () =@ (h) (v) fir (h,v)eH X V.

(1.4) Bemerkung. Da jede endlichdimensionale unitdre Dar-
stellung direkte Summe irreduzibler Darstellungen ist, kann man
in der Definition hinzufigen, daf ¢ und ¢ irreduzibel sind, ohne
dadurch an der Klasse © etwas zu dndern.

(1.5) Definition. Es sei U die Klasse aller lokalkompakten
Gruppen G mit der Eigenschaft: Ist H eine abgeschlossene Unter-
gruppe von @, so gibt es eine kompakte Gruppe L und fiir 1=1,2
stetige Homomorphismen u;: G—+L mit H={xe G |u1(x)=ua(z)}.

In § 2 werden einige ,,Relativsitze” bewiesen. Es wird gezeigt,
dafl die Klassen 2 und ® abgeschlossen sind beziiglich der Bildung
abgeschlossener Untergruppen, endlicher Erweiterungen und Quo-
tienten (insbesondere liegt nicht jede diskrete [MAP]-Gruppe in
A bzw. @, denn jede freie diskrete Gruppe ist eine [MAP]-Gruppe,
aber nicht jede diskrete Gruppe ist eine [MAP]-Gruppe, und die
Gruppen in A bzw. ® sind — wie wir bald sehen werden — [MAP]-
Gruppen). Ferner wird gezeigt: Ist G eine [MAP}-Gruppe und K
ein kompakter Normalteiler in @ derart, daBl G/K in © bzw. in
AUND liegt, so liegt auch G in D bzw. in AND (in einer folgenden
Arbeit werden wir sehen, daB der entsprechende Satz fiir die
Klasse U falsch ist). Daraus folgt dann in § 83 unmittelbar, daB
jede [TAK]-Gruppe (und damit auch jede [Z]-Gruppe) in AND
liegt, womit das oben zitierte Resultat von Grosser und Mosko-
witz iiber das Liften von Charakteren des Zentrums von [Z]-
Gruppen wesentlich verallgemeinert ist. Ferner wird in § 3 ein ein-
facher Beweis des Robertsonschen Satzes iiber die Struktur von
[MOORE]-Gruppen gegeben, aus dem dann folgt, daB jede
[MOORE]-Gruppe in AN D liegt. Es wird ferner gezeigt, dafl jede
Liegruppe in [MOORE] einen offenen Normalteiler H von endlichem
Index besitzt, fir den H= H'ZH gilt. Danach wird die Struktur
der auflésbaren Gruppen in ® untersucht. Es zeigt sich, daB eine
auflosbare lokalkompakte Gruppe genau dann in ® liegt, wenn sie
eine [MOORE]-Gruppe ist. Um im folgenden kiirzer formulieren
zu konnen, vereinbaren wir: Sind G4 und G topologische Gruppen,
so beinhalte die Aussage ,,f ist ein Homomorphismus von Gy in G5
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stets, daB f auch stetig ist. Ferner wollen wir unter einer Darstellung
einer topologischen Gruppe stets eine stetige unitire Darstellung
in einem komplexen Hilbertraum verstehen. Die Untersuchungen
dieser Arbeit werden in einer Arbeit mit dem Titel ,,Chu-Dualitdt
und zwei Klassen maximal fastperiodischer Gruppen® fortgefiihrt.

§ 2. Endliche Erweiterungen, Untergruppen und Quotienten
von Gruppen in 2| oder

Zunéchst werden Kriterien dafiir angegeben, dall eine Gruppe
in A bzw. in ® liegt. Es handelt sich dabei um einfache, aber im
folgenden recht niitzliche Umformulierungen der Definitionen der
Klassen 2 und ®.

(2.1) Satz. Seien G eine lokalkompalkte Gruppe, H eine abge-
schlossene Unfergruppe von G und r: G->bQ eine Bohrkompalkti-
fizierung von G.

Dann sind dquivalent:

(1) Es gibt eine kompakte Gruppe L wund Homomorphismen
ui: @=L far i =1,2 mit H={ze@|u(x)=ua(x)}.

(2) Es gilt H=r"1(r(H)").

(3) Zu jedem xe G\ H gibt es einen endlichdimensionalen kom-
plexen Hilbertraum V und zwei Homomorphismen ¢ und ¢ von G
in U(V) mit (x)£p(x), aber p(h)=1y(h) fir alle he H.

(4) Zu jedem xe G\ H gibt es eine kompakte Gruppe L, und
Homomorphismen @g und yz von Q in Ly mit @ (z)#y;(x), aber
@z (h) =z (k) fur olle heH.

Insbesondere liegt G genau dann in AU, wenn fir jede abgeschlossene
Untergruppe H von G eine der Bedingungen (1), (2), (3) oder (4)
erfiullt ist.

(2.2) Bemerkung. Jede Gruppe in 2 ist eine [MAP]-Gruppe: man
wihle in (2) fiie H die triviale Untergruppe.

Beweis des Satzes (1)= (2): Wegen der universellen Eigenschaft
von r gibt es eindeutig Homomorphismen #;: 6 G —L fir i=1,2
mit 4;r =w;. Die Inklusion H Cr-1(r(H)") gilt trivialerweise. Sei
nun zer~1(r (H)~). Dann liegt r(x) in r(H)~. Auf r (H)~ stimmen 4
und g aber aus Stetigkeitsgriinden iiberein, also gilt 47 (x) =4ar ()
oder u; (x) = uz (z), woraus sich xeH ergibt.

(2)=(3): Wegen (2) legt r(x) fir xe G\ H nicht in r(H)~.
Nach (1.4) von [13] gibt es dann aber einen endlichdimensionalen
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komplexen Hilbertraum V sowie zwei Homomorphismen ¢ und ¢
von b@ in U(V), die auf r (H)~ iibereinstimmen, an der Stelle 7 (x)
aber verschiedene Werte annehmen. Die Homomorphismen ¢ = ¢r
und p =17 leisten dann das Gewiinschte.

(3)=(4): trivial.
(4)=(1): Fir jedes xc G\ H seien L;,¢p, und y, mit den in

(3) angegebenen Eigenschaften gewéhlt. Dann ist L:= [] L
wve FNH

eine kompakte Gruppe. Die Homomorphismen g, bzw. gy, 2 G\ H,
definieren Homomorphismen #; bzw. 4 von G in dieses Produkt.
Offensichtlich haben w; und uz die in (1) geforderten Eigenschaften.

(2.3) Satz. Seien G eine lokalkompakte Gruppe, H eine abge-
schlossene Untergruppe von G und r: G—>bG eine Bohrkompakti-
fizierung von G. Dann sind dquivalent:

(1) Die Einschrinkung (und Coeinschrimkung) ru: H->r(H)~
von r ist eine Bohykompalktifizierung von H.

(2) Bezeichnen s: H-bH eine Bohrkompaktifizierung von H und
w: H-> G den Inklusionshomomorphismus, so ist der eindeutig existie-
rende Homomorphismus bu, der das Diagramm

H --———S——-»b/-/

l 1bu

G —L b

kommutativ ergdinzt, injektiv.

(3) Ist ¢ eine endlichdimensionale Darstellung von H in V, so
gibt es einen V wmfassenden, endlichdimensionalen komplexen Hil-
bertraum W und eine Darstellung v von G in W mit p(h) (v) =@ (k) (v)
far (h,v)eHX V.

(4) Ist ¢ eine endlichdimensionale irreduzible Darstellung von H
in V, so gibt es einen V umfassenden, endlichdimensionalen komplexen
Hilbertraum W und eine irreduzible Darstellung w von G in W mit
p(h) (@) =@ (k) {(v) fir (h,v)ecHXV.

Insbesondere liegt G genau dann in D, wenn fir jede abgeschlossene
Untergruppe H von G eine der Bedingungen (1), (2), (3) oder (4)
erfallt ist.

(2.4) Bemerkung. Jede Gruppe in @ ist eine [MAP]-Gruppe: zu
jedem Element x in ¢ wihle man eine 2 umfassende abgeschlossene
abelsche Untergruppe H und verwende (1).

2%
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Beweis des Satzes (2)=-(1): Unter Verwendung der Tatsache,
daf s eine dichte stetige Abbildung ist, weist man ohne Miihe
nach, daB bu(bH)=r(H) ist (dies gilt auch, wenn bu nicht in-
jektiv ist). Dann induziert bu wegen (2) durch Coeinschrénkung
einen Isomorphismus f von b H auf »(H)~ mit fs=rg, folglich ist
rz eine Bohrkompaktifizierung von H.

(1)=(3): V und ¢ mogen die in (3) angegebenen Eigen-
schaften besitzen. Wegen (1) gibt es einen Homomorphismus
¢:r(Hy->U(V) mit gry=¢@. Zu ¢ gibt es aber nach (1.1) in [13]
einen V umfassenden, endlichdimensionalen komplexen Hilbert-
raum W und einen Homomorphismus ¢ von bG@ in U (W) mit
P (k) (v) fir (h,v)er(H)x V. Offenbar hat dann y:=1Pr die in (3)
geforderte Bigenschaft.

(3)=(2): Nehmen wir an, es gebe ein vom Einselement ver-
schiedenes Element ¢ im Kern von bu. Zu diesem a existieren nach
dem Theorem und Peter und Weyl ein endlichdimensionaler kom-
plexer Hilbertraum ¥V und ein Homomorphismus ¢: bH U (V)
mit ¢(a)s41y; dann sei p:=¢@s. Zu ¢ existieren wegen (3) ein ¥
umfassender, endlich-dimensionaler komplexer Hilbertraum W und
eine Darstellung yp von ¢ in W mit y (h) (v) = ¢ (h) (v) fiir (h,v)e H X V.
Wegen der universellen Eigenschaft von r gibt es einen Homomor-
phismus ¢: G >U (W) mit ¢r=1y. Aus Stetigkeitsgrinden ist
P(y) (V)= "V fir alle yer (H)~. Bezeichnet dann Aut (V) die Gruppe
aller Vektorraum-Isomorphismen von V auf sich, so ist wegen
bu(bH)y=r(H)~ durch ($(x))()= (¢ (Bux))) () fir (x,v)ebHXV
ein Homomorphismus ¢ von b H in Aut (V) definiert. Wir zeigen nun,
daB &und @ auf s(H) iibereinstimmen (wobei ¢ als Homomorphismus
von b H in Aut (V) aufzufassen ist). Fir heH und veV ist nimlich

(s (1) (v) =P (D us) (R) (v) =P (r (1)) (v) = ¢ (&) (v) =
= () (v) = ¢ (s (W) (v).

Wegen der Stetigkeit von ¢ und ¢ ist dann g=¢, da s(H) eine
dichte Teilmenge von bH ist. Insbesondere ist &(a)=¢(a), damit
haben wir einen Widerspruch erhalten, denn es ist ¢(a)+ 1y, aber
@(a)=1p. Die Aussagen (3) und (4) sind #quivalent, weil jede
unitire endlich-dimensionale Darstellung direkte Summe irredu-
zibler Darstellungen ist.

Man kann ohne Schwierigkeiten zeigen, daf3 die Klassen 2 und
® abgeschlossen sind beziiglich der Bildung abgeschlossener Unter-

gruppen.
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(2.5) Satz. Sei U eine abgeschlossene Untergruppe einer lokal-
kompakten Gruppe Q. Ist dann G in U bzw. in D, so liegt auch U
in A bzw. n D.

Bewess. Ist ndmlich @ in A und ist H eine abgeschlossene
Untergruppe von U, so ist H eine abgeschlossene Untergruppe
von (. Daber gibt es eine kompakte Gruppe L und Homomorphis-
men wu,uz: G—L, die genau auf H iibereinstimmen. Die Ein-
schrinkungen von #; und u2 auf U sind dann zwei Homomorphis-
men von U in L, die genau auf H iibereinstimmen. Genauso ein-
fach ist der Beweis dafiir, daB U in ® liegt, falls G diese Eigen-
schaft besitzt.

Die folgenden Sétze sind ein wenig schwieriger zu beweisen. Wir
schicken diesen einige Lemmata voraus.

(2.6) Lemma. Seien G eine topologische Gruppe und N ein ab-
geschlossener Normalteiler in Q. Ist dann r: G->bG eine Bohr-
kompaktifizierung von G, so ist ¢ (N)~ normal in bQ. Es gibt genau
einen Homomorphismus 7 derart, daf das Diagramm

6 ——L— i

GIN ——"—b G )"
kommutiert, wobei die senkrechten Pfeile die natiirlichen Homo-
morphismen symbolisieren. Ferner ist 7 eine Bohrkompaktifizierung
von G/N.

Beweis. Da r eine dichte Abbildung ist, ist #(N)~ ein Normal-
teiler in bG'. Die Existenz von # ist evident. Die universelle Eigen-
schaft von 7 ergibt sich unmittelbar aus der universellen Eigen-
schaft von r.

(2.7) Lemma. Sei G eine fopologische Gruppe und N ein abge-
schlossener Normalteiler in G. K sei eine kompakte Gruppe, und
f: G~>K sei ein dichter Homomorphismus. Dann ist f(N)~ normal
in K, und es gibt genau einen Homomorphismus f: G/N = K|f(N)-
derart, daf3 das Diagramm

.y

G/N "'—‘————f/(/f//v) -
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kommautiert. Sind fund die Einschrankung fx: N —f(N)-von f Bohsr-
kompaktifizierungen von N bzw. G/N, so ist f eine Bohrkompakti-
fizierung von G.

Bevor wir (2.7) beweisen, wollen wir eine in der Folge verwen-
dete spezielle Version davon in (2.8) formulieren.

(2.8) Lemma. Seien G eine topologische Gruppe, U eine abge-
schlossene Untergruppe von G und N ein abgeschlossener Normalteiler
von U. Ferner sei r: @—>bG eine Bohrkompalktifizierung von G; der
etngeschrinkte Homomorphismus ry: N—r(N)~ und der induzierte
Homomorphismus U[N ->¢(UY-[r (N~ seien Bohrkompaktifizierungen
von N bzw. U/N. Dann ist ry: U—»>r(U)~ eine Bohrkompaktifizierung
von U.

Beweis von (2.7). Die Normalteilereigenschaft von f(N)~ und
die Existenz von f sind klar. Der wesentliche und auch nicht ganz
so einfache Teil ist, daB f eine Bohrkompaktifizierung von @ ist.

Seidazur: G—>b@ eine Bohrkompaktifizierung von G. Wegen der
universellen Eigenschaft von r gibt es w: bG'>K mit wr=f. Da f
dicht ist, ist es auch w. Mithin ist w surjektiv. Es bleibt zu zeigen,
daB w auch injektiv ist. Wie man leicht nachweist, gilt f(N)-=
=w(r(N)~). Daher gibt es @ derart, dafl

w

bG > /I
b/ —E kM) ™ kommutiert.

Bezeichnet man mit #: G/N ->bGr (N)~ den Homomorphismus
aus (2.6), so kommutiert auch
KIFN) ™
£

\
bG/PN)”

Da nach Voraussetzung f eine Bohrkompaktifizierung von G/N
ist, gibt es v: K[f(N)~—=b G)r(N)~ mit vf = 7. Man weist dann sofort
nach, da w und » invers zueinander sind. Daraus folgt unmittel-
bar, dafl Kern w in r (N )~ liegt.

Aus f(N)~=w(r(N)") ergibt sich, da man eine Einschrinkung
wy: r(N)—>f(N)- von w definieren kann. Wie gehabt, seien

GV



Zwei Klassen lokalkompakter maximal fastperiodischer Gruppen 23

ry: N—>r(N)y und fy: N ->f(N)- die Einschrénkungen von ¢ und f.
Dann kommutiert

riv)”
v

N Wy
v

37/

Da fy eine Bohrkompaktifizierung von I ist, gibt es u: f(NV)~ -
>r(N)” mit ufy=ry. Aus vwyry=ufy=ry=1=1w rxy folgt
wwy =1y~ da ry dicht ist. Zusammen mit Kernw C r(N)~ er-
gibt sich nun, daBl Kern w trivial ist.

(2.9) Lemma. Sei G eine topologische Gruppe mit Bohrkompakti-
fizierung r: G—bG. Ist dann N ein abgeschlossenes Normalteiler in G
von endlichem Index, so gilt r~1(r (N)")=N, und die Einschrinkunyg
rn: N—=r(N) von r ist eine Bohrkompaktifizierung von N.

Beweis. Zundchst beweisen wir, dall ry eine Bohrkompalkti-
fizierung von N ist. Nach bekannten Sétzen (im wesentlichen der
Satz von Peter und Weyl, aus dem man sofort erhélt, dall man jede
kompakte Gruppe in ein Produkt unitirer Gruppen einbetten
kann) geniigt es dazu zu zeigen, dafl zu einem Homomorphismus ¢
von N in die unitére Gruppe U (n) ein Homomorphismus ¢ mit
@ry =@ existiert. Ist s der Index von N in G, so gibt es zu ¢ cinen
Homomorphismus ¢* von G in U(ns) derart, dal fir zeN die
Matrix ¢* (x) von der Form

wix) o

0 o)

ist, wobei g ein Homomorphismus von N in U (n (s—1)) ist (das ist
nichts anderes als die aus der Theorie der Darstellungen endlicher
Gruppen bekannte Konstruktion der induzierten Darstellung, vgl.
etwa [2], p. 79).
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Zu ¢* existiert nun ein Homomorphismus % von b G in U (ns)
mit ¢r=g¢*. Aus Stetigkeitsgriinden ist fir xer(N)- die Matrix
$(x) von der Form

Pl 0

po9=
0 é6d)

wobei ¢ und ¢ Homomorphismen von #(N)- in U(n) bzw.
U (n(s—1)) sind. Offenbar ist dann gry=g.

Nun weisen wir die Gleichung N =r~1(r(N)~) nach. Auf Grund
von (2.6) ist der induzierte Homomorphismus # in

G’_—'—L—'—-—Pbé’

N e /1)~

eine Bohrkompaktifizierung von G/N. Da G/N endlich ist, ist 7 ein
Isomorphismus, und mithin gilt die behauptete Gleichheit.

Mit Hilfe von (2.6) und den in (2.1) und (2.3) angegebenen
Kriterien kann man zeigen, dafl die Klassen 2 und ® abgeschlossen
beziiglich der Bildung von Quotienten sind.

(2.10) Satz. Ist G in A und ist N ein abgeschlossener Normal-
tetler in G, so liegt auch G/N in 2.

Beweis. Sei r: G—>bG eine Bohrkompaktifizierung von G;
p: G—>GIN und q:bG-bG)r(N) seien die natiirlichen Homo-
morphismen. Der induzierte Homomorphismus #

G C -5

/| b

N —L e b h) -

ist dann nach (2.6) eine Bohrkompaktifizierung von G/N. Wegen
Kriterium (2) aus (2.1) gentigt es zu zeigen, dafi fur eine abgeschlos-
sene Untergruppe H von G/N die Gleichung H =#-1(f(H)~) gilt.
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Da p-1(H) in G abgeschlossen ist, gilt nach Voraussetzung
p1(H)=r"1(r(p~2(H))"). Die Inklusion H C#1(#(H)") gilt stets.

Sei nun zef-1(#(H)"). Dann gibt es ye G mit p(y)==x, und es
gilt qr(y)=~rpy)=~¢(x)ef(H)-=q(r(p~t(H))). Daraus folgt
r(y)er(p~L(H))Kerng=r(p~-L(H)) -r(N)=r(p~H(H)), also
yer-1(r(p~t(H)") und folglich yep~1(H) bzw. p(y) =xcH.

(2.11) Satz. Ist G in ® und N ein abgeschlossener Normalteiler
m G, so liegt auch GIN in D.

Beweis. r,#,p,q mogen dieselbe Bedeutung wie im Beweis des
vorigen Satzes haben. Sei H eine abgeschlossene Untergruppe von
G/N. Wegen Kriterium (1) aus (2.3) geniigt es zu zeigen, dafl die
Einschrinkung #y: H->#(H)~ eine Bohrkompaktifizierung von H
ist. Mit pg:p~Y(H)~>H, qu:r(pY(H))y—>q@r(p 2 (H)))=FH)"
und rg: p~t(H)>r(p~1(H))~ seien die Einschrinkungen von p,q
bzw. r bezeichnet; 7y ist nach Voraussetzung eine Bohrkompakti-
fizierung von p~1(H). Sei nun ¢ ein Homomorphismus von H in
die kompakte Gruppe K. Wir habenzu zeigen, daf} es eindeutig
(Eindeutigkeit ist natiirlich trivial, da #g dicht ist) ¢ mit gfg=¢
gibt.

o LIS
Py
N 7y

Da rg eine Bohrkompaktifizierung von p~—!(H) ist, gibt es » mit
yru=q@pg. Man iiberlegt sich dann leicht, daB ¢ iiber ¢g faktori-
siert (d. h. dall es ¢ mit ggm =1y gibt) und daB ¢ die geforderte
Eigenschaft besitzt.

Im néchsten Satz wird bewiesen, daf3 die Klassen U und ®
abgeschlossen gegen endliche Erweiterungen sind.

(2.12) Satz. G set eine lokalkompakte Gruppe, N sei eine ab-
geschlossene Untergruppe wn G von endlichem Index. Dann liegt G
genaw dann in A (D), wenn N in U (D) liegt.

Beweis. Die eine Richtung ist jeweils trivial, denn liegt @ in
A (D), so liegt auch N als abgeschlossene Untergruppe in U (D)
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nach (2.5). @ operiert auf dem Raum der Linksnebenklagsen G/N,
man hat also einen Homomorphismus von G in die Gruppe der
bijektiven Abbildungen von G/N auf sich. Der Kern dieses Homo-

morphismus ist gerade gleich M = [} gNg-! und von endlichem
ge@d

Index in G. Ist dann N in Y (D), so liegt auch M in A (D). Wir
konnen also O. B. d. A. annehmen, daBl N normal in & ist. Seien
ferner r: G->b@ eine Bohrkompaktifizierung von G und H eine
abgeschlossene Untergruppe von @. Auf Grund von (2.1) und (2.3)
geniigt es zu zeigen:

(1) Ist N in 2, so gilt r1(r(H)")=H

(2) Ist N in ®, so ist die Einschrinkung rgy: H—>r(H)~ von r
eine Bohrkompaktifizierung von H.

Zu (1): Aus (2.9) und der Voraussetzung iiber N folgt leicht
rir(HAN))=rz*(ry(HNN))=HnNN.

Nun ist NN von endlichem Index in H, es gibt folglich

8

hi,....hseH mit H= ) hi(HNN). Dann ist

i=1
s g

=1 (H))=r1(({Jrt)rHAN))=r1({Jrh)rHNAN))=

=1 i=1

= Ohi(r‘l(r(HnN)—))z Oh“HnN):H.
i=1 i=1

Zu (2): Aus (2.9) und der Voraussetzung iiber & folgt, dafl die
Einschrinkung HNN —»r(HNN)~ eine Bohrkompaktifizierung von
Hn N ist. Nach (2.8) geniigt es dann aber zu zeigen, dall der indu-
zierte Homomorphismus s in

H e pi)-
HIHAN ——eoeeetm (W) T (HAN) -

eine Bohrkompaktifizierung von H/HNN ist.
Dazu betrachten wir den induzierten Homomorphismus # in dem
Diagramm

G e b6

»

GIN ——L e HG/N)
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Da G/N endlich und # nach (2.6) eine Bohrkompaktifizierung von
G/N ist, ist 7 sogar ein Isomorphismus und stellt einen Isomorphis-
mus ¢ von HN/N auf #(HN/N)=¢(HN) /r(N)~ her. Dann ist
offenbar das Diagramm

HIHAN ——Z—m (1) 7 AN
P g
HNN ¢ > (NN~

kommutativ, wobei p und ¢ von den Einbettungen H—>HN bzw.
r(H)~->r(HN)~ herriihren.

Nun ist s surjektiv, weil s dicht und H/H N N endlich ist. Ferner
sind p und # Isomorphismen, insbesondere injektiv; dann muB aber
auch s injektiv sein. Folglich ist s eine Bohrkompaktifizierung der
endlichen Gruppe H/H NN, was zu zeigen war.

In den néchsten beiden Sétzen wollen wir hinreichende Kriterien
dafiir angeben, dafB} eine Gruppe in ® bzw. in AN D liegt. Insbeson-
dere ergibt sich dann aus diesen Kriterien, da8 jede [TAK]-Gruppe
in AN D liegt.

(2.13) Satz. Sei G eine [MAP]-Gruppe. K sei ein kompakter
Normalteiler in G, und G/K liege in ®©. Dann liegt auch G in D.

Beweis. Wir verwenden Kriterium (1) von (2.3). Seien 7: G—>b@
eine Bohrkompaktifizierung von & und H eine abgeschlossene
Untergruppe von G. Wir haben zu zeigen, dafl die Einschrinkung
rg: H—>r(H)~ eine Bohrkompaktifizierung von H ist.

Setze N:==HN K. N ist dann ein kompakter Normalteiler in H;
insbesondere gilt r(V)~=r(N), und die eingeschrinkte Abbildung
rv: N—>r(N) ist ein Isomorphismus (& ist eine [MAP]-Gruppe, r
also injektiv); daher ist ry eine Bohrkompaktifizierung von N.
Nach (2.8) sind wir fertig, wenn wir bewiesen haben, daB der
induzierte Homomorphismus

t: HIN - (H)-Jr (V)

eine Bohrkompaktifizierung von H/N ist.
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Seien mit p: G—>G/K und q:bG—-bG[r(K) die natiirlichen
Homomorphismen und mit #: G/K —bGr (K) der induzierte Homo-
morphismus bezeichnet. Dann ist das Diagramm

G ——t g

plﬂ lq

K ——L > brK)

kommutativ, und # ist eine Bohrkompaktifizierung von G/K (vgl.
(2.6)). Da K kompakt ist, ist p eine abgeschlossene Abbildung.
Insbesondere ist p(H) abgeschlossen in G/K, und nach Voraus-
setzung iiber G/K ist dann die Einschrinkung s: p(H)->#(p(H))"
von # eine Bohrkompaktifizierung von p(H). Ferner ist das Dia-
gramm

HN e TN
B g
plH) 2 > AprH))”

kommutativ, wobei $ und § durch Einschrinkung von p bzw. ¢
und Ausfaktorisieren von' N bzw. r(N) entstehen. Offenbar ist ¢
stetig und ein Isomorphismus der zugrundeliegenden diskreten
Gruppen. Da nun p: G- G/K abgeschlossen ist, ist auch die Ein-
schrankung H ->p(H) und letztlich §: H/N ->p(H) abgeschlossen;
mithin ist § offen und daher ein Isomorphismus topologischer
Gruppen. Aus der Tatsache, daB s:p(H)—>#(p(H))~ eine Bohr-
kompaktifizierung von p(H) ist, folgt damit, daf sP: H/N-
~f(p(H))~ eine Bohrkompaktifizierung von H/N ist. Wenn man
dann noch verwendet, daB ¢ eine dichte Abbildung ist, ergibt sich
unmittelbar, daB § ein Isomorphismus und daB ¢ eine Bohrkompakti-
fizierung von H|N ist, was zu beweisen war.

(2.14) Satz. Sei G eine [MAPI-Gruppe. K sei ein kompakter
Normalteiler in @, und G[K liege in AND. Dann liegt auch G in
AND.

Beweis. Auf Grund des vorigen Satzes geniigh es zu zeigen, daf3
G in QU liegt. Wir verwenden wiederum Kriterium (2) aus (2.1).
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Seien also r: G->bG eine Bohrkompaktifizierung von &, H eine
abgeschlossene Untergruppe von @ und H:=r-1(r(H)"). Wir
haben die Inklusion A ¢ H nachzuweisen. Mit s: H —r ()= (H)~
sei die Einschrankung von » bezeichnet. Da ¢ in ® liegt, ist s eine
Bohrkompaktifizierung von H. Ferner sei K:=KnH; K ist ein
kompakter Normalteiler in H. Wie im Beweis des vorigen Satzes
(@ G/K ist wieder eine abgeschlossene Abbildung) vergewissert
man sich, daB H/K topologisch isomorph zu einer abgeschlossenen
Untergruppe von G/K ist, also liegt A, /R in YN D. Bs gibt § derart,
daf das Diagramm

A — r(H) "~
YR )R

kommutiert, wobei p und ¢ die natiirlichen Homomorphismen
bezeichnen. p(H) ist eine abgeschlossene Untergruppe von H/K.
Da A/K in AND liegt und § eine Bohrkompaktifizierung von H/K
ist, gilt §-1(($p (H))") =p (H).

Nun ist aber §-1 (GpH))=H /{2 , und man erhilt & = H K. Da,
Hn K normal in H ist, ist #(H N K) normal in #(H), r(H N K)-=
=7(H N K) normal in r(H)=r(H) und mithin H N K normal in
A (r ist injektiv!). Mit a: B> A/KNH und b: H—~H/H N K seien
die natiirlichen Homomorphismen bezeichnet. Die Einbettung j
von H in H induziert einen Homomorphismus ¢ derart, daB das
Diagramm

AR /R

kommutiert.

Wegen H=HK ist i ein Isomorphismus diskreter Gruppen,
wegen der Kompaktheit von K ist 7 auch abgeschlossen und daher
ein Tsomorphismus topologischer Gruppen. Da H in ® liegt, ist
auch A/HN K in ®, insbesondere ist H/H N R eine [MAP]-Gruppe.
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‘Wihle nun einen injektiven Homomorphismus ¢ von A/HAK
in die kompakte Gruppe L. Dann sei y:=gaj, v faktorisiert iiber
b, das heilit es gibt ¢ mit $b=1.

‘/ 3H;__ s/ /L’/‘

NS

/7’//‘//\ K

39
i

Offensichtlich gilt dann y=¢aj=19i"1pj.

Die Homomorphismen ga und ¢i-1p von H in L lassen sich
auf die Bohrkompaktifizierung r(EH)~ von H fortsetzen. Die Fort-
setzungen stimmen aber iiberein, da sie auf der dichten Unter-
gruppe r(H) iibereinstimmen, also-sind ga und ¢¢-1p gleich
(s: B —r(H)~ ist injektiv!). Insbesondere ist Kernga =Kern$i-1p,
man erhilt HNEK=Kemga=Kernpi1pd>Kemnp=K und
schlieBlich H = A, wenn man noch # = HEK beriicksichtigt.

§ 3. [MOORE]-Gruppen und die Klassen 9 und ©

Aus (2.14) folgt nun leicht:

(38.1) Satz. Jede [TAK]-Gruppe liegt in AND.

Beweis. Sei G eine [TAK]-Gruppe. Die topologische Kom-
mutatorgruppe @ ist ein kompakter Normalteiler in @, und G/G
liegt als lokalkompakte abelsche Gruppe in AN D. Da G ferner nach
Voraussetzung eine [MAP]-Gruppe ist, liegt G nach (2.14) in AN D.

(3.2) Bemerkung. Nach Theorem 3.1 von [6] und Korollar 1
zu Theorem 4.4 von [5] ist jede [Z]-Gruppe eine [TAK]-Gruppe und
liegt mithin in AND. Insbesondere gibt es daher zu jeder ab-
geschlossenen zentralen Untergruppe H einer [Z]-Gruppe G und
zu jedem Charakter ¢ von H (den man als eindimensionale Dar-
stellung von H auffasse) eine endlichdimensionale irreduzible Dar-
stellung ¢ von @ in V mit g (2) =¢(x) 1y fir alle xeH. Dies ist die
Aussage von Theorem 5.5 in [6], welche sich hier als Spezialfall
eines allgemeineren Satzes erweist.
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(3.3) Bemerkung. Ferner folgt aus (3.1), dall Quotienten von
[TAK]-Gruppen ebenfalls in [TAK] liegen; denn Gruppen in
(oder ®) sind [MAP]-Gruppen.

Als néchstes wollen wir einen einfachen Beweis des Robertson-
schen Satzes iiber die Struktur von [MOORE]-Gruppen geben
(vgl. [16] oder [9]; p. 233), aus dem dann folgt, dal jede [MOORE}-
Gruppe in AN D liegt.

(3.4) Satz. Eine lokalkompakte Gruppe G ist dann und nur dann
eine [MOORE]-Gruppe, wenn G eine abgeschlossene, in [TAK]
gelegene, (normale) Untergruppe von endlichem Index enthdlt.

(3.5) Korollar. Jede [MOORE]-Gruppe liegt in AN D.
Das Korollar folgt unmittelbar aus dem Satz, aus (3.1) und
aus (2.12).

Beweis von (3.4). Da es sich um den Beweis eines bekannten
Satzes handelt, sei vorab eine Ubersicht iiber die Sitze gegeben,
die wir im Beweis verwenden wollen. Kinen grofien Teil dieser
Sitze werden wir auch an anderer Stelle benutzen, der betreffende
Satz wird dort mit (X) aus (3.4) zitiert, X =4 —G.

(4): Eine zusammenhéngende [MAP]-Gruppe ist isomorph zu
einem direkten Produkt aus einer kompakten Gruppe und einem
R7 (vgl. etwa p. 195 in [7] oder p. 145 in [8]).

(B): Ist G eine [MAP]-Gruppe und G, isomorph zu einem R=,
so ist der Zentralisator von Gy in G von endlichem Index in G
(Theorem 4 in [18]).

(C): Ist G eine [MOORE]-Gruppe, so hat G kleine invariante
Umgebungen der 1, und es gibt daher einen kompakten Normal-
teiler K in @ so, da3 G/K eine Liegruppe ist (4.2 und 4.3 in [12]).

(D): Ist = eine irreduzible Darstellung einer Gruppe @ und p
eine endlichdimensionale Darstellung von @, so ist #®p eine end-
liche Summe irreduzibler Teildarstellungen (Korollar zu dem
Theorem in [14]).

(#): Ist = eine irreduzible Darstellung einer Gruppe @ und H
eine Untergruppe von endlichem Index, so ist die Restriktion von
s auf I eine endliche Summe irreduzibler Teildarstellungen (Pro-
position 2 in [14]).

(F): Ist @ eine diskrete Gruppe in [MOORE], so ist & vom
Typ I (Theorem 7 in [10]) und enthilt daher einen abelschen
Normalteiler von endlichem Index (Satz 4 in [17]).
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(G): Ist G eine [MOORE]-Gruppe und H eine offene Unter-
gruppe von endlichem Index in @, so ist auch H eine [MOORE]-
Gruppe (folgt sofort aus dem Reziprozitits-Satz von FROBENIUS,
vgl. auch 2.1 in [12}).

Sei nun G eine [MOORE]-Gruppe. Nach (C) gibt es einen
kompakten Normalteiler B in G so, dall G/R eine Liegruppe ist.
G/R ist eine [MOORE]-Gruppe, daher ist (G/R), eine [MAP]-
Gruppe, und es gibt wegen (4) einen kompakten zusammen-
héingenden Normalteiler S in G/R derart, da8 [(G/R)/S}p isomorph
zu einem R7 ist. Zusammen folgt: Es gibt einen kompakten Normal-
teiler K in G derart, dall L:= G/K eine Liegruppe und L, isomorph
zu einem R ist. Nach (#) und (B) gibt es einen offenen Normal-
teiler M von endlichem Index in L derart, dafl M/Ly abelsch und
Lo zentral in M ist. Ferner ist M nach (@) eine [MOORE}-Gruppe.
Der erste Teil von (3.4) ist bewiesen, wenn wir gezeigt haben, daf3
M abelsch ist. Wir nehmen an, dafl die Kommutatorgruppe M’
nicht trivial ist. M’ ist in M= Lo~ R? enthalten und mithin eine
unendliche Gruppe. Es gibt dann eine abgeschlossene Untergruppe
U von M, derart, dafl Mo/U isomorph zur Gruppe T’ der komplexen
Zahlen vom Betrage 1 ist und daf M’ U/U dicht in Mo/U ist (fiir
U wihlt man etwa den Kern eines Charakters y von My mit
(MY =T). Sei dann F:=M|U (U ist zentral in M). Offenbar
ist F’ zentral in F und isomorph zu 7'. Ferner ist F eine [MOORE]-
und daher insbesondere eine [MAP]-Gruppe. Nun gilt aber:

(3.6) Lemma. Sei g eine wrreduzible Darstellung der lokal-
kompakten Gruppe G in dem endlichdimensionalen Hilbertraum V.
Ist H eine Untergruppe von @' N ZG und n die Dimension von V,
80 w8t o (x7) = 1y fiir alle xcH.

Beweis von (3.6). Da H im Zentrum von @ liegt und g irredu-
zibel ist, gibt es einen Charakter y von H mit o(x)=y(x)1y fir
alle zeH. Da H in G liegt, ist o(H) in der speziellen unitéren
Gruppe von ¥V enthalten. Zusammen folgt die Behauptung.

Aus (3.6) folgt, dall die Restriktion einer irreduziblen endlich-
dimensionalen Darstellung o von F auf F trivial ist, d. h. daB F’
in Kern ¢ liegt; im Widerspruch zur Tatsache, daBl ¥ eine [MAP]-
Gruppe ist. Daher ist M’ trivial, und eine Richtung von (3.4) ist
bewiesen.

Fiir die Umkehrung geniigt es wegen (X) zu zeigen, dafl jede
[TAK]-Gruppe eine [MOORE]-Gruppe ist. Sei also n eine irredu-
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zible Darstellung der [TAK]-Gruppe ¢ in dem Hilbertraum $.
Da & kompakt ist, enthélt die Restriktion =|g- eine endlich-
dimensionale irreduzible Teildarstellung z;. Nach (3.1) gibt es eine
endlichdimensionale irreduzible Darstellung ¢ von G in V derart,
dafl die duale Darstellung nf von m; in g|g- enthalten ist. Da
7@ die triviale Darstellung (von @) enthilt, ist der Raum

H0:=1heHQRV (@ @Re @) W)=k (Vged)}

von Null verschieden. g ist ein abgeschlossener, unter (w®o)(G)
invarianter Teilraum von $®@ V. Wegen (D) ist die Einschrankung
7 von @ o auf Ho eine endliche Summe irreduzibler Teildarstellun-
gen. Da aber 7 iilber @— G/G' faktorisiert und irreduzible Dar-
stellungen von /G’ eindimensional sind, ist $o ein endlichdimen-
sionaler Teilraum. Dem Projektor P von H® V auf $y entspricht
ein von Null verschiedenes Element JPeHomg(m,7® o0& 0*) (vgl.
[14]) mit endlichdimensionalem Bild. Da x irreduzibel ist, ist JP
injektiv und mithin $ endlichdimensional, q. e. d.

Nach Theorem 2 aus [12] enthélt jede Liegruppe in [MOORE]
eine offene, in [Z] gelegene Untergruppe von endlichem Index.
Der nédchste Satz gibt eine etwas genauere Beschreibung der
Struktur dieser Gruppen. Ferner kann dieser Satz als Verall-
gemeinerung des Struktursatzes fiir kompakte zusammenhéingende
Liegruppen angesehen werden, der beim Beweis auch eine Schliissel-
rolle einnimmt.

(3.7) Satz. Set G eine Liegruppe in [MOORE]. Es gibt dann einen
offenen Normalteiler H von endlichem Index in G mit H = H'Z H, und
H' ist eine kompakte halbeinfache zusammenhingende Liegruppe
(insbesondere ist H' n Z H endlich ).

Beweis. Sei N ein offener Normalteiler von endlichem Index in G
derart, daB N'kompakt ist (( 3.4)). V' hat als kompakte Liegruppe eine
treue endlichdimensionale Darstellung 0. Da G'in ® liegt, gibt es eine
endlichdimensionale Darstellung = von @ derart, daf} ¢ in der Restrik-
tion von 7 auf N’ enthalten ist, insbesondere ist 7|5 injektiv (vgl.
auch Korollar 3 zu Theorem 5.1 in [6]). Wir fassen nun v auf als steti-
gen Homomorphismus von G in die kompakte Liegruppe (@)~ =K.
Sei L die Zusammenhangskomponente des Einselementes in K.
Dann ist H:==Nn7"1(L) ein offener Normalteiler von endlichem
Index in @, und die Restriktion und Corestriktion ¢ von 7 auf H
bzw. L ist ein stetiger dichter Homomorphismus von H in L, der

Monatshefte fiir Mathematik, Bd. 81/1 3
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auf H' C N’ treu ist. Wegen der Kompaktheit von A’ ist o (H') =
=@ (H’). Da ¢ dicht ist, ist ¢ (H’) normal in L und L/p(H’) abelsch.

Also ist I in ¢(H') enthalten. Da L’ abgeschlossen ist, gilt auch

die andere Inklusion und mithin L' =@ (H’)=g¢(H’). Nach dem
Struktursatz fir kompakte zusammenhdngende Liegruppen (vgl.
[8], Chap. X1II, Theorem 1.3., p. 144) ist L’ eine kompakte zu-
sammenhédngende halbeinfache Liegruppe (und mithin auch die zu
L’ isomorphe Gruppe H' — womit der zweite Teil des Satzes be-
wiesen ist), und es gilt L=1L'Z L. Wir sind daher fertig, wenn wir
zeigen konnen, dafl ¢g~1(Z L) in Z H liegt. Ist nun xep-1(Z L), y ein
beliebiges Element in H und [z,y] der Kommutator von z und y,
so gilt g ([#,y]) =@ (), (y)] =e (da @ (x)c Z L) und mithin [z,y]=e
(da @ |7 injektiv ist).

Nach (5.1) von [4] besitzt jede kompakt erzeugte Liegruppe in
[Z] eine treue endlichdimensionale Darstellung. Wir wollen hier
einen einfachen Beweis fiir den (unbedeutend allgemeineren) Fall
geben, dafl die Gruppe eine [MOORE]-Gruppe ist.

(3.8) Safz. Sei G eine kompakt erzeugte Liegruppe in [MOORE].
Dann hat G eine treue endlichdimensionale Darstellung.

Beweis. G enthilt nach (3.4) einen offenen Normalteiler A von
endlichem Index, welcher eine [TAK])-Gruppe ist. Offensichtlich
geniigt es zu zeigen, dal H eine treue endlichdimensionale Dar-
stellung besitzt. Mit G ist auch H kompakt erzeugt; denn ist

8

G=|) Hg; (mit g1=e¢) und wird G von K erzeugt, so iiberlegt

=1 8

man sich leicht, da H von |) Hng;Kg;! erzeugt wird. Ferner
4i=1

besitzt H eine endliehdimensi]onale Darstellung o, deren Restrik-
tion auf H' treu ist (vgl. Beweis zu (3.7)). Mit H ist auch H/H'
eine kompakt erzeugte Liegruppe. Die Struktur der lokalkompak-
ten abelschen, kompakt erzeugten (Lie-)Gruppen ist wohlbekannt
(vgl. etwa Satz 51 in [15]). Insbesondere gibt es eine endlich-
dimensionale Darstellung v von H mit Kernt = H’. Dann ist aber
o @7 eine treue endlichdimensionale Darstellung von H.

Um zu zeigen, daf} jede lokalkompakte auflosbare Gruppe in ®
eine [MOORE]-Gruppe ist, bendtigen wir den folgenden Satz:

(3.9) Satz. Sei G eine lokalkompakie Gruppe, N ein abgeschlosse-
ner abelscher Normalteiler in G. G operiert auf der Charaktergruppe
N von N durch (g-3)(x)=y(g~1xg) fir ge G, zeN und yeN. Fir
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jeden Charakter ye N sei die Bahn Gy endlich. Sei n eine Faktor-
darstellung von G in dem Hilbertraum $. Dann gibt es einen Charak-
ter ye N derart, daf $ die (orthogonale) Summe der abgeschlossenen
Unterraume $q,:={he$|n(x)h=n(x)h fir alle xcN}, neQy, ist.

(8.10) Bemerkung. Sind $ und G separabel, so ergibt sich (3.9)
leicht aus der Mackeyschen Theorie (vgl. [1] oder [11]); denn &
ist dann ein Standard-Borel-Raum und /@ ist abzdhlbar separiert,
woraus folgt, daBl der zu der Restriktion von = auf N gehorige
Quasi-Orbit transitiv ist.

Bewets von (3.9). Im Beweis werden wir einige elementare
Séatze aus der (Darstellungs-)Theorie der C'*-Algebren verwenden.
Diese findet man etwa in [38]. Es sei A=a|xy. Zu 1 korrespondiert
eine nicht ausgeartete *-Darstellung 1’ der C*-Algebra C*(N) von
N in $. Mit B sei das Bild von 4’ im Raum B ($) der beschrinkten
Operatoren auf $ bezeichnet. B ist eine (kommutative) C*-Algebra,
A’ induziert einen surjektiven Morphismus o von C*(¥) auf B.
Mit dx sei das Haarsche MaBl auf IV bezeichnet. Es gelte d(gzg-1) =
=A(g)dz fir ge@, d.h. fir feCr(N), dem Raum der stetigen
Funktionen auf N mit kompaktem Tréger, gilt

[Flgtag)de=[fx)d(g)dx.
N N

4 ist eine Abbildung von ¢ in die multiplikative Gruppe der posi-
tiven reellen Zahlen mit 4(gi192) = 4(g1) 4 (g2) fiir g1,92€ G. G ope-
riert auf Oy (N) durch (g-f)(x) =4 (g)~1f (g~ 1xg). Man iiberlegt sich
leicht, da3 ¢ die 1-Norm erhilt, da @ linear operiert und mit der
Faltung und der Involution vertrdglich ist. G operiert mithin auch
durch *-Automorphismen auf C*(N). Ferner gilt A'(g-f)=
=n(g)A (f)=(g9)* fir alle ge @ und alle feC*(N). Man braucht
diese Gleichung nur fiir fe 0y (N) nachzuweisen :

F@)= () @)@ de=
N
= [A(g) f (g rlag)n (@) de = [A(g) f @) m(geg ) dgzg ) =
N N
= [f@)n@) =@ n(g)*dr ==z (g) [f(z)n(x)den(g)* =
N N

=a (@) (f)=(g)*.

Insbesondere gilt n(g)Bn{g)* = B fiir alle g @; G operiert da-
mit durch *-Automorphismen auch auf B, und g ist G-iquivariant.

g
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G operiert dann auch durch Homéomorphismen auf den Spektren
C*(N)* bzw. B der kommutativen C*-Algebren C*(N) bzw. B
(durch (g-3) (f)=x(g~1-f) fir einen Charakter y von C*(N), ent-
sprechend fiir B). Man verifiziert leicht, daff die durch ¢ induzierte
injektive Abbildung ¢ von B in C*(N)* G-dquivariant ist. Ferner
ist C*(N)* kanonisch homdomorph zu N, und der kanonische
Homoomorphismus ist G-dquivariant (beziiglich der in (3.9) an-
gegebenen Operation von G auf N). Insbesondere sind alle G-
Bahnen in B endlich. Wir verwenden nun das folgende Lemma,
welches wir im Anschlufi an den Beweis von (3.12) beweisen werden.

(3.11) Lemma. Sei X ein nicht-leerer lokalkompakier Hausdorff-
Raum. Bine (diskrete) Gruppe G operiere durch Hombomorphismen
auf X. Fir jedes xeX sei die Bahn Gx endlich. Dann gibt es ent-
weder etn xoe X mit Quo= X, oder es gibt eine nicht-konstante stetige
Funkltion f mit kompaktem Triger von X in das Hinheitsintervall
[0,1] mit f(g-1x) =f(x) fir alle xeX und alle geG.

Wir wenden (3.11) an auf X = B. Nehmen wir zunichst an, daB
der 2. Fall eintritt, d. h. daB es eine nicht-konstante, G-invariante
stetige Funktion f auf B mit kompaktem Triger gibt. Die Gelfand-
Transformation § von B auf die C*-Algebra Cy(B) der im Unend-
lichen verschwindenden, komplex-wertigen stetigen Funktionen auf B
ist ein G-dquivarianter *-Isomorphismus (wobei @ auf Cy(B) durch
(g-f)(x)=f(g~1y) wirkt). Es gibt folglich einen Operator 7' B mit
a(g) Tw(g)* =T fir alle ge @, und J(T) =f ist eine nicht-konstante
Funktion in Co(B). T liegt also in der Kommutante z(G)’ von
m(@). Andererseits liegt 7' in B, also in #(N)” und erst recht in
7 (&)". Da n eine Faktordarstellung ist, ist dann 7' ein Vielfaches
der Identitdt auf $, im Widerspruch zu der Tatsache, dall J(7')
eine nicht-konstante Funktion ist.

In unserer speziellen Situation tritt also der 1. Fall von (3.11)
ein. Der Rest des Beweises (bis auf den noch ausstehenden Beweis
von (3.11)) ergibt sich offensichtlich aus:

(3.12) Lemma. Sei A eine kommutative C*-Algebra, T eine nicht-
ausgeartete *-Darstellung von A in dem Hilbertraum $. v induziert
einen surjektiven *-Morphismus ¢ von A auf die C*-Algebra
B: =1(4). g induziert eine injektive Abbildung § von dem Spektrum
B von B in das Spektrum A von A. Es sei o(B)={y1,...,qn} mit
viFy; fur 15, Dann ist $ die orthogonale Summe der $i:=
= weH|7(a) (@) = (@)= (Vac )},
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Beweis von (3.12). Es sei B={n1,...,na} mit d(pi)=nio=1y
fiir 1<ig<n. Aus der Gelfand-Darstellung von B folgt, dal es
Projektoren p1,...,py in B gibt mit

(i) pip;= 0ispi fir 1<i,j<n

@) b=3, n®)pe (V<)

n
(iii) ) pi=1, (da 7 nicht-ausgeartet ist).
i=1

Man verifiziert, daB $; = p:$ ist, womit (3.12) bewiesen ist.

Beweis von (3.11). Fiir eine endliche Menge E sei |F| die An-
zahl der Elemente in K. Fiir jede natiirliche Zahl » sei dann
Xn:={&eX||Gx|<n}. Nun gilt:

(@) Ist xeX, | Gx|=m, etwa Gr={g12,...,gn}, so gibt es eine
offene Umgebung U von z in X derart, dal die Elemente g1, ...,gn%
fiir alle we U paarweise verschieden sind.

m

Man wihle nimlich etwa U= |J {yeX|giy#g;y}. Aus (a)
Gi=1

it g
folgt, dafl das Komplement von X, offen ist; die Mengen X, sind
mithin abgeschlossen in X. Ferner ist X nach Voraussetzung gleich
der Vereinigung der X,. Da X lokalkompakt ist, gibt es eine
natiirliche Zahl m derart, da das Innere X,, von X,, nicht leer ist.

Es sei s:= max | Gz|. Wihle nun ein fiir den Rest des Beweises
[+]
reEXm

festes xoeXm mit | Gap|=s, etwa Gxo={gix0,...,9s20}. Mit (a)
ergibt sich nun:

(b) Es gibt eine offene Umgebung U von ap in X mit | Gu|=s
und Gu={g1u,...,¢gsu} fir alle ucU.

Es sei v: X >X/@ die natiirliche Abbildung auf den Bahnen-
raum, X/G trage die Quotiententopologie. Ferner sei eine offene
Umgebung U von zp geméB (b) gewihlt.

1. Fall: U C Guo (d. h. v(U) besteht aus einem Punkt). Dann
ist Gz offen und abgeschlossen in X. Definiere f: X [0, 1] durch
flez,=1 und fx\ ¢z,= 0. f ist eine stetige, G-invariante Funktion
mit kompaktem Triger. Entweder ist X = Qo oder f ist nicht
konstant, und wir sind fertig.

2. Fall: v(U) besteht aus mindestens 2 Punkten.



38 D. POGUNTKE

Wir zeigen zundchst: »(U) ist offen in X/G. Der Unterraum
»(U) von X/@ ist ein lokalkompakter Hausdorff-Raum. Ist ue U
mit Guz~ Gy, so gibt es K Cv(U) mitb

(i) K ist kompalkt.

(ii) K ist abgeschlossen in X/G.
(iii) »(xo) liegt im Innern K von K.
(iv) v(u)¢ K.

(v) »-1(X) ist kompakt in X.

Beweis. v(U) ist offen, da »~1(»(U)) = QU offen in X. Seien nun
x,yeU mit Gz Qy. Es gibt dann offene Mengen ¥/ und W’ in
X mit xeV' CU,yeW CcU und ¢; V' ng; W =6 fir ¢,j=1,...,s.
Wihle sodann relativ kompakte, offene Mengen V und W mit
zeVcVCV und yeWCcWCW. Dann ist »(V)n»(W)=20.
Damit ist gezeigt, dafl »(U) ein Hausdorff-Raum ist. Ferner ist
»(V) eine kompakte Umgebung von »(x) in »(U); »(U) ist daher
lokalkompakt. Ist weU mit Gus~ Gy wie in der Behauptung vor-
gelegt, so fithre man die obige Wahl von Umgebungen fiir x ==,
und y =% durch. Setze dann K: =y (V). Offensichtlich sind (i), (iii)

und (iv) erfillt. Ferner ist v (K) =»1(»(V))= GV = | ) ¢: V (nach
(b)), also ist »~1(K) kompakt; (ii) folgt aus (v). i=1

Wihle nun ein ueU mit Gu+# Gxy und ein zugehdriges K mit
(i)—(v). Auf dem lokalkompakten Raum »(U) gibt es eine stetige
Funktion ¢:»(U)—[0,1] mit ¢(»(x))=1 und ¢(»(U)\ K)=1{0}.
Setze ¢ fort zu ¢: X/G—[0,1] durch ¢|v(U)=¢ und &|x/e~p @ =0.
Da »(U) offen und K abgeschlossen in X/@ ist, ist & stetig. f: =g
ist eine stetige, nicht-konstante Funktion auf X, deren Triger in
der kompakten Menge »—1(K) liegt. Damit ist (3.11) bewiesen.

(3.13) Satz. Eine lokalkompakte auflosbare Gruppe G liegt genau
dann in D, wenn G eine [MOORE]-Gruppe ist.

Beweis. Nach (3.5) Iiégt jede [MOORE]-Gruppe in ®. Die
Umkehrung wird durch Induktion iiber die Stufe von & bewiesen.
Ist & abelsch, so ist jede irreduzible Darstellung von ¢ eindimen-
sional und @ mithin eine [MOORE]-Gruppe. Ist G auflosbar von
der Stufe n >1, so enthilt G einen abgeschlossenen abelschen
Normalteiler N derart, daB G/N von der Stufe n—1 ist. Nach
(2.11) liegt auch G/N in © und ist mithin nach Induktionsvoraus-
setzung eine [MOORE]-Gruppe. Wir wollen (3.9) auf das Paar
(N, &) anwenden. Zunéchst ist nachzupriifen, daf fiir jeden Cha-
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rakter ye ¥ die Bahn Gy endlich ist. Ist g eine endlichdimensionale
Darstellung von G'in V,sosei Vi ={veV]|o@)v=n(z)v (VxeN)}
fiir e N. V, ist nur fiir endlich viele e N von Null verschieden.
Da @ in ® liegt, gibt es zu einem vorgelegten ye N eine endlich-
dimensionale (irreduzible) Darstellung ¢ von G in ¥V mit V,=£0.
Ist dann ge G, so rechnet man leicht nach, daBl V,, =¢(g)V,~0
ist. Daher ist 'y endlich. Sei nun 7 eine irrednzible Darstellung
von G in $. Wir haben zu zeigen, daBl $ endlichdimensional ist.
Nach (3.9) gibt es einen Charakter neN derart, daB $,:=
={heH|n@)h=n(x)h(Y2cN)} von Null verschieden ist. Da G in
® liegt, gibt es eine endlichdimensionale (irreduzible) Darstellung
¢ von G in V mit V0. Nun betrachte man die Darstellung
a®pe in HRV. Auf H,QV5z#0 wirkt N trivial, also ist $o:=
={heHRV|aRe)(x)h=»hr (VzeN)} von Null verschieden. $g ist
ein abgeschlossener, unter (7® ) (@) invarianter Unterraum. Wegen
(D) aus (3.4) ist die Restriktion 7 von n®p auf $Hy eine endliche
Summe irreduzibler Teildarstellungen von G bzw. von G/N. Da
G/N eine [MOORE]-Gruppe ist, ist $H endlichdimensional. Wie im
Beweis von (3.4) schlieBt man nun, daf} auch $ endlichdimensional
ist, und (3.13) ist bewiesen.
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