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Z w e i  Klassen lokalkompakter  m a x i m a l  fastperiodischer 
Gruppen 

Von 

Detlev Poguntke, Bielefeld 

(E.ingeganger~ am 29. Jull 1974) 

Abstract 

Two Classes of Locally Compact Maximally Almost Periodic Groups. 
In this paper we study the class 9.1 of all locally compact groups G 
with the property that for each closed subgroup H of G there exists a pair 
of homomorphisms into a compact group with H as coincidence set, and 
the class D of all locally compact groups G with the property that finite 
dimensional unitary representations of subgroups of G can be extended to 
finite dimensional representations of G. It  is shown that [MOOREJ-groups 
(every irreducible unitary representation is finite dimensional) have these 
two properties. A solvable group in D is a [MOORE]-group. Moreover, we 
prove a structure theorem for Lie groups in the class [MOORE], and show 
that compactly generated Lie groups in [hIOORE] have faithful finite di- 
mensional unitary representations. 

Es sei 
9 AP] 

Bezeiehnungen 

die Klasse der lokalkompakten maximal fastperiodisehen 
Gruppen, d. h. derjenigen lokalkompakten Gruppen, die 
einen injektiven stetigen Homomorphismus in eine 
komp~kte Gruppe zul~ssen, 

[MOORE] die Klasse der lokalkompakten Gruppen, deren irredu- 
zible uniti~re Darstellungen si~mtlich endliehdimensional 
sind, 

[TAK] die Klasse derjenigen G~[MAP], ftir die G' kompakt  ist 
(mit G' wird stats der Abschlul] der Kommutatorgruppe 
bezeictmet). 

[ZJ die Klasse der lokalkompakten Gruppen G, ftir die G/ZG 
kompakt  ist (ZG bezeiehnet stats das Zentrum yon G). 

Fiir eine lokalkomp&kte Gruppe G sei r: G->bG eine Bohrkom- 
paktifizierung yon G, d. h. r ist ein diehter stetiger Homomorphis- 
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mas yon G in die kompakte Gruppe bG, and zu jedem stetigen 
Homomorphismus f yon G in eine kompakte Grappe K existiert 
genau ein stetiger Homomorphismas f '  : b G ~ K mit f '  r = f . G ist 
gen~u dann eine [MAP]-Grappe, wenn r injektiv ist. 

w 1. Einleimng 

Fiir kompakte Gruppen gelten die beiden folgenden S~tze: 

(1.1) Satz. (vgl. etwa (1.1) in [13]). Ist H eine abgeschlossene 
Untergruppe einer lcompakten Gruppe G und ist q~ ein stetiger Homo- 
morphismus yon H in die unit~re Gruppe U ( V) des endliehdimen- 
sionalen kompiexen Hilbertraumes V (ist V ein komplexer Hilbert- 
raum, so bezeiehne U (V) im folgenden stets dessen unit~re Gruppe), 
so gibt es einen V umfassenden endlieh-dimensionalen ]complexen 
Hilbertraum W (das innere Produkt auf  V ist nieht notwendig die 
Einschrankung des inneren Produktes auf  W) und einen stetigen 
Homomorphismus ~p yon G in U (W) mit ~(h) (v) = ~ (h) (v) far  
(h ,v )eH•  V, d. h. V ist ein H-Untevraum des G-Moduls (W,~). Da 
das orthogonale Komplement V • yon V in W ebenfalls ein H-Unter- 
raum yon (W,~p) ist, gilt ~(h)-~q~(h)Q~'(h) far  h e l l ,  wobei ~' ein 
stetiger Homomorphismus yon H in die unitare Gruppe yon V • ist. 

(1.2) Satz. (vgl. (1.4) bzw. BemerIcung dazu in [13]). Ist H e i n e  
abgeschlossene Untergruppe einer kompa~ten Crruppe G, so gibt es 
eine kompakte Gruppe L und f~r i ~ 1, 2 stetige Homomorphismen 
ul: G-> L mit H-~  (xe G[ul(x):u~(x)}.  

Ist  G eine [MAPJ-Gruppe und H e i n e  kompakte Untergruppe 
yon G, so folg~ aus (1.1), dal~ man jede endliehdimensionale unit~re 
Darstellung yon H i m  Sinne yon (1.1) auf G ,fortsetzen" kann 
(vgl. Theorem 5.1 in [6]). Mit Hilfe dieses Ergebnisses (und des 
Struktursatzes fiir [Z]-Gruppen) wird dann in [6] gezeigt, dal~ es zu 
jedem Charakter 2 des Zentrums Z G einer [Z]-Grappe G eine 
ste~ige endlichdimensionale irreduzible unit~re Dars~ellung ~ yon 
G in V gibt mit ~(x)--~2(x)lv f'fir x e Z G  (in anderen Worten: 
(1.1) bleibt riehtig, wenn G eine [Z]-Grappe and H ~  ZG ist). 
Ferner bleiben (1.1) and (1.2) richtig, wenn man ,,kompakten 
Grappe G" jeweils dutch ,,]okalkompakten abelschen Gruppe G" 
ersetz$. Wir wollen nun in dieser Arbeit die beiden folgenden 
Klassen lokalkompakter Gruppen untersuchen. 

(1.3) Definition. Es sei ~ die Klasse aUer lokalkompakten 
Gruppen G mit der Eigenschaft: Ist  H eLae abgeschlossene Unter- 
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gruppe von G, V ein endlichdimensionaler komplexer Hilbertraum 
und ~ ein stetiger Homomorphismus yon H in U(V), so gibt es 
einen V umfassenden, endlichdimensionalen komplexen Hilbert- 
raum W und einen stetigen Homomorphismus W: G-> U (W) mit 
y~ (h) (v) = ~ (h) (v) ffir (h, v) e H •  V. 

(1.4) Bemerl~ung. Da jede endliehdimensionale unit~re Dar- 
stellung direkte Summe irreduzibler Darstellungen ist, kann man 
in der Definition hinzuffigen, dag ~ und ~ irreduzibel sind, ohne 
dadureh an der Klasse ~ etwas zu ~ndern. 

(1.5) Definition. Es sei 92 die Klasse aller lokalkompakten 
Gruppen G mit der Eigenschas Ist  H eine abgeschlossene Unter- 
gruppe yon G, so gibt es eine kompakte Gruppe L und fiir i =  1,2 
stetige Homomorphismen u~: G-~L mit H = {x e G l ui (x) = u2 (x)}. 

In  w 2 werden einige ,,Relativs~tze" bewiesen. Es wird gezeigt, 
dalt die Klassen 92 und D abgeschlossen sind bezfiglich der Bfldung 
abgeschlossener Untergruppen, endlicher Erweiterungen und Quo- 
tienten (insbesondere liegt nich~ jede diskrete [MAP]-Gruppe in 
92 bzw. ~ ,  denn jede freie diskrete Gruppe ist eine [MAP]-Gruppe, 
abet nieht jede diskrete Gruppe ist eine [MAP]-Gruppe, und die 
Gruppen in 92 bzw. D sind - -  wie wir bald sehen werden - -  [mAP]- 
Gruppen). Ferner wird gezeigt: Ist  G eine [MAP]-Gruppe und K 
ein kompakter Normalteiler in G derart, dal3 G/K in ~3 bzw. in 
9J n ~ liegt, so liegt aueh G in ~) bzw. in 92 n D (in einer folgenden 
Arbeit werden wit sehen, dab der entspreehende Satz ftir die 
Klasse 92 falseh ist). Daraus folgt dann in w 3 unmittelbar, dag 
jede [TAK]-Gruppe (und damit aueh jede [Z]-Gruppe) in 9 2 n ~  
liegt, womit das oben zitierte Resultat yon GROSSER und MOSKO- 
wITZ fiber das Liften yon Charakteren des Zentrums yon [Z]- 
Gruppen wesentlieh verallgemeinert ist. Ferner wird in w 3 ein ein- 
faeher Beweis des Robertsonsehen Satzes fiber die Struktur yon 
[MOORE]-Gruppen gegeben, aus dem dann folgt, dab jede 
[MOORE]-Gruppe in 92 n D liegt. Es wird ferner gezeigt, dag jade 
Liegruppe in [MOORE] einen offenen Normalteiler H yon endlichem 
Index besitzt, ftir den H =  H'ZH gilt. Danaeh ~-h'd die Struktur 
der aufl6sbaren Gruppen in ~ untersueht. Es zeigt sieh, dag eine 
auflSsbare lokalkompakte Gruppe genau darm in ~) liegt, wenn sie 
eine [3s ist. Um im folgenden ktirzer formulieren 
zu k6nnen, vereinbaren wit: Sind Gi und G2 topologisehe Gruppen, 
so beinhalte die Aussage ,,~ist sin Homomorphismus yon Qi in G2" 
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stets, dab f auch stetig ist. Ferner wollen wir unter  einer Darstellung 
einer topologischen Gruppe stets eine stetige unit~re Darstellung 
in einem komplexen Hilber t raum verstehen. Die Untersuchungen 
dieser Arbeit werden in einer Arbeit mit  dem Titel ,,Chu-Dualit~t 
und zwei Klassen maximal fastperiodischer Gruppen" fortgeftihrt. 

w 2. Endliche Erweiterungen, Untergruppen und Quotienten 
yon Gruppen in ~ oder 

Zun/ichst werden Kri~erien dafiir angegeben, dag eine Gruppe 
in 9.1 bzw. in ~ liegt. Es handelt  sich dabei u m  einfache, abet im 
folgenden recht niitzliehe Umformulierungen der Definitionen der 
Klassen 9.1 und ~ .  

(2.1) Satz. Seien G eine lokalkompakte Gruppe, H eine abge- 
schlossene Untergruppe yon G und r: G-+bG eine Bohrkompakti- 
fizierung yon G. 

Dann sind iSquivalent: 
(1) Es gibt eine kompakte Gruppe L u n d  Homomorphismen 

u~: G-+L fftr i = 1,2 mit H-~ (x~ G]ul(x)---- u2 (x)}. 
(2) Es gilt H=r-l(r(H)-) .  
(3) Zu jedem x c G ~  H gibt es einen endlichdimensionalen kom- 

plexen Hilbertraum V und zwei Homomorphismen cp und ~ yon G 
in U (V) mit qD(x)#~p(x), abet qv(h)-----~p(h) fftr alle hell .  

(4) Zu jedem x e G ~ H  gibt es eine kompakte Gruppe Lx und 
Homomorphismen qx und ~z yon G in Lx mit q~(x):/:y~x(x), abet 
~x(h) ~y~x(h) f~r alle h~H. 

Insbesondere liegt G genau dann in 91, wenn far jede abgeschlossene 
Untergruppe H von G elne der Bedingungen (1), (2), (3) oder (d) 
erfallt ist. 

(2.2) Bemerkung. Jede Gruppe in 91 ist eine [MAP]-Gruppe: man  
w/~hle in (2) fiir H die triviale Untergruppe.  

Beweis des Satzes (1)=~ (2): Wegen der universellen Eigenschaft 
yon r gibt es eindeutig Homomorphismen al: b G-+L fiir i =  1,2 
mit  4~r----u~. Die Inklusion H C r-l(r(H) -) grit trivialerweise. Sei 
nun  xer-l(r(H)-). Dann liegt r(x) in r(H)-. Auf r(H)- st immen 41 
und  4z aber aus Stetigkeitsgriinden iiberein, also gilt a i r  (x) ----d2r (x) 
oder ul ( x )=  u~ (x), woraus sich x e H  ergibt. 

(2)=> (3): Wegen (2) liegt r(x) f'fir x e G ~ H  nicht in r(H)-. 
Nach (1.4) yon [13] gibt es dann aber einen endlichdimensionMen 
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komplexen Hilbertraum V sowie zwei Homomorphismen ~ und 
yon bG in U(V), die auf r(H)- iibereinstimmen, an der Stelle r(x) 
aber versehiedene Werte annehmen. Die Homomorphismen 00 = ~r 
und y;----y~r leisten dann das Gewfinschte. 

(8) (4): trivial. 

(4)=> (1): Fiir jedes x e G ~ H  seien Lx,~x und yJx mi~ den in 
(3) angegebenen Eigensehaften gew/~hlt. Dann ist L:-=-- I ]  Lx 

e G\H 

eine kompakte Gruppe. Die Homomorphismen ~x bzw. YJx, x ~ G ~ H ,  
definieren Homomorphismen ul bzw. u2 yon G in dieses Produkt. 
Offensieh~lich haben ul und u2 die in (1) geforderten Eigenschaften. 

(2.3) Satz. Seien G eine lokalkompakte Gruppe, H e i n e  abge- 
schlossene Untergruppe yon G und r: G->bG eine Bohrkompalcti- 
fizierung yon G. Dann sind dquivalent: 

(1) Die Einschrdnlcung (und Coeinschrdnlcung) rH: H->r (H)- 
yon r i s t  eine Bohrkompalctifizierung von H. 

(2) Bezeichnen s : H-->b H eine Bohrlcompaktifizlerung von H und 
u: H-~ G den Inlclusionshomomorphismus, so ist der eindeutig existie- 
rende Homomorphismus b u, der das Diagramm 

s 
H =hH  

G e ~bG 

kommutativ erg~nzt, injelctiv. 
(3) Ist q~ eine endlichdimensionage Darstellung yon H in V, so 

gibt es einen V umfassenden, endlichdimensionalen lcomplexen Hil- 
bertraum W und eine Darstellung ~p yon G in W mit y~ (h) (v) = q~ (h) (v) 
far  (h,v)eH • V. 

(4) 1st q; eine endlichdimensionale irreduzible Darstellung yon H 
in V, so gibt es einen V umfassenden, endlichdimensionalen komplexen 
Hilbertraum W und eine irreduzible Darstellung y~ yon G in W mit 
~f (h) (v) -~ ~ (h) (v) fi'tr (h, v) e H •  V. 

Insbesondere liegt G genau dann in 9 ,  wenn ffer jede abgeschlossene 
Untergruppe H yon G eine der Bedingungen (1), (2), (3) oder (4) 
erfi~llt ist. 

(2.4) Bemerkung. Jede Gruppe in ~ ist eine [MAP]-Gruppe: zu 
jedem Element x in G wi~hle man eine x umfassende abgesclflossene 
abelsche Untergruppe H und verwende (1). 

2* 
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Beweis des Satzes (2)=> (1): Unter  Verwendung der Tatsache, 
dab s eine dichte stetige Abbildung ist, weist man ohne Miihe 
nach, dab bu(bH)-~r(H)- ist (dies grit auch, wenn bu nicht in- 
jektiv ist). Dann induziert bu wegen (2) durch Coeinschr/~nkung 
einen Isomorphismus f yon b H auf r (H)- m i t f s  = rH, folglich ist 
r2i eine Bohrkompaktifizierung yon H. 

(1)=~(3): V und  9 m5gen die in (3) angegebenen Eigen- 
schaften besitzen. Wegen (1) gibt es einen Homomorphismns 
~: r(H)-->U(V) mit  ~ r H = ~ .  Zu ~ gibt es aber nach (1.1) in [13] 
einen V umfassenden, endlichdimensionalen komplexen Hilbert- 
r anm W und einen Homomorphismus v~ yon bG in U(W) mit  
~(h)(v) fiir (h,v)er(H)-• V. Offenbar hat  dann y : - - ~ r  die in (3) 
geforderte Eigensehaft. 

(3)=> (2): Nehmen wir an, es gebe ein vom Einselement ver- 
sehiedenes Element  a i m  Kern yon b u. Zu diesem a existieren naeh 
dem Theorem and  Peter  und Weyl ein endlichdimensionaler kom- 
plexer t t i lber t raum V und ein Homomorphismus ~: b H-> U (V) 
mit  ~ ( a ) C l v ;  dann sei ~ : ~ s .  Zu ~0 existieren wegen (3) ein V 
umfassender, endlieh-dimensionaler komplexer Hilbertranm W und  
eine Darstellnng ~ yon G in W mit  ~ (h) (v) -~ ~ (h) (v) ftir (h, v) e H •  V. 
Wegen der universellen Eigenschaft yon r gibt es einen Homomor-  
phismus ~:bG~U(W)  mit ~r=~,. Aus Stetigkeitsgrfinden ist 

(y) (V) ---- V ftir aUe y er (H)-. Bezeichnet dann Aut  (V) die Gruppe 
aller Vektorraum-Isomorphismen yon V ~uf sich, so ist wegen 
bu(bH)~--r(H)- durch (~(x))(v)=(c~(bu(x)))(v) f'fir (x ,v)ebg• V 
ein Homomorphismus ~ yon b H in Aut  (V) definiert. Wir zeigen nun, 
dal~ ~ und ~ aufs  (H) iibereinstimmen (wobei ~ als Homomorphismus 
yon bH in Aut(V) aufzufassen ist). Fiir h~H und ve V ist ni~mlieh 

(8 (h)) (v) = r ((b ~8)  (h)) (v) = ~ (~ (h)) (v) = ~ (h) (~) = 
= ~ (h) (v) = ~ (8 (h)) (v).  

Wegen der Stetigkeit yon ~ und  ~ ist dann ~----~, da 8(H) eine 
diehte Teilmenge yon bH ist. Insbesondere ist ~ (a) ---- ~ (a), d~mit 
haben wir einen Widersprueh erhalten, denn es ist ~ (a) r 1v, aber 
~(a)----lr. Die Aussagen (3) und  (4) sind /~quivalent, weft jede 
unitiire endiich-dimensionale Darstellung direkte Summe irredu- 
zibler Darstellungen ist. 

Man kann ohne Sehwierigkeiten zeigen, dab die Klassen 92 und 
abgesehlossen sind beztiglich der Bildung abgeschlossener Unter- 

gruppen. 
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(2.5) Satz. Sei U eine abgeschlossene Untergruppe einer lokal- 
kompakten Gruppe G. Ist dann G in 9.1 bzw. in D, 8o liegt auch U 
in 91 bzw. in ~.  

Beweis. Ist  n/imlich G in 9/ und ist H eine abgeschlossene 
Untergrulope yon U, so is~ H e i n c  ~bgeschlossene Untergruppe 
yon G. Daher gibt es eine komloakte Grul0iOe L und Homomorphis- 
men ul,u2: G-~L, die gen~u ~u~ H iibereinstimmen. Die Ein- 
schritnkungen yon ul und u~ auf  U sind dann zwei I-Iomomorphis- 
men yon U in L, die gen~u auf H iibereinstimmen. Gen~uso ein- 
fach ist der Beweis daftir, dal3 U in D liegt, falls G diese Eigen- 
sch~ft besitzt. 

Die folgenden S~/tze sind ein wenig schwieriger zu beweisen. Wir 
schicken diesen einige Lemmata voraus. 

(2.6) Lemma. Seien G eine topologische Gruppe und N ein ab- 
geschlossener Normalteiler in G. Ist dann r: G-->bG eine Bohr- 
kompaktifizlerung von G, so ist r (N)- normal in bG. Es gibt genau 
einen Homomorphismus ~ derart, daft das Diagramm 

r 
G ~ bG 

G/N ...... ~ ---------hR/~//VJ" 

kommutiert, wobei die senkrechten Pfeile die natt~rlichen Homo- 
morphismen 8ymbolisieren. Ferner ist ~ eine Bohrkompalctifizierung 
von GIN. 

Beweis. Da r eine dichte Abbildung ist, ist r (N)- ein Normal- 
teiler in bG. Die Existenz yon ~ is~ evident. Die universelle Eigen- 
sch~ft yon ~ ergibt sich unmittelbar aus der universellen Eigen- 
schaft yon r. 

(2.7) Lemma. Sei G eine topologische Gruppe und N ein abge- 
8chlossener Normalteiler in G. K sei eine kompak..te Gruppe, und 
f: G-->K sei ein dichter Homomorphismus. Dann ist f (N) -  normal 
in K, und e8 gibt genau einen Homomorphismu8 f: G/N-->K/f(N)- 
derart, daft das Diagramm 

f G r--K 

C/N =- K/f(N)- 
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kommutiert. Sind fund die Einschr~nkung f N : N-> f (N)- yon f Bohr- 
kompaktifizierungen yon N bzw. G/N, so ist f eine Bohrkompakti- 
fizierung yon G. 

Bevor wit (2.7) beweisen, wollen wir eine in der Fo!ge verwen- 
dete spezielle Version davon in (2.8) formulieren. 

(2.8) Lemma. Seien G eine topologische Gruppe, U eine abge- 
schlossene Untergruppe yon G und IV ein abgeschlossener Normalteiler 
von U. Ferner sei r: G-~bG eine Bohrkompal~tifizierung yon G; der 
eingeschrankte Homomorphismus rN: N-->r(N)- und der induzierte 
Homomorphismus U/ N->r ( U)-/r (N)- seien Bohr]oompatctifizierungen 
yon N bzw. U/N. Dann ist rv : U->r (U)- eine Bohrkompaktifizierung 
Yon V.  

Beweis yon (2.7). Die ~Tormalteflereigenschaft yon f (N)-  und 
die Existenz yon f sind klar. Der wesentliehe und auch nicht ganz 
so einfache Teil ist, dab f eine Bohrkompaktifizierung von Gis t .  

Sei dazu r: G-> b G eine Bohrkompaktifizierung yon G. Wegen der 
universellen Eigenschaft yon r gibt es w: bG-)-K mit wr =f .  Da f 
dicht ist, ist es auch w. Mithin ist w surjektiv. Es bleibt zu zeigen, 
dab w auch injektiv ist. Wie man leicht nachweist, gilt f ( / V ) - :  
= w (r (N)-). Daher gibt es ~ derart, dab 

bG w ~ K 

b~/r fN)- = I</F/N) - kommutiert.  

Bezeiehnet man mit ~: G/N--> bG/r (N)- den Homomorphismus 
aus (2.6), so kommutier~ a~ch 

K/r(N)- 

Da naeh Voraussetzung f eine Bohrkompaktifizierung yon GIN 
ist, gibt es v: K/f(N)--~b G/r(N)- mi~ vf=- r Man weist dann sofort 
naeh, dab w nnd v invers zueinander sind. Daraus folgt~ ~nmitt~el- 
bar, dab Kern w in r (N)- liegt. 

Aus f ( N ) - =  w(r(N)-) ergibt sich, dab man eine Einschrgl~kung 
wlv: r(N)--->f(N)- yon w definieren kann. Wie gehabt, seien 
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rat: N-->r (N)- und fN: N-->f(N)- die Einschr/~nkungen yon r ~md f. 
Dann kommutiert  

,,'gNJ- 

/(N)- 

D a f N  eine Bohrkompaktifizierung yon N ist, gibt es u:f(N)---> 
->r(N)- mit ufN=rar. Aus UWNr~v=ufN=r~r=lr(Z~)-r~ folgt 
UWN= lr(~)-, da rN dieht ist. Zusammen mit Kernw C r (N)-  er- 
gibt sich nun, dab Kern w trivial ist. 

(2.9) Lemma. Sei G elne topologische Gruppe mit Bohrkompakti- 
fizier~ng r : G--> b G. Ist dann N ein abgeschlossener Normalteiler in G 
von endlichem Index, so gilt r-l(r (N)-)---N, und die Einschrankung 
r~r: N-+r (N)- yon r ist eine Bohrkompaktifizierung yon N. 

Beweis. Zun/iehst beweisen wir, dab r~ eine Bohrkomloakti - 
fizierung yon N ist. Nach bekannten S/~tzen (im wesentlichen der 
Satz yon Peter und Weyl, aus dem man sofort erhglt, dal] man jede 
kompakte Gruppe in ein Produkt  unit~rer Gruppen einbetten 
kann) gentigt es dazu zu zeigen, dab zu einem ttomomorphismus 
yon N in die nnit/~re Gruppe U(n) ein Homomorphismus ~ mit 
q~rze-----9 existiert. I s t s  der Index yon N in G, so gib~ es zu ~ einen 
Homomorphismus ~* yon G in U(ns) derart, dab fiir x e N  die 
Matrix 9"  (x) yon der Form 

ist, wobei Q ein gomomorphismus yon N in U(n (s--1)) ist (das ist 
niehbs anderes als die aus der Theorie der Darstellungen endlieher 
Gruppen bekannte Konstruktion der induzierten Dars~ellung, vgl. 
etwa [2], p. 79). 
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Zu ~0" existiert nun ein Homomorphismus ~ yon b G in U(ns) 
mit Cr=-~*.  Aus Stetigkeitsgrtinden ist ftir x er(N)- die Matrix 

(x) yon der Form 

O 

wobei ~ und ~ Homomorphismen yon r(N)- in U(n) bzw. 
U(n(s--1)) sind. Offenbar ist dann ~rN = ~. 

Nun weisen wir die Gleichung N = r -1 (r(N)-) nach. Auf Grund 
yon (2.6) ist der induzierte Homomorphismus r in 

G r ~bG 

O/N ~ b G~ fN2 - 

eine Bohrkompaktifizierung yon GIN. D~ G/N endlich is~, ist ~ ein 
Isomorphismus, und ~ t h i n  gilt die behauptete Gleichheit. 

Mi t  Hilfe ~on (216) und den in (2.1) und (2.3) ~ngegebenen 
Kriterien kann man zeigen, dab die Klassen 92 und ~ abgeschlossen 
beziiglich der Bfldung yon Quotienten sind. 

(2.10) Satz. Ist G in 92 und ist N ein abgeschlossener Normal- 
teiler in G, so liegt auch G/N in 92. 

Beweis. Sei r: G-->bG eine Bohrkompaktifizierung yon G; 
p: G-->G/N und q:bG-->bG/r(N)- seien die natiirlichen Homo- 
morphismen. Der induzierte Homomorphismus 

r 

G/N ~ b G,,~ fN) - 

ist dann n~ch (2.6) eine Bohrkomp~ktifizierung von G/N. Wegen 
Kriterium (2) aus (2.1) gentigt es zu zeigen, dal~ fiir eine abgeschlos- 
sene Untergruppe H yon G/N die Glcichung H=~-I(#(H) -) gilt. 
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Da p- l (H)  in G abgeschlossen ist, gilt nach Voraussetzung 
19 -1 (H) ----- r-1 (r (p-1 (H))-). Die Inklusion H C ~-I (~ (H)-) gilt stets. 

Sei nun xe~-l(P(H)-).  Dann gibt es y e G  mit p(y)---x,  und es 
gilt qr(y )=~p(y )=~(x)e~(H)-~- -q (r (p - l (H) ) - ) .  Daraus folgt 
r (y)er (p-~(H)) -Kernq-~r(p-~(H)) - . r (N)-~-r (p-~(H))  -, also 
y e r -  1 (r (p- 1 (H)-) und folglieh y ep-  1 (H) bzw. p (y) : x e l l .  

(2.11) Satz. Ist G in ~ und N ein abgesehlossener Normalteiler 
in G, so liegt auch GIN in D. 

Beweis. r,~,p,q mSgen dieselbe Bedeutung wie im Beweis des 
vorigen Satzes haben. Sei H e i n e  abgeschlossene Untergruppe yon 
G/IV. Wegen Kriterium (1) aus (2.3) genfigt es zu zeigen, d~B die 
Einschr~nkung ~H: H->~(H)- eine Bohrkompaktifizierung yon H 
ist. Mit PH: P-I (H)-~H,  qH: r(p-l(H))--->q(r(p-i(H)) -) -~ ~(H)- 
und r H : p - l ( H ) ~ r ( p - l ( H ) )  - seien die Einschr~nkungen yon p ,q  
bzw. r bezeichnet; rH ist naeh Voraussetzung eine Bohrkompakti- 
fizierung yon p-1 (H). Sei nun ~ ein Homomorphismus yon H in 
die kompakte Gruppe K. Wir habenzu zeigen, dab es eindeutig 
(Eindeutigkeit ist natfirlich trivial, da ~H dieht ist) ~ mit ~ H  = ~  
gibt. 

rH 

Da rH eine Bohrkompaktifizierung von p-1 (H) ist, gibt es ~ mit 
~0rH = q0p/~. Man fiberlegt sich dann leicht, daB ~0 fiber qH faktori- 
siert (d. h. dab es ~ mit ~qg~?]) gibt) und daB ~ die geforderte 
Eigenschaft besitzt. 

Im n/ichsten Satz wird bewiesen, dab die Klassen 9.1 und D 
abgeschlossen gegen endliehe Erweiterungen sind. 

(2.1~) Satz. G sei eine lokalkompakte Gruppe, N sei eine ab- 
geschlossene Untergruppe in G yon endlichem Index. Dann liegt G 
genau dann in 9.1 (~), wenn IV in 92 (~) liegt. 

Beweis. Die eine Riehtung ist jeweils trivial, denn liegt G in 
92 (D), so liegt auch _h r als abgesehlossene Untergruppe in 92 (D) 



26 D. POGV~mXE 

nach (2.5). G oporiert auf  dem Raum der Linksnebenklassen GIN, 
man hat  also einen Homomorphismus yon G in die Gruppe der 
bijektiven Abbildungen yon GIN auf sieh. Der Kern dieses Homo- 
morphismus ist gerade gleich M---- N gNg -1 und yon endlichem 

ge(7 

Index in G. Ist  dann N in 92 (~), so liegt auch M in 92 (~). Wit 
kSnnen also O. B. d. A. annehmen, dab N normal in G is~. Seien 
ferner r: G->bG eine Bohrkompaktifizierung yon G und H e i n o  
abgesohlossene Un~ergruppe yon G. Auf Grund yon (2.1)und (2.3) 
geniig~ es zu zeigen: 

(1) Ist  N in 92, so gilt r-l(r(H) -) -~H 
(2) Ist  N in ~ ,  so ist die Einschr/~nkung rH:  H-->r(H)- yon r 

eine Bohrkompaktifizierung yon H. 

Zu (1): Aus (2.9) und der Voraussetzung fiber N folgt leicht 
r - l ( r (g  c~N)-)=r~l(rN(H nN)  -) : H n N. 

Nun ist H c~N yon endlichem Index in H, es gibt folglich 
$ 

hi ..... hseH mit H----- (.J hi(Hc~N). Dann ist 

i = l  i = 1  

0 ' = h~ (r-~ (r (H a N/-) )  ---- U h~ (H n N / =  H .  
i = l  i = 1  

Zu (2) : Aus (2.9) und der Voraussetzung fiber N folgg, dag die 
Einsehrgnkung H c~ N ~ r  (H c~ N)-  eine Bohrkompaktifizierung yon 
Hc~N isg. Naeh (2.8) genfigt es dann abet zu zeigen, dag der indu- 
zierte Homomorphismus s in 

H-  ~ r[H/- 

/--/~//-/~ N s ---- ,,-(/-/J~ (/-/~ N) - 

eine Bohrkompak~ifizierung yon H/H n N ist. 
Dazu betrachten wit den induzierten Homomorphismus # in dem 

Diagramm 
6 , r ~- bG 

ff lN ~ b~/r{,V)- 
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Da GIN endlich und ~ nach (2.6) eine Bohrkompaktifizierung yon 
GIN ist, ist r sogar ein Isomorphismus und stellt einen Isomorphis- 
m u s t  yon HN/N auf ~(HN/N)=r(HN)-/r(N)- her. Dann ist 
offenbar das Diagramm 

H/Hr~N .s ~- r(H)Y/"fH,~N)- 

HN/N ~-  r f / / N ) 7 ~ f A / )  - 

kommutativ,  wobei p und q yon den Einbe~lbungen H-+HN bzw. 
r (H)--+r (HN)- herrfihren. 

Nun is~ s sm'jektiv, weft s dicht und H / H n N  endlich ist. Ferner 
sind p und t Isomorphismen, insbesondere injektiv; dann mug abet 
auch s injektiv sein. Folglich i s t s  eine Bohrkompaktifizierung der 
endlichen Gruppe H/H n N, was zu zeigen war. 

In  den ni/chsten beiden S/~tzen wotlen wJr hinreichende Kriterien 
daffir angeben, dab eine Gruppe in D bzw. in 9.1 n D liegt. Insbeson- 
dere ergib~ sich dann aus diesen Kriterien, dal~ jede [TAK]-Gruppe 
in 9.1 n D liegt. 

(2.13) Satz. Sei G eine [MAP]-Gruppe. K sei ein kompakter 
Normatteiler in G, und G/K liege in D. Dann liegt auch G in 9. 

Beweis. Wir verwenden Kriterium (1) yon (2.3). Seien r: G-+bG 
eine Bohrkompaktifizierung yon G und H e i n e  abgeschlossene 
Untergruppe yon G. Wir haben zu zeigen, dab die Einschrs 
rI-z: H-+r (H)- eine Bohrkompaktifizierung yon H ist,. 

Setze N:  = H • K. N ist dann ein kompakter Normalteiler in H; 
insbesondere gilt r ( N ) - =  r (N), und die eingeschr~nkte Abbfldung 
r~: N-+r(N) ist ein Isomorphismus ( G i s t  eine [MAP]-Gruppe, r 
also injektiv); daher isb rN eine Bohrkompaktifizierung yon N. 
Naeh (2.8) sind wir fertig, wenn wir bewiesen haben, dab der 
induzierte Homomorphismus 

t:  + r ( H ) - / r  

eine Bohrkompaktifizierung yon H/N ist. 
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Seien mit p:  G-+G/K und q:bG->bG/r(K) die na~firlichen 
Homomorphismen nnd mit #: G/K-+bG/r (K) der induzierte Homo- 
morphismus bezeichnet. Dann ist das Diagr~mm 

G ' r ~ bG 

c/l< ~- b G/r (K) 

kommutativ,  und ~ ist eine Bohrkompaktifizierung yon G/K (vgl. 
(2.6)). Da K kompakt ist, ist p eine abgeschlossene Abbildung. 
Insbesondere ist :p(H) abgeschlossen in G/K, und n~ch Voraus- 
setzung fiber G/K ist dann die Einschr~nkung s: p(H)-+~(p(H))- 
yon ~ eine Bohrkompaktifizierung yon p (H). Ferner ist d~s Dia- 
gr imm 

H/N ~ ~ r (H/ -/'r (N) 

p (H) s ~ ~ (p (H)) - 

kommutativ,  wobei ~ und ~ dureh Einsehr~nkung yon p bzw. q 
und Ausfaktorisieren von N bzw. r (N) entstehen. Offenbar ist 15 
stetig und ein Isomorphismus der zugrundeliegenden diskreten 
Gruppen. Da nun p: G---> G/K abgeschlossen ist, ist auch die Ein- 
sehr~nkung H-+p (H) und letztlich ~: H/N-+19 (H) abgesehlossen; 
mithin ist ~ often und daher ein Isomorphismus topologischer 
Gruppen. Aus der Tatsaehe, dab s:p(H)->~(p(H))- eine Bohr- 
kompaktifizierung yon p(H) ist, folgt damit, dab 8~: H/N--* 
-->~(p(H))- eine Bohrkompaktifizierung yon H/1V ist. Wenn man 
dann noch verwendet, daB t eine diehte Abbildung ist, ergJbt sich 
unmittelbar, dab ~ ein Isomorphismus und dab t eine Bohrkompakti- 
fizierung von H/N ist, was zu beweisen war. 

(2.14) Satz. Se~ G eine [MAP]-Gruppe. K sei ein ~ompakter 
Normalteiler in G, und G/K liege in 9.1 n ~. Dann liegt auch G in 
O.l~| 

Beweis. Auf Grund des vorigen Satzes geniigt es zu zeigen, dab 
G in 92 liegt. Wir verwenden wiederum Kriterium (2) aus (2.1). 
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Seien also r: G-->bG eine Bohrkompaktifizierung von G, H eine 
abgeschlossene Untergruppe yon G and /~: =r-l(r(H)-). Wir 
haben die Inklusion ~ C H nachzuweisen. Mit a:/a?->r (/~)-= r (H)- 
sei die Einschr/inkung yon r bezeichnet. Da G in D liegt, is ts  eine 
Bohrkompaktifizierung yon/~.  Ferner sei /~: = K n/~;  /~ ist ein 
kompakter Normalteiler in ~ .  Wie im Beweis des vorigen Satzes 
(G--> G/K ist wieder eine abgesohlossene Abbildung) vergewissert 
man sich, dab /~ /~  tOloologisch isomorph zu einer abgesehlossenen 
Untergruppe yon G/K ist, also liegt H//C in 9.1 n 9 .  Es gibt ~ derart, 
dal] das Diagramm 

, ,  s ~ r/el../, ] - 

,4/R .... ~ ~ r r 7~ (R) 

kommutiert, wobei p nnd q die nattirlichen Homomorphismen 
bezeiehnen, p(H) ist eine abgeschlossene Untergruppe yon /~//~. 
D a / 2 / ~  in 92 n | liegt und ~ eine Bohrkompaktifizierung yon/t//C 
ist, gilt ~-1 ((~p (H))-) ~--~0 (H). 

Nun ist aber ~-1 (($p (H))-) =/q//~, und man erhglt/~ = H/~. Da 
H n /~  normal in H ist, ist r (H(~ K) normal in r (H), r (H n / ~ ) - =  
= r (H n/~) normal in r (H)- = r (/~)- ~nd mithin H n/C normal in 

(r ist injektiv!). Mit a: /~->/I/ /~c~H und b: H~H/Hn_g seien 
die natiirlichen Itomomorphismen bezeiehnet. Die Einbettung j 
yon H in /~ induziert einen Homomorphismus i derart, dab das 
Diagramm 

H ~ J " ,-R 

L 
kommutiel% 

Wegen / ~ = H / ~  ist i ein Isomorphismus diskreter Gruppen, 
wegen der Kompaktheit yon x~ ist i anch abgeschlossen und daher 
ein Isomorphismus topologischer Gruppen. Da /~ in D liegt, ist 
auoh I~/H n /~  in 9 ,  insbesondere ist ~/H n / ~  eine [lVIAP]-Gruploe. 
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W~hle nun einen injektiven Homomorphismus 9 yon / ~ / H  ~ / ~  
in die kompakte Gruppe L. Dann sei ~ : =  9aj, ~ faktorisiert fiber 
b, das heiBt es gibt ~ m i t ~ b  ~-~. 

/ 
P! H/Hr~K 

H/I~ .~ L ~/-~ 

J" ,_/~ 

Offensiehtlich gilt dann ~ ---- q~aj = ~i-ipj.  
Die Homomorphismen ~a  und ~i-ip yon / t  in L lassen sich 

auf die Bohrkompaktifizierung r (H)- y o n / ~  fortsetzen. Die Fort- 
setzungen stimmen abet fiberein, da sie auf  der dichten Unter- 
gruppe r(H) fibereinstimmen, a l so  sind ~a und ~i-ip gleich 
(s: /~->r (H)- ist injektiv !). Insbesondere ist Kern~a  ---- Ke rn~ i - i p ,  
man erh~lt H n / ~  : Kern~a  -~ K e r n ~ i - i p  D Kernp  ~ / ~  und 
schlie~lieh H ~ / ~ ,  wenn man noch /~-~  H/~ berficksichtigt. 

w 3. [MOORE]-Gruppen und die Klassen 92 und 9 

Aus (2.14) folgt nun leicht: 

(3.1) Satz. Jede [TAK]-Gr~ppe liegt in P.ln g.  
Beweis. Sei G eine [TAK]-Gruppe. Die topologische Kom- 

mutatorgruppe G' ist ein kompakter Normalteiler in G, and GIG' 
liegt als lokalkompakte abelsche Gruppe in PJ • 9 .  Da G ferner naeh 
Voraussetzung eine [MAP]-Gruppe ist, l iegt G nach (2.14) in 92 n 9 .  

(3.2) Bemerkung. Nach Theorem 3.1 yon [6] und Korollar 1 
zu Theorem 4.4 yon [5] ist jede [Z]-Gruppe eine [TAK]-Gruppe und 
liegt mithin in 92(~9. Insbesondere gibt es daher zu jeder ab- 
geschlossenen zentralen Untergruppe H einer [Z]-Gruppe G and  
zu jedem Charakter ~ yon H (den man als eindimensionale Dar- 
stellung yon H auffasse) eine endliehdimensionale irreduzible Dar- 
stellung e yon G in V mit Q(x)=q)(x)lv ffir alle xeH. Dies ist die 
Aussage yon Theorem 5.5 in [6], welche sich hier als Spezialfall 
eines allgemeineren Satzes erweist. 
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(3.3) Bemerkung. Ferner folgt aus (3.i), da~ Quotienten von 
[TAK]-Gruppen ebenfalls in [TAK] liegen; denn Gruppen in 92 
(oder D) sind [MAPJ-Gruppen. 

Als niichstes wollen wit einen einfachen Beweis des Robertson- 
schen Satzes tiber die Struktur yon [MOORE]-Gruppen geben 
(vgl. [16] oder [9], p. 233), aus dem dann folgt, daft jede [tVfOORE]- 
Gruppe in 92 n ~ liegt. 

(3.4) Satz. Eine lokallcompakte Gruppe Gist dann und nut dann 
eine [MOORE]-Gruppe, wenn G eine abgeschlossene, in [TAK] 
gelegene, (normale) Untergruppe yon endlichem Index enthdlt. 

(3.5) Korollar. Jede [MOORE]-Gruppe liegt in 92 n ~ .  
Das Korollar folgt unmittelbar aus dem Satz, aus (3.!) und 

aus (2.12). 

Beweis yon (3.d). Da es sich um den Beweis eines bekannten 
Satzes handelt, sei vorab eine Ubersicht tiber die S/itze gegeben, 
die wit im Beweis verwenden wollen. Einen groBen Tell dieser 
S//tze werden wir aueh an anderer Stelle benutzen, der betreffende 
Sa~z wird dort mit (X) aus (3.4) zitiert, X = A -  G. 

(A): Eine zusammenh/~ngende [MAP]-Gruppe ist isomorph zu 
einem direkten Produkt  aus einer kompakten Gruppe und einem 
•n (vgl. etwa p. 195 in [7] oder p. 145 in [8]). 

(B): Ist G eine [MAP]-Gruppe und Go isomorph zu einem •n, 
so ist der Zentralisator yon Go in G yon endlichem Index in G 
(Theorem 4 in [18]). 

(C): Ist  G eine [MOORE]-Gruppe, so hat  G kleine invariante 
Umgebungen der 1, und es gibt daher einen kompakten Normal- 
teller K in G so, dal3 G/K eine Liegruppe ist (4.2 und 4.3 in [12]). 

(D): Ist  ~ eine irreduzible Darstellung einer Gruppe G und 
eine endlichdimensionale Darstellung yon G, so is~ x |  eine end- 
liehe Summe irreduzibler Teildarstellungen (Korollar zu dem 
Theorem in [14]). 

(E): Is~ ~ eine in'eduzible Darstellung einer Gruppe G und H 
eine Untergruppe yon endlichem Index, so ist die Restriktion yon 
~r auf H e i n e  endliehe Summe irreduzibler Teildars~ellungen (Pro- 
position 2 in [14]). 

(F): Ist  G eine diskrete Gruppe in [MOORE], so ist G vom 
Typ I (Theorem 7 in [10]) und enth//lt daher einen abelschen 
Normaltefler yon endlichem Index (Satz 4 in [17]). 
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(G): Ist G eine [MOORE]-Gruppe und H e i n e  offene Unter- 
gruppe yon endlichem Index in G, so ist aueh H eine [MOORE]- 
Gruppe (folgt sofort aus dem Reziprozit~ts-Satz yon FROB~NlVS, 
vgl. auch 2.1 in [12]).- 

Sei nun G eine [MOORE]-Gruppe. Nach (C) gibt es einen 
kompakten Normalteiler R in G so, dab G/R eine Liegruppe ist. 
G/• ist eine [MOORE]-Gruppe, daher ist (G/R)o eine [I~IAP]- 
Gruppe, und es gibt wegen (A) einen kompakten zusammen- 
h~ngenden Normalteiler S in G/~ derart, dab [(G/t~)/S]o isomorph 
zu einem ~ ist. Zusammen folgt: Es gibt einen kompakten Normal- 
teiler K in G derart, dab L:----- G/K eine Liegruppe und L0 isomorph 
zu einem R" ist. Naeh (F) und (B) gibt es einen offenen Normal- 
teiler M yon endliehem Index in L derart, dab MILe abelseh und 
L0 zentral in Mis t .  Ferner ist M nach (G) eine [MOORE]-Gruppe. 
Der erste Tefl yon (3.4) ist bewiesen, wenn wir gezeigt haben, dal~ 
M abelseh ist. Wir nehmen an, dab die Kommutatorgruppe M' 
nieht trivial ist. M' ist in 3/0 = L0~  ~n enthalten und mithin eine 
unendliehe Gruppe. Es gibt dann eine abgesehlossene Untergruppe 
U yon M0 derart, dab Me~ U isomorph zur Gruppe T der komplexen 
Zahlen veto Betrage 1 ist und dab M' U/U dieht in Mo/U ist (fiir 
U w/~hlt man etwa den Kern eines Charakters Z yon M0 mit 
z(M')-----T). Sei dann F : - ~ M / U  (U ist zentrM in M). Offenbar 
ist P '  zentral in F u n d  isomorph zu T. Ferner ist F eine [MOOI~E]- 
und daher insbesondere eine [MAP]-Gruppe. Nun gilt aber: 

(3.6) Lemma. Sei ~ eine irreduzible Darstellung der lokal- 
lcompalcten Gruppe G in dem endlichdimensionalen Hilbertraum V. 
1st H eine Untergruppe yon G'n  ZG und n die Dimension yon V, 
so ist ~(x n) ---- l r  f~r alle x~H. 

Beweis yon (3.6). Da H i m  Zentrum yon G liegt ~nd O irredu- 
zibel ist, gibt es einen Charakter Z yon H rait e ( x ) = z ( x ) l v  fiir 
alle x el l .  Da H in G' liegt, ist e (H) in der speziellen unit~ren 
Gruppe yon V enthalten. Zusammen folgt die Behauptung. 

Aus (3.6) folgt, dab die Restriktion einer irreduziblen endlieh- 
dimensionalen Darstellung e yon t~ auf _P' trivial ist, d. h. dab P '  
in Kern ~ liegt; ira Widersprueh zur Tatsaehe, dab F eine [MAP]- 
Gruppe ist. Daher ist M' trivial, und eine Riehtung von (3.4) ist 
bewiesen. 

Fiir die Umkehrung geniigt es wegen (E) zu zeigen, dab jede 
[TAK]-Gruppe eine [MOORE]-Gruppe ist. Sei also n eine irredu- 
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zible Darstellung der [TAK]-Gruppe G in dem Hilbertraum 55. 
Da G' kompakt ist, enth//lt die Restriktion ~J~, eine endlich- 
dimensionMe irreduzible Teilderstellung ~1. Nech (3.1) gibt es eine 
endliehdimensionele irreduzible Derstellung 0 yon G in V derert, 

, dab die duale Darstellung zl von 7gl in ~10" enthelten ist. De 
~l |  die triviele Derstellung (yon G') enth/~lt, is~ der Reum 

55o: = {he55| (vge0')} 

yon Null versehieden. 550 isg ein ebgesehlossener, unter  (z@~)(G) 
inverienter Teilraum yon 55 @ V. Wegen (D) ist die Einsehrtinkung 
r yon ~@ ~ euf  55o eine endliche Summe irreduzibler Teilderstellun- 
gen. De eber T fiber G--->G/G' fektorisiert nnd irreduzible Dar- 
stellungen yon GIG' eindimensional sind, ist 550 ein endliehdimen- 
sionMer Teilreum. Dem Projektor P yon 55@ V euf  55o entspricht 
ein yon Null versehiedenes Element J P  e Hom~ (z, ~ @ ~ @ e*) (vgl. 
[14]) mit endlichdimensionelem Bild. Da ~ irreduzibel ist, ist J P  
injektiv und mithin 55 endlichdimensionM, q. e. d. 

Neeh Theorem 2 eus [12] enth~lt jede Liegruppe in [mOORE] 
eine offene, in [Z] gelegene Untergruppe yon endliehem Index. 
Der n~ehste Setz gibt eine etwes geneuere Beschreibung der 
Struktnr dieser Gruppen. Ferner kann dieser Satz als Vere!l- 
gemeinerung des Struktursatzes fiir kompakte zusammenh//ngende 
Liegruppen engesehen werden, der beim Beweis euch eine Sehlfissel- 
rolle einnimmt. 

(3.7) Satz. Sei G eine Lieg~uppe in [MOORE]. Es gibt dann einen 
offenen Normalteiler H yon endliehem Index in G mit H = H'Z  H, und 
H' ist eine kompakte halbeinfache zusammenhi~ngende Liegruppe 
(insbesondere ist 1~' (a Z H endlich). 

Beweis. Sei h r ein oftener Normelteiler yon endlichem Index in G 
derert, del3 2V' kompekt  ist ((3.4)). N'  hat  els kompekte Liegruppe eine 
treue end!ichdimensionele Derstellung a. De G in ~ liegt, gibt es eine 
endlichdimensionele Derstellung v yon G derert, del~ ~ in der Restrik- 
tion yon v euf  ~ '  enthalten ist, insbesondere ist v 19' injektiv (vgl. 
eueh Korollar 3 zu Theorem 5.1 in [6]). Wir fessen nun ~ euf els steti- 
gen Homomorphismus von G in die kompakte Liegruppe ~ (G)- = K. 
Sei L die Zusammenhengskomponente des Einselementes in K. 
Denn ist H:  = N c~ v-1 (L) ein oftener Normelteiler yon endlichem 
Index in G, und die Restriktion und Corestriktion ~o yon v euf  H 
bzw. L i s t  ein stetiger dichter Itomomorphismus von H in L, der 

Monatshefte far iVIathematik, Bd. 81/1 3 
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au f /7 '  C ~V' treu ist. Wegen der Kompaktheit  von /~ '  ist ~ (/7') 

= ~(H'). Da ~0 dicht ist, ist ~(H') normal in L u n d  L/~(H') abelseh. 

Also ist L' in ~(H') enthalten. Da L' abgesehlossen ist, gilt auch 

die andere Inklusion und mithin L':q~(H'i=q~(H'). Naeh dem 
Struktursatz fiir kompakte zusammenh~ngende Liegruppen (vgl. 
[8], Chap. XII I ,  Theorem 1.3, p. 144) ist L' eine kompakte zu- 
s~mmenhiingende halbeinfaehe Liegruppe (und mithin aueh die zu 
L' isomorphe Gruppe/1 '  - -  womit der zweite Teil des Satzes be- 
wiesen ist), und es gilt L=L'ZL .  Wit sind d~her s wenn wir 
zeigen kSnnen, dab ~-1 (ZL) in ZH liegt. Ist nun xEq71 (ZL), y ein 
beliebiges Element in H und Ix, y] der Kommutator  yon x und y, 
so gilt ~ (Ix, y]) -~ [~ (x), ~ (y)] : e (da ~ (x) e Z L) und mithin [x, y] = e 
(da ~ ]~, injektiv ist). 

Nueh (5.1) yon [4] besitzt jede kompakt  erzeugte Liegruppe in 
[Z] eine treue endliehdimensionale Darstellung. Wir wollen hier 
einen einfaehen Beweis Ftir den (unbedeutend allgemeineren) Fall 
geben, dab die Gruppe eine [MOORE]-Gruppe ist. 

(3.8) Satz. Sei G eine lcompalct erzeugte Liegruppe in [MOORE]. 
Dann hat G eine treue endlichdimensionale Darstellung. 

Beweis. G enth~it naeh (3.4) einen offenen Normalteiler H yon 
endlichem Index, weloher eine [TAK]-Gruppe ist. Offensichtlieh 
geniigt es zu zeigen, dal] H e i n e  treue endlichdimensionMe Dar- 
stellung besitzt. Mit G i s t  auch H kompakt  erzeugt; denn ist 

G= U Hg~ (mit gl=e) und wird G yon K erzeugt, so iiberlegt 
i = l  ~) 

man sich leieht, dag H yon Hr~g~Kgyl erzeugt wird. Ferner 
i,j= 1 

besitzt H e i n e  endliehdimensionMe Darstellung ~, deren Restrik- 
tion a u f / t '  treu ist (vgl. Beweis zu (3.7)). Mit H ist aueh H//I '  
eine kompakt  erzeugte Liegruppe. Die Struktur der lokalkompak- 
ten abelsehen, kompakt  erzeugten (Lie-)Gruppen ist wohlbekannt 
(vgl. etwa Satz 51 in [15]), Insbesondere gibt es eine endlich- 
dimensionale D~rstellung ~ yon H mit Kern ~-~/~'. Dann ist aber 
a O  v eine treue endliehdimensionale Darstellung yon H. 

Um zu zeigen, dad jede lokalkompakte auflSsbare Gruppe in 
eine [MOORE]-Gruppe ist, benStigen wit den folgenden Satz : 

(3.9) Satz. Sei G eine lolcalkompalcte Gruppe, N ein abgeschlo~se- 
net abelscher Normalteiler in G. G operiert auf der Charalctergruppe 
_~ yon N dutch (g.z)(x)=g(g-lxg) fftr geG, xeN und Ze_~. F/~r 
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jeden Charakter Z~_fl sei die Bahn G z endlich. Sei ~ eine Faktor- 
darstellung von G in dem Hilbertraum g). Dann gibt es einen Charak- 
ter Z ~ -fl derart, daft ~ die (orthogonale) Summe der abgeschtossenen 
Unte~'rdume ~ , "  = {h ~g) I ~ (x) h = ~ (x)h fief alte x ~N}, ~ e GX, ist. 

(3.10) 2Bemerkung. Sind .~ und G setoarabel, so ergibt sich (3.9) 
leicht aus der Mackeyschen Theorie (vgl. [1] oder [11]); denn A7 
ist dann ein Standard-Borel-t~aum und ~/G ist abz/~hlbar separiert, 
woraus folgt, dab der zu der Restriktion yon ~ auf N geh6rige 
Quasi-Orbit transitiv ist. 

Beweis vo• (3.9). Im Beweis werden wir einige elementare 
S/itze aus der (Darste!lungs-)Theorie der C*-Algebren verwenden. 
Diese finder man etwa in [3]. Es sei ~ =-~ IN. Zu ~ korrespondiert 
eine nicht ausgeartete *-Darstellung ,V der C*-Algebra C*(N) yon 
27 in ~.  Mit B sei das Bild yon ~' im Raum B(55) der beschr~nkten 
Operatoren auf 55 bezeichnet. B ist eine (kommutative) C*-Algebra, 
~' induziert einen surjektiven Morphismus r yon C*(N) auf B. 
Mit dx sei das Haarsche Mal~ auf  N bezeichnet. Es gelte d (gxg -1) = 
-=/l(g)dx ftir geG, d.h.  fiir feC,~(N), dem Raum der stetigen 
Funktionen auf  N mit kompaktem Tr~ger, gilt 

f f (g-~ x g) dx -~ f f (x) A (g) dx. 

A ist cine Abbildung yon G in die multiplikative Gruppe der posi- 
tiven reellen Zahlen mit A(glg2)=A (gl)A (gz) fiir gl,geeG. G ope- 
riert auf  C~ (N) durch (g.f) ix) = z] (g)-lf(g-lxg). Man iiberlegt sich 
]eicht, dal~ G die 1-Norm erh/ilt, dab G linear operiert und mit der 
Faltung und tier Involution vertr~glich ist. G operiert mithin auch 
durch *-Automorphismen auf  C*(N). Ferner gilt )~ '(g.f)= 
=:~(g)~'(f):~(g)* fiir alle geG and Mle f eC*(N) .  Man braucht 
diese Gleichung nur ftir feC,~ (N) nachzuweisen: 

~' (g .f) = f (g .f) (x) ~ (x) dx = 
N 

= fA  (g)-~f(g-~xg)u(x)dx = ]A  (g)-~f(x)n(gxg-~)d(gxg -~) = 
1v ~v 

= f f ( x )  ~ (g) ~ (x) ~ (g)* dx  = ~ (g) f f  (x) ~ (x) dx  ~ (g)* = 
Iv 2v 

= ~ (e) ~' ( f )  ~ (~)*. 

Insbesondere gilt z (g )Bx(g )*= B fiir alte geG; G operiert da- 
mit dutch *-Automorphismen auch auf B, and ~ ist G-s 

3* 
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G operiert dann aueh durch Hom5omorphismen auf den Spektren 
C*(2V) ^ bzw. /} der kommuta t iven  C*-Algebren C*(N) bzw. B 
(dutch (g.)~)(f)=z(g-l . f ) f t ir  einen Charakter Z yon C*(/V), ent- 
spreehend ftir B). Man verifiziert leicht, dab die dutch e induzierte 
injektive Abbildung ~ yon ~ in C* (N) ^ G-~quivariant ist. Ferner 
ist C*(•) ^ kanoniseh hom5omorph zu ~ ,  und  der kanonisehe 
HomSomorphismus ist G-aquivariant (beztiglich der in (3.9) an- 
gegebenen Operation yon G a u f  ~) .  Insbesondere sind alle G- 
Bahnen in /~ endlich. Wit verwenden nun das folgende Lemma,  
welches wit ira Anschlul~ an den Beweis yon (3.12) beweisen werden. 

(3.11) Lemma. Sei X ein nicht-leerer lolcalIcompaIcter Hausdorff- 
Raum. Eine (diekrete) Gruppe G operiere dutch HomSomorphi~men 
auf X.  E~r jedes x e X  sei die Bahn Gx endlich. Dann gibt es ent- 
weder ein xoeX mit Gxo = X,  oder es gibt eine nicht-konstante stetige 
tvunktion f mit kompaktem Trdger yon X in das Einheitsintervall 
[0~ 1] mit f ( g - l x ) = f ( x )  f~r alle x ~ X  und allege G. 

Wir wenden (3.11) an auf  X ~ /~ .  Nehmen wir zun~chst an, dab 
der 2. Fall eintritt ,  d. h. da~ es eine nicht-konstante,  G-invariante 
stetige Funkt ion  f auf  i} mit  komp~ktem Tr~ger gibt. Die Gelfand- 
Transformation ~ yon B auf  die C*-Algebra Co(/}) der im Unend- 
lichen verschwindenden, komplex-wertigen stetigen Funkt ionen auf  B 
ist ein G-s *-Isomorphismus (wobei G auf Co (B) dutch  
(g'f) (Z)-~f(g-lz) wirkt). Es gibt folglich einen Operator T eB mit 
~(g) T~(g)* = T ftir a l lege  G, und ~(T)  ----fist eine nieht-konstante 
Funkt ion  in Co(/}). T liegt also in der Kommutan t e  ~(G)' von 
~(G). Andererseits liegt T in B, also in ~(N)" und  erst recht in 
~(G)". Da ~ eine Faktordarstel lung ist, ist dann T ein Vielfaches 
der Ident i t~t  auf  ~5, im Widerspruch zu der Tatsache, d~l~ 3 (T) 
eine nicht-konstante Funkt ion  ist. 

In  unserer speziellen Situation t r i t t  also der 1. Fall yon (3.11) 
ein. Der Rest  des Beweises (bis auf  den noeh ausstehenden Beweis 
yon (3.11)) ergibt sich offensichtlich aus: 

(3.12) Lemma. Sei A eine k~ommutative C*-Algebra, 7: eine nicht- 
avzgeartete *-Darstellung yon A in dem Hilbevtraum ~.  ~ induziert 
einen surjektiven *-Mo~'phismus ~ yon A auf die C*-Algebra 
B: ----~(A). e induziert eine injelctive Abbildung ~ yon dem Spektrum 
B yon B in das Spektrum ~ yon A. Es sei ~(/~)= {gl,.. . ,gn} mit 
Z*:/:XJ f~r i r  Dann ist ~ die orthogonale Summe der ~ :  = 
--~ {x e ~  t �9 (a)(x) -----g,(a)x(VaeA)}. 
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Bewei8 yon (3.12). Es sei i} -~ {~1 .. . .  , ~n} mit ~ (~i) = ~l ~ ---- X~ 
ftir l<~i<~n. Aus der Gelfand-Darstellung yon B folg~, dab es 
Projektoren Pl, . . . ,Pn in B gib~ mi~ 

(i) p~pj ~-- ~IP~ ftir 1 <~i,j <<.n 

n 

(ii) b - = ~  w(b)p~ (VbeB) 
i=1 

n 

(iii) ~ p~ = 10 ( d a v  nieht-ausgeartet is$). 
i=l  

Man verifizier$, dab ~----p~.~ ist, womi$ (3.12) bewiesen ist. 

Bewei8 yon (3.11). Fiir eine endliche Menge E sei ]E I die An- 
zahl der Elemente in E. l~iir jede natarIiche Zahl n sei dann 
Xn: ~- {xeX[  ] Gx] <.n}. Nun gilt: 

(a) Ist  x e X ,  ] Gx I -----m, etwa G x =  {glx . . . .  ,gmx}, so gibt es eine 
offene Umgebung U yon x in X derart, dab die Elemente gl u, . . . ,  gm u 
fiir a l l eu  e U paarweise verschieden sind. 

m 

Man w/ihle niimlich etwa U----- [J {yeX]giy=/=gty}. Aus (a) 
i , j  = 1 

folgt, dab das Komplemen$ yon Xn often ist; die Mengen Xn sind 
mithin abgeschlossen in X. Ferner ist X nach Voraussetzung gleich 
der Vereinigung der Xn.  Da X lokalkompakt ist, gibt es eine 

o 

nattirliche Zahl m derart, dab das Innere Xm yon Xn nicht leer ist. 
Es sei s : ~  max ]Gx ]. W/~hle nun ein fiir den l~est des Beweises 

o 
~ x E X m  

festes x0e~m mit [GXol ~-s, etwa Gxo ~ {glxo,... ,gsxo}. Mit (a) 
ergibt sieh nun:  

(b) Es gib$ eine offene Umgebung U von x0 in X mit ]Gu[-----s 
und Gu ---- {glu,.. . ,gsu} ffir alle u e  U. 

Es sei v: X - > X / G  die natiirliche Abbildung auf den Bahnen- 
raum, X/G trage die Quotiententopologie. Ferner sei eine oftene 
Umgebung U yon x0 gem~$ (b) gew/~hlt. 

1. Fall: U C GXo (d. h. v(U) besteht aus einem Punkt). Dann 
ist Gxo often und abgeschlossen in X. Definiere f :  X->[O, 1] durch 
f lax  o ----1 und f [ x \  ax ~ ~ O. f i s t  eine stetige, G-invari~nte Funktion 
mit komp~ktem Tr/~ger. Entweder ist X = Gxo oder f ist nicht 
konstant, und wir sind fertig. 

2. Fall: v (U) besteht aus mindestens 2 Punkten. 
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Wir zeigen zun~ehst: v(U) ist often in X/G. Der Unterraum 
v(U) yon X/G ist ein lokalkompakter Hausdorff-Raum. Ist ue  U 
mit Gu=/: Gxo, so gibt es K cv (U)  mit 

(i) K ist kompakt. 
(ii) K ist abgesehlossen in X/G. 

(iii) v (x0) liegt im Innern /~  yon K. 
(iv) v(u)6K. 
(v) v-l(K) ist kompakt  in X. 

Beweis. v(U) ist often, da v-l(v(U)) = G U often in X. Seien nun 
x, y e U  mit Gx=/= Gy. Es gibt dann offene Mengen V' und W' in 
X mit xe  V' C U, ye  W' C U und g, V 'ng  s W' = 0 ffir i,j = 1,...,s. 
W/~hle sodarm relativ kompakte, offene Mengen V und W mit 
x e V  c17 c V' und y e W  c IY C W'. Dann ist v(V)nv(W)----O. 
Damit ist gezeigt, dab v(U) ein Hausdorff-Raum ist. Ferner ist 
~(17) eine kompakte Umgebung yon v(x) in v(U); v(U) ist daher 
lokalkompakt. Ist u e  U mit G u #  GXo wie in der Behauptung vor- 
gelegt, so ffihre man die obige Wahl yon Umgebungen fiir x = x0 
und y = u durch. Setze dann K: = v (]7). Offensiehtlieh sind (i), (iii) 

und (iv) erffillt. Ferner ist v -1 (K) ----- v -1 (v (17)) = G 17 = 6 g~ 17 (nach 
(b)), also ist v-l(K) kompakt;  (ii) folgt arts (v). i=l 

W/~hle nun ein uz  U mit G u #  Gxo und ein zugehSriges K mit 
(i)--(v).  Auf dem lokalkompakten Raum v(U) gibt es eine stetige 
Funktion 9: v(U)-~[0,1] mit 9(v(x0))= 1 und 9 (v (U) '~K)={0} .  
Setze ~0 fort zu ~: X/G-+ [0, 1] durch ~[v(U) ---- ~p und ~ [x/G\~ (v) = O. 
Da v(U) often und K abgeschlossen in X/G ist, ist ~ ste~ig, f:----~v 
ist eine stetige, nieht-konstante Funktion auf  X, deren Tr/~ger in 
der kompakten 1Vfenge v -1 (K) liegt. Damit ist (3.11) bewiesen. 

(3.13) Satz. Eine lokalkompakte auflSsbare G'ruppe G liegt genau 
dann in ~ ,  wenn G eine [MOORE]-Gruppe ist. 

Beweis. Nach (3.5) liegt jede [MOORE]-Gruppe in ~ .  Die 
Umkehrung wird dutch Induktion fiber die Stufe yon G bewiesen. 
Ist  G abelsch, so ist jede irreduzible Darstellung yon G eindimen- 
sional und G mithin eine [MOORE]-Gruppe. Ist  G auflSsbar yon 
der Stufe n >1 ,  so enth~lt G einen abgeschlossenen abelschen 
Normalteiler N derart, dab GIN yon der Stufe n - - 1  ist. Nach 
(2.11) liegt auch G/N in ~ und ist mithin naeh Induktionsvoraus- 
setzung eine [~OORE]-Gruppe. Wir wollen (3.9) auf das Paar 
(N, G) anwenden. Zuni~ehst ist naehzuprfifen, da$ fiir jeden Cha- 



Zwei Klassen lokalkompakter  maximal  fastperiodiseher Gruppen 39 

rakter Z e N die Bahn G g endlich ist. Ist @ eine endlichdimensionale 
Darstellung von G in V, so sei V ,  : = {v e V I @ (x) v = ~ (x) v (Vx  ~ N)} 
fiir ~]e~.  V,  ist nut ftir endlieh viele ~ e ~  yon Null verschieden. 
Da G in ~ liegg, gibt es zu einem vorgelegten Xe2~ eine endlich- 
dimensionale (irreduzible) Darstellung ~ yon G in V mit V z r 0. 
Ist dann g e G ,  so rechnet man leicht nach, dab Vg x ----~(g)Vz=~O 
ist. Daher ist G g endlich. Sei m m  ~ eine irreduzible Darstellung 
yon G in ~ .  Wir haben zu zeigen, dab 55 endliehdimensionM ist. 
Nach (3.9) gibt es einen Charakter ~ e 2 )  derart, dab 55~:---- 
- - -{hE~ [ z l (x )h=~l (x )h(Vx~N)}  yon NuJ1 verschieden ist. Da G in 

liegt, gibt es eine endlichdimensionMe (irreduzible) Darstellung 
@ yon G in V mit V ~ #  0. Nun betrachte man die Darstellung 
~| in 55|  Auf  5 5 , @ V ~ r  wirkt N trivial, also ist 550:= 
= { h e 5 5 @ g [ ( z @ @ ) ( x ) h = h  (Vx~N)} yon Null verschieden. 50 ist 
ein abgeschlossener, unter (~ |  @) (G) invarianter Unterraum. Wegen 
(D) aus (3.4) ist die Restriktion ~ yon ~ |  auf 550 eine endliche 
Summe irreduzibler Teildarstellungen yon G bzw. yon GIN. Da 
GIN eine [MOOI~E]-Gruppe ist, is~ 550 endlichdimensional. Wie im 
Beweis yon (3.4) schlieBt man nun, dab auch 55 endlichdimensional 
ist, und (3.13) ist bewiesen. 
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