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Abstract 

Chu=Duality and Two Classes of Maximally Almost Periodic Groups. This 
is a continuation of the paper ,,Zwei Klassen lokalkompakter maximal fast- 
periodisehcr Gruppen", [6]. In  [6], the classes 92 and D were introduced. 
We give sufficient conditions to conclude that  G is in D (92 t3 ~ )  if one knows 
that  G/Go is in D(92 t3 D). If" a group G is in 92 (3 D and if G satisfies the 
Chu-duality then all closed subgroups of G satisfy the Chu-duality. The 
Chu-quasi-dual of the Heisenberg group H with integral coefficients is 
computed. I t  is shown that  H does not satisfy the Chu-duality, that  H is in 
92, and that  H is not in D.  

Einleitung 

Diese Arbeit ist eine Fortsetzung der Arbeit ,,Zwei Klassen 
lokalkompakter maximal fastperiodischer Gruppen",  unter  [6] im 
Literaturverzeichnis aufgeftihrt. Wir setzen bier die Bezeichnungen, 
Definitionen und Siitze yon [6] voraus; mit (i ,j) ,  1 <. i <~ 3, verweisen 
wir auf  Abschnitt (i,j) yon w i in [6], deswegen haben die drei Para- 
graphen dieser Arbeit die Nummern 4, 5, 6 erhalten. In  w 4 wird 
gezeigt: Ist  G eine Gruppe in 92 n ~ ,  die der Chu-Dualit/~t gentigt, 
so geniigt auch jede abgeschlossene Untergruppe yon G der Chu- 
Dualit/~t. In  w 5 wird untersucht, warm man aus der Tatsache, dab 
G/Go (Go ist stets die Zusammenhangskomponente des Eins- 
elementes in der Gruppe G) in D bzw. in 92 (3 ~ liegt, schlieBen 
kann, dab auch G in D bzw. in 92 n D liege. In  w 6 wird die Gruppe 

H3 (~_) : = 1 [ x, y, z e 7z eingehend untersucht. Das Chu-Quasi- 
0 

Dual yon H3 (Z) wird bestimmt; es wird gezeigt, dab H3 (Z) nicht 
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der Chu-Dualit~t geniigt. Ferner wird bewiesen, dal] H3(2[) in 92, 
aber nicht in ~ liegt. Es gibt eine kompak~e abelschc Gruppe A 
derart, dal~ H3(7/)• nicht in 9d liegt (die (2.13) und (2.14) ent- 
sprechenden Siitze sind mithin fiir die Klasse 92 falsch). 

w 4 Abgeschlossene Untergruppen yon Chu-Gruppen 

In  diesem Paragraphen wollen wir ein hinreichendes Kriterium 
daFdr angeben, dal~ eine abgeschlossene Untergruppe einer Gruppe, 
die der Chu-Dualit~t geniigt, ebenfalls der Chu-Duali~t genfigt. 
Dieses Kriterium ist eng mit  der Definition der Klassen 92 und 
verknfipft. Zuvor sei kurz an die Konstruktion yon CHv erinnert 
(vgl. [1] oder [2]). Es sei G eine lokalkompakte Gruppe; f~ir eine 
natiirliche Zahl n sei Repn(G) die ~enge der Homomorphismen 
yon G in die uni~re  Gruppe U(n), versehen mi~ der kompakt- 
offenen Topologie; Rep (G) sei die topologische Summe der R~ume 
Repn(G), n e N. Ferner sei ~1 die topologische Summe der unit~ren 
Gruppen U (n). Dann sei c G die Menge aller stetigen Abbildungen 
Q yon Rep(G) in ~I mit den folgenden Eigenschaften 

(1)/cRep  (r * Q (f) U 
(2) Q (fi | = Q (fi) |  Q (fz) ffir alle fi,I2 eRep (G), 

(3) Q (A | = Q (A) | Q (f2) ftir alle A ,f2 e Rep (r 
(4) f e R e p n  (G), A e U (n) ~ Q ( A f A  -i)  = A Q (f) A - i  . 

Versieht man c G wiederum mit der kompakt-offenen Topologie und 
erkl~r~ man auf e G eine Multiplikation durch Qi" Q2 ( f ) =  
-= Qi(f)" Q~.(f), so wird c G zu einer topologischen Gruppe. Diese 
Gruppe heil~t d~s Chu-Quasi-Dual yon G. Des weiteren crh~lt man 
einen Homomorphismus w: G->c G durch w (x)(f)-~f(x).  Man sagt, 
dab G der Chu-Dualit~t geniigt, wenn w ein Isomorphismus topo- 
logischer Gruppen ist. 

Eine Realisierung der Bohrkompaktifizierung yon G kann man 
auf die folgende Weise erhalten: Man versehe l~ep(G) mit der 
diskreten Topologie. Die Menge aller Q: Rep (G) ->~1 mit den Eigen- 
schaf~en (1)--(4) wird dann wie oben zu einer Gruppe; versieh$ 
man diese mit der kompakt-offenen ( =  endlich-offenen) Topologie, 
so wird diese Gruppe zu einer kompakten Gruppe b G. Die Inklu- 
sion m: c G->b G is~ ein Homomorphismus, und das Kompositum 
r : = m w : G - > b G  ist eine Bohrkompaktifizierung yon G. Ins- 
besondere ist jede Gruppe, die der Chu-Dua l i~  geniigt, eine 
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[MAP]-Gruppe. Die Konstruktion yon CHv verh/~lt sich verniinftig 
gegen Morphismen. Es gilt d~s folgende Lemma, dessen einfachen 
Beweis wir ~uslassen. 

(4,1) Lemma. Seien G1 und Ge lokalkompa]cte Gruppen, ~: 
G1--> G2 8ei ein Homomorphismus. Es sei cq~: c G1~c G2 (und analog 
b q~ : b G1--> b G2 ) definiert dutch ( c ~o ) ( Q ) (f ) = Q (f o ~ ) fi~r Q e c G1 (bzw. 
Qeb G1) und feRep(G~). Dann sind c9~ uncl b~o Homomorphismen 
topologischer Gruppen. Sind ferner w~: G ~  c Gt und mi: c Gi-+b G~ 
fi~r i-~ 1, 2 die oben konstruierten Homomorphismen, so ist das Dia- 
gramm 

~i  ~ = c C 1  ~ m~ ~ bG, 

kommutativ. 

r2 

Nun wollen wir das ~ngekiindigte Kriterium beweisen. 

(4.2) Satz. Die lolcallcompa]cte Gruppe G geni~ge der Chu-Duali- 
ti~t. Es 8ei H eine abgesvhlossene Untergruppe und r: G->b G eine 
Bohr]compaktifizierung yon G. Ist H ~ - r - l ( r ( H )  -) und i~t die Ein- 
schriinl~ung rH: H->r(H)-  eine Bohrkompaktifizierung yon H, so 
geni~gt auch H der Chu-Dualitgt. 

Insbesondere besagt der Satz: Ist  G eine Gruppe in 9.1 c~ D, die 
der Chu-Dualits geniigt, so geniigt jede ~bgescMossene Unter- 
gruppe yon G der Chu-Du~lit/it. 

Beweis. Mit ~0 sei der Inklusionshomomorphismus yon H in G 
bezeichnet. Nach (4.1) ist das Diagramm 

H I#'H ~- C'H mH -~bH 

G WG p- cG mG ~,.bG" 

Monatshefte fiir l~Iathematik, Bd. 82/1 

kommutativ. 

3 
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Das Kompositum r: -= m~wa ist eine Bohrkompaktifizierung 
yon G. Nach Voraussetzung ist w~ ein Isomorphismus. DaB die 
Einschr/~nkung rH eine Bohrkompaktifizierung yon H ist, besagt 
gerade, dal~ b~0 injektiv ist (vgl. (2.3)). Aus der Kommutat ivi t~t  
dos Diagramms folgt sofort, dal3 WH injektiv ist. Wir zeigen nun, 
dal~ WH auch surjektiv ist. Sei dazu QEcH vorgelegt. Dann liegt 
cq (Q) in c G, und naeh Voranssetzung fiber wa gibt es ein eindeutig 
bestimmtes y E G mit wa (y) = c ~ (Q). ~ a n  erh/~lt r (y) = mawG (y) = 

Also liegt r(y) in b~o(bH), letztere Gruppe st immt aber mit 
r(H)- iiberein (dieses folgt allein aus der Tatsache, da$ ~ H W  H als 
Bohrkompaktifizierung yon H e i n e  dichte Abbildung ist). Wegen 
H = r - i ( r ( H )  -) liegt dann y sogar schon in H. Um nun Q=wH(y)  
nachzuweisen, geniigt es, die Gleichung bq)mH(Q)~-bqJmttwH(y) zu 
zeigen, da bqgmH injektiv ist. Letztere Gleichung ist / iquivalent zu 
mac 9) (Q) -= mawa (y), dieses ist aber wegen c~ (Q) = wa (y) riehtig. 

Damit  ist w~ stetig und bijektiv. Da6 ~vH auch often ist, folgt 
unmi~telbar aus dem folgenden einfachen topologisehen Lemma, 
welches wir ohne Beweis formulieren. 

(4.3) Lemma. Seien X,  Y, Z und W topologische _Ri~ume, X 8ei 
ein Unterraum yon Z. Ferner seien h: Z --> W ein Hom6omorphismus, 
f:  Y-> W eine stetige Abbildung und g: X--> Y eine 8tetige, bijektive 
Abbildung, und da~ Diagramm 

X g ~ y  

Z ..... ~k~"  

Dann ist g ein HomSomorphismus. 

~ei kommutativ. 

w 5 W a n n  kann man aus G/Go ~ 9/(~) sehlieflen, daft G in 92 (~) liegt ? 

In  diesem Paragraphen wollen wir die Frage untersuchen, unter  
welchen Voraussetzungen man schliel~en kann, dal~ G in 9.1 bzw. 
bzw. in 92 c ~  liegt, wenn G/Go in 93 bzw. in ~ bzw. in 92 c ~  liegt. 
Eine gewisse Antwort geben die beiden folgenden S~tze, die wir 
in diesem Paragraphen beweisen wollen. 

(5.1) Satz. Sei G eine [~AP]-Gruppe mit Bohrkompaktifizierun 9 
r : G -+ b G. Die Einschrdnkung (~nd Coeinschrttnkung) ro: Go -* r (Go)- 
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yon r sei eine Bohrlcompaktifizierung von Go. Liegt dann G/Go in D, 
so liegt auch G in ~ .  

(5.2) $atz. Voraussetzungen yon G wie in (5.1). Liegt G/Go in 
92 (h ~ ,  so liegt auch G in 92 n ~ .  

Die Beweise fiir (5.1) nnd (5.2) verlaufen folgendermaBen: Wir 
beweisen die S/itze zun~chst fiir einen Spezialfall und ftihren dann 
den allgemeinen Fall mit ~hnlichen ~berlegungen wie beim Beweis 
zu Proposition 4 in [3] auf den Spezialfall zurtick, wobei wir einige 
Ergebnisse aus w 2 verwenden. 

Beweis yon (5.1). Zus~tzlich zu den yon den G geforderten 
Eigenschaften gelte noch, dab Go zentral in G und dab Go (als 
topologische Gruppe) isomorph zu einem Rn ist. 

Sei nun H e i n e  abgeschlossene Untergruppe yon G. Wir haben 
zu zeigen, dab die Einschr/inkung rH: H->r(H)- clue Bohrkom- 
paktifizierung von H i s t .  Dazu sei L der AbschluB der Untergruppe 
HGo yon G. Um zuni~chst einmal nachzuweisen, dab die Ein- 
schr~nkung rL: L-+r (L)- von r auf  L eine Bohrkompaktifizierung 
yon L ist, wenden wir (2.8) an auf  M =  G, U - ~ L  und N-~  Go. 
Nach Voraussetzung ist rx: N->r (N)- eine Bohrkompaktifizierung 
yon N----Go = L 0 .  Es bleibt zu zeigen, dab der induzierte Homo- 
morphismus r* : L/Lo->r (L)-/r (Lo)- eine Bohrkompaktifizierung yon 
L/Lo ist. :Nun ist der eindeutig existierende Homomorphismus ~, 
welcher das Diagramm 

r 
G ~bG" 

1 ? 

kommutat iv  ergtinzt, eine Bohrkompaktifizierung yon G/Go. Da 
G/Go nach Voraussetzung in ~ liegt, ist die Einschriinkung 

f :  L/Go-~L/Lo-+~(L/Lo)- yon ~ eine Bohrkompaktifizierung yon 
L/Lo. Wie man sich leicht fiberlegt, induziert der Quo~ienten- 
homomorphismus b G->b G/r (Go)- durch Einschrtinkung auf r (L )- 
und Ausfaktorisieren yon r (Go)- einen Isomorphismus i: 
r (L)-/r (Go)- -> ~ (L/Lo)- mit i r * -~f; mit f i s t  dann auch r * eine Bohr- 
kompaktifizierung yon L/Lo. Um nachzuweisen, dab rH eine Bohr- 
kompaktifizierung yon H ist, gentigt es somit zu zeigen, daI~ die 
Einschrt~nkung einer Bohrkompaktifizierung yon L auf  H e i n e  

3 * 
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Bohrkomloaktifizierung yon H i s t .  Ferner hat  L die in (5.1) yon G 
geforderten Eigenschaften, L/Lo liegt nach (2.5) als abgeschlossene 
Untergruppe yon G/Go in | Wir kSnnen also im folgendsn 
o. B. d. A. amlehmen, da$ L = G, d .h .  G = (H Go)- ist. Fiir den 
Nachweis, dal] rH eine Bohrkompaktifizierung yon H ist, wenden 
w~r wiederum (2.8) an, und zwar a u f M  = G, U = Hund  N = H n Go. 
Da to: Go~r(Go)- sine Bohrkompaktifizierung yon Go ist und Go 
als lokalkompakte abelsche Gruppe in ~ liegt, ist die Einschr/~nkung 
yon ro auf N ( =  Einschr/~nkung yon r auf N) eine Bohrkompakti- 
fizierung yon 2V. Es gentigt somit zu beweisen, da$ der induzierte 
Homomorphismus ILl/Go • H -+ r ( H)-/r (Go (3 H)- eine Bohrkompak- 
tifizierung yon H/Go n H i s t .  Dazu reieh~ es offeabar ass zu zeigen, 
dai~ es zu jeder irreduziblen Darstellung ~: H-+U(V)yon  H in 
dem endliehdimensionalen komplexen Hilbertraum V mit Kern 

D Go N H sine ste~ige Darstellung r G -> U (V) m i t r  I H ---- q gibt. 
Sei also ein q mi~ den obigen Eigensehaften vorgelegt. Dann gilt: 

(~) Zu q existiert eine endliche Teilmenge E----{hi,...,ha} yon 
H derart, dal~ der Zentralisator yon ~(E) in U(V) gerade das 
Zentrum yon U (V) ist; denn: 

Sei/~ die C-lineare Hiille yon q (H) in End(V),  dem Endomor- 
phismenring yon V./~ ist dann tin Unterring von End (V). Wegen 
der Irreduzibflit/it yon ~ sind die Vielfaehen der Identi tgt  die 
sinzigen Endomorphismen, die mit allen Elementen aus R ver- 
tauschbar sind. Wghlt man dana E derart, dab q(E)e ine  Basis 
yon /~  ist, so bilden die Vielfaehen der Identitgt,  die in U (V) liegen 
(das ist gerade das Zsn~rum yon U(V)), den Zen$ralisator yon 
9(E) in U(V). 

Da es einen injektiven Homomorpbismus yon H/Kern9 in U (V) 
gibt, hat  mit U(V) auch H/Kern9 keine kleinen Untergruppen; 
daher ist H/Kern9 sine Lissehe Gruppe (vgl. [9] in dem bier vor- 
liegendsn totalunzusammsnh/~ngenden Fall kann man dieses frei- 
lich auch daraus erhalten, dal~ nach dem Theorem auf p. 54 in [4] 
jede Umgebung des Einselementes in H/Kernq eine offene kompakte 
Untergruppe enth/~lt). H/Kemp0 ist totalunzusammenh/~ngend, da 
Go n H  in K e r n 9  enthalten ist. Zusammen ergibt sich, dab 
H/Kern~ diskret und mithin Kern~ often in H ist. Da H abge- 
sehlossen und Go zentral in Gist ,  ist H wegen G = (HGo)- normal 
in G. Wir betraehten nun die durch (g,h)v--+[g,h]:=-ghg-lh -1 
definierte ste*ige Abbildung yon G X H in H. Weil Kern ~0 often in 
H ist, gibt es Ftir i =  1, . . . ,n eine offene Einsumgebung T, in G 
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n 

mit [T~,h~] C Kern~o. Setzt man dann T =  n T~, so gilt [T,h~] C 
i=1 

C Kern~0 ftir alle i. Wegen der Zentraliti~t yon Go gilt sogar 
[TGo,h~] C Kern~0 fiir alle i, Nach dem Theorem auf p. 54 in [4] 
gibt es eine offene Untergruppe U yon G mit Go C U C T Go; dann 
ist [U,h~] fiir i : -  1, . . . ,n in Kern ~ enthalten. Ferner gelten: 

(fi) ~ (U n H) ist im Zentrum yon U (V) enthalten. 

(r) U = ( U c ~ H )  Go. 

((~) (U nH)'= U'. 

Zu (fl): Sei ueUnH.  Naeh (~) geniigt es zu zeigen, dab ~v(u) 
mit ~o (h~) fiir i =  1, . . . ,n vertausehbar ist. Nun liegt aber uh~u-lh-( 1 
im Kern yon ~, es gilt also q~(uhiu-lh-il)=lv, woraus sich die 
Behauptung sofort ergibt. 

Zu (y): 0ffenbar ist (UtaH) Go in U enthalten. Da U als 

offene Untergruppe aueh abgesch]ossen ist, gilt (U n H) Go C U ---- U, 
womit die eine Inklusion bewiesen ist. Seien nun u e U und eine 
offene Umgebung W yon u in G vorgelegt. Wir haben zu zeigen, 
dab Wc~(UnH)Go nieht leer ist. O. ]3. d .A.  kSnnen wir an- 
nehmen, dab W in U enthalten ist. Wegen G =  (HGo)- gibt es 
h~H und ge Go mit bye W. Da g nnd W in U enthalten sind, liegt 
h in U und somit in H c~ U. Also ist hg ein Element yon (U c~H) Go, 
und der Durchschnitt  yon W mit (U c~ H) Go ist mithin nicht leer. 

Zqz ((~): Offenbar ist (U c~H)' in U' enthalten. Da H normal in G 

ist, ist U c~Hund dann auch (U c~H)' normal in U. Die Einbettung 
yon (UtaH)Go in U ist naeh (y) dieht und induziert einen injek- 
riven, stetigen, dichten Homomorphismus yon (U c~H) Go/ 
/(Uc~H)'n (UtaH)Go in U/(U n H)'. Nun ist abet die Kommnta-  
torgruppe yon (UnH)Go wegen der Zentralit/~t yon Go gleich 

(U c~ H)' und daher in (U c~ H)' n (U c~ H) Go enthalten. Also ist 

(Uc~H)Go/(U~H)'n(UnH)Go und dann auch U/(UnH)' 
abelsch; folglich liegt U' in (UtaH)'. 

Wir sind nun in der Lage, eine stetige Fortsetznng ~ yon 
~0-H-> U(V) auf G zu konstruieren, womit dann der Beweis fiir 
(5.1) im Spezialfall erbracht sein wird. Die Einbettung i yon U c~H 
in U induziert naeh (fi) eine abgeschlossene Einbet~ung i* yon 

(Uc~H)/(Uc~H)' in die lokalkompakte abelsehe Gruppe U/U'. 
Da q~(UnH) naeh (fl) im Zentrum ZU(V) yon U(V) liegt, wird 
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(U r~H)' unter  9 anf die Identiti~t in U(V) abgebildet; 9 induziert 

also einen stetigen Homomorphismus 9" yon UnH/(UnH) '  in 
U(V) mit B i l d g * c  ZU(V). Da nun i* eine abgesehlossene Ein- 
bettung und Z U(V) zur Gruppe der komplexen Zahlen vom 
Betrage 1 isomorph ist, gibt es nach Satz 55 aus [7], S. 50, einen 

Homomorphismus ~* yon U/U' in U(V) mit Bildt0* C Z U(V) und 
~*i* = 9 * -  In  anderer Sprechweise, das Diagramm 

L 
U,'~H ='- 6' 

\ 
u f v J  = uf/,'/ 

ist kommu~a~iv, wobei mit !P das Kompositum aus y~* und dem 

Quotientenhomomorphismus U--> U/U' bezeichnet ist. 
Wegen Go C U und G = (HGo)- gill G =  (HU)-; mit U ist aueh 

HU often und daher abgesehlossen (HU ist eine Untergruppe, da 
H normal in Gist) in G, also ist G=HU. 

Wit definieren nun r  G-+U(V) durch q~(hu)----9(h)to(u) ftir 
h aH u n d u e  U. Es bleibt dreierlei zu zeigen: 

(1) ~ ist wohldefiniert, 
(2) r ist stetig, 
(3) ~ ist homomorph. 

Zu (1): Sei hlul=h2u2 mit h~eH und uieU. Dann liegt 
h~lhl = usu~ 1 in H n U. Es gilt daher 9(h~lhl) ---- y,(usu~l), mithin 
q~(he)-lcf(hl)=~(u2)V(Ul) -1 und folglieh c~(hlu~)-~cf(hl)~p(ul)= 
= ~0 (he) ~ (u2) = ~ (h2 u2). 

Zu (2): ist klar, da ~v stetig und U often ist. 

Zu (3): Wegen G : (HGo)- und der Stetigkeit yon r geniigt es 
zu zeigen, dab die Einschr/~nkang yon r auf die Untergruppe 
HGo homomorph ist. Seien also x l : h l g l  and  x~:h2g~ mit hieH 
und g~eGo. Dann ist c~(xlxe):~v(hlh2glg~), da Go zentral in G 
ist, und r (hi he gl g2) : ~ (hi he) ~ (gl g~) ~ ~ (hi) ? (h2) ~ (91) ~v (g~) : 
: ~v (hi) ~f (g~) ~ (hz) ~ (ge), da Bild ~v im Zentrum yon U (V) liegt. Also 
gilt ~ (x~ xe ) : ~v (hi) ~ (gl) ~v (he)~v (g~,) -~ q5 (hi gl) ~ (he g~) : r (xl) @ (x~). 
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Damit ist (5.1) im Spezialfall bewiesen. Wir wenden uns nun 
dem allgemeinen Fall zu. Mi~ G i s t  aneh Go eine [MAP]-Gruppe. 
Nach dem Satz yon FI~EUI)~NT~AL und WElL (als (A) in (3.4) 
formuliert) enthglt Go eine kompakte normale Untergruppe K mit 
der Eigenschaft, dab Go/K zu einem Nn isomorph ist. Da Rn auBer 
der trivialen Untergruppe keine kompakte Untergruppe besitzt, ist 
K die gr6Itte kompakte Untergruppe yon Go. Mit Go ist dann auch 
K invariant unLer allen AuLomorphismen yon G, insbesondere ist 
K normal in G. Um nachzuweisen, dab G in D liegt, genfigt es naeh 
(2.13) zu zeigen, dab M: = G/K in D ]iegt. Ferner hat  M die in 
(5.1) yon G geforderten Eigenschaften, denn: 
G/Go ist isomorph zu (G/K)/(Go/K)= M/(Go/K); also ist Mo = Go~K, 
und mit G/Go liegt auch M/Mo in ~ .  Der eindeutig existierende 
stetige Homomorphismus r welcher das Diagramm 

U "~bG 

t ,  t 
24 ~ b G/r {K) 

kommutat iv  erg~nzt, ist eine Bohrkompaktifizierung yon M. Mit r 
ist auch ~ injek~iv, M i s t  also eine [MAP]-Gruppe. 

Es bleibt zu zeigen, dab die Einschrgnkung ~o: M0->r (Mo)- yon 
auf  Mo eine Bohrkompaktifizierung von Moist. Nun ist aber ~ (Mo)- 
nichts anderes als r(Go)-/r(K), und ~o ist der yon ro: Go->r(Go)- 
durch Ausfaktorisieren yon K bzw. r (K) induzierte Homomorphis- 
mus. Da ro nach Voraussetzung eine Bohrkompaktifizierung yon 
M0 ist, ist dann ~o eine Bohrkompaktifizierung yon 2kr0. Wir 
kSnnen also o. B. d. A. annehmen, dal3 M ~-G, das heil3t daft Go 
isomorph zu einem ~n ist. Es sei C der Zentralisator yon Go in G. 
Nach Theorem 4 aus [8] (als (B) in (3.4) formuliert) ist C ein Normal- 
teiler yon endlichem Index in G. C erftillt die in (5.1) yon G ge- 
forderten Voraussetzungen, denn: 
C/Co liegt als abgesehlossene Untergruppe yon G/Go nach (2.5) in ~ .  
Die Einschr//nkung C-->r(C)- yon r auf C ist nach (2.9) eine Bohr- 
kompaktifizierung yon C. Da to:Go-+r (Go)- naeh Voraussetznng 
eine Bohrkompaktifizierang yon Go ist, ist die Einschrgnknng einer 
Bohrkompaktifizierung von C auf Co eine Bohrkompaktifizierung 
von Co. Des weiteren ist C offenbar eine [MAP]-Gruppe. 
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Ferner ist Co= Go(~R n) zentral in C. Auf Grund des bereits 
abgehandelten Spezialfalles ist dann C in | und nach (2.12) liegt 
G als endliche Erweiterung einer Gruppe aus ~ ebenfalls in ~ .  

Beweis yon (5.2). I~ach (5.1) liegt G in D. Es bleibt daher zu 
zeigen, dal~ G in 9g liegt. Wir untersuchen zun~chst wiederum den 
Spezialfall, daI3 Go zentral in Gist .  Sei nun H e i n e  abgeschlossene 
Untergruppe von G, r: G+b G sei eine Bohrkompaktifizierung yon 
G. Wir haben zu beweisen, dab r -1 (r (H)-) ----- His t .  Wie beim Beweis 
yon (5.1) sei L =  (H Go)-. Dann gilt zun~chst r-l(r(L) -) C L, denn: 
Bezeichnen v: G-+G/Go und #: b G-+bG/r(Go)- die Quotienten- 
homomorphismen, so ist der eindeutig existierende Homomorphis- 
musr  welcher das Diagramm 

G ' ~bG 

G / S  o , b G / r  (Go) - 

kommutat iv  erggnz~, eine Bohrkompaktifizierung yon G/Go. Da 
v(L)=L/Go eine abgeseMossene Untergruppe yon G/Go ist, gilt 
r (r (L)-) = v(L) naeh Voraussetzung und naeh Definition der 
Klasse 92. Ferner gilt r(L) C t*-l(r C tt-I(r folglieh ist 

 nth lt n.  rgibt  ieh 
C r - l ( #  -1 (~v (L)-)) ---- v-l(~ -1 (~v (L)-)) ---- v-1 (v (L)) = L. 

Da G in ~ liegt, ist die Einschr~nkung rL: L->r(L)- yon r auf 
L eine Bohrkompaktifizierung yon L. Mit r-l(r(L) -) ist trivialer- 
weise ~uch r-l(r(H) -) in L enthalten; daher gilt r~I(rL(H)-)--  - 
=r-l(r(H)-), und unsere Beh~uptung isL ~quivaleng zu H =  
-----r~l(rn(H)-). Ferner erfiillt L die in (5.2) yon G geforderten Vor- 
aussetzungen. O. B. d. A. kSnnen wir daher annehmen, d~I~ G----L, 
d. h. dal~ G = (H Go)- ist. Wegen der Zentralit~t yon Go ist dann 
H ein abgeschlossener l~Iorm~ltciler in G. Des weiteren ist d~s 
Kompositum aus der Einbettung G0-~ G und dem Quotienten- 
homomorphismus G-+ G/H ein dichter Homomorphismus, und mit 
Go ist auch G/H eine abelsche Gruppe. Als lokalkomp&kte abelsche 
Gruppe ist G/H aber maximal fastperiodisch. Der durch r indu- 
zierte Hon-lomorphismus G/H->b G/r(H)- ist eine Bohrkompakti- 
fizierung yon G/H ~nd mithin injektiv, was abet gerade nichts 
anderes als H ---- r -1 (r (H)-) bedeutet. 
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Damit is~ (5.2) fiir den Spezialfall bewiesen, und wir wenden 
uns dem allgemeinen Fall zu. Sei wiederum K die grSl3te kompakte 
Untergruppe yon Go und 3 1 : =  G/K. Nach (2.14) genilgt es zu 
zeJgen, dab M in 92c~| liegt. M besitzt die in (5.2) yon G ver- 
langten Eigensehaften. 3fit Ausnahme der Fordemng, dab M/Mo 
in 92 n | liegt, haben wir diese EigensGhaften beim Beweis yon 
(5.1) nachgeprtift. M/Mo liegt abet in 92 n |  da G/Go diese EigGn- 
schaft besigzt und M/Mo zu G/Go isomorph ist. O. B. d. A. kSnnen 
Mr  also wiederum annehmen, dab M = G, das heist  dal3 Go iso- 
morph zu einem ~ ist. Es sei wieder C der Zentralisator von Go 
in G. Mit G/Go liegt auGh C/Co als abgeschlossene Ungergruploe yon 
G/Go in 92 n ~ .  C erftillt auGh die tibrigen Voraussetzungen yon 
(5.2), denn G liegt naGh (5.1) in | die EinsGlu'//nknng re: C-+r(C)- 
ist folglich eine Bohrkompaktifizierung yon C, und dami~ ist die 
EinsGhr//nkung einer Bohrkompaktifizierung yon C auf Co = Go eine 
Bohrkompaktifizierung yon Co. Ferner isg Co zentral in C, und auf 
Grund des bereits abgehandelten Spezialfalles lieg~ C in 92 c~| 
Verwendet man dann, dag C naeh (B) aus (3.4) yon endlichem Index 
in Gist,  so ergibt sich mit (2.12), dab G in 9,1rid liegt. 

Damit isg (5.2) vollst/~ndig bewiesen. 

w 6 Das Chu-Quasi-Dual der Heisenberg-Gruppe mit ganzzahligen 
Eintragungen 

In  diesem Paragraphen zeigen wir zun~ohsL dab 9.1 nicht in 

ent, hal~en is~. Die Gruppe H3 (~)' = 1 Ix, y, z E 2}, versehen 
0 

mi~ der diskre~en Topolog~e, liegt ngralich in 9.1, aber nicht in D. 
Damus ergibt sich dann mit Hilfe eines einfachen Lemmas, da• 
eine kompakte abelsche Gruppe A dGrart existiert, daft H3(~ ) •  
nicht in 92 liegt. Die (2.13) und (2.14) entsi0rechenden S~itze fiir 
die Klasse 92 sind also falsoh. Zum AbschluB zeigen wir dann 
noGh, dab H3(Z) night der Chu-Dualit~t geniigt. Der Satz yon 
CH~ (vgl. [1]), wonach endliche Produkte yon Gruppen, die der 
Chu-Dualit~t geniigen, ebenfalls der Chu-Dualit~t geniigen, kann 
also night auf  semidirekte Produkte (H3(Z) ist ein semidirektes 
Produkt  zweier abelscher Gruppen) verallgemeinert werden, auch 
nioht dann, wGnn das semJdirekte Produkt  eine [MAP]-Gruppe ist. 
Das Chu-Quasi-Dual cH3 (77) kann man explizit angeben. 
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Die Struktur von H3(77) ist recht einfach. F i r  die Matrix 

1 in Ha(77) schreiben wir aueh kurz [x,y,z]. Ha(2) ist das 
0 

semidirekte Produkt  NV aus dem Normalteiler N: {[O,y,z]Ly, zE 
e 7/} ~ 7/2 und der Untergruppe V: ~ {Ix, 0, 0] Ix e Y} ~- Y. Der deft- 
nierende Homomorphismus s : V->Ant (N) ~ A u t  (772) _-- GL (2, 77) ist 

gegeben durch s ([x, 0, 0]) = ( :~ ) .  Man rechnet leicht nach, d~l  
/ I 

Z(Ha(77))--=H3(77)'=([O,O,z,]lz~77 } ist. H8 ist nilpotent yon der 
Klasse 2. H3(77) liegt nicht in D, wie man mit Hiffe yon (3.13) und 
(F) aus (3.4) naehweisen kann. Genauer ergibt sieh aus dem ein- 
f~ehen Lemma (3.6): 

(6.1) Die (abgeschlossene) Untergruppe H3(7/)' yon Ha(7/) er- 
fiillt nicht die ~quivalenten Bedingungen (1)--(4) yon (2.3). 

Beweis. Da Ha (77)' zentral in Ha (77) ist, impliziert (3.6), dab (4) 
aus (2.3) fiir eine trene eindimensionale Darstellung ~ von Ha(7/)' 
nieht erftillt ist. 

(6.2) Ha (7/) liegt in 92. 

Beweis. Zur Abkiirzung setzen wir in diesem Beweis G = Ha (7/).- 
Offenbar gilt: 

(1) Ist  a eine positive natiirliehe Zahl, so ist 

Na: ~- {[ax, ay, az] Ix, y, ze77} 

ein Normalteiler yon endlichem Index in G. 
Ferner ist G/iVa n G' isomorph zu einer (abgesehlossenen) Unter- 

gruppe von G/Na • G/G', letztere Gruppe liegt als endliehe Erweite- 
rung einer abelsehen Gruppe naeh (2.12) in 92. Also giltnach (2.5): 

(2) Ist  a eine positive natiirliehe Zahl, so liegt G/Na r~ G' in 92. 
Zum Nachweis, dab G in 92 liegt, wollen wir nun Kriterium (4) 

yon (2.1) verwenden. Seien dazu U eine Untergruppe yon G und 
g ein Element aus G ~ U .  Wir haben die Existenz zweier Homo- 
morphismen ~1 und ~ yon G in eine kompakte Gruppe nachzu- 
weisen, die auf U iibereinstimmen, an der Ste le  g aber versehiedene 
Werte annehmen. Offensichtlieh geniigt es dazu, einen ttomo- 
morphismus F yon G in eine diskrete Gruppe aus 92 mit y~(g)~p(U) 
anzugeben. 

Falls g nicht in UG' liegt, hat der natiirliche Homomorphismus 
~p: G--> G/G' die gewinschte Eigenschaft. Nehmen wir nun an, dab 
g in UG' liegt. Dann ist g yon der Form ug' mit gewissen u e U  
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und g'6 G', g '=  u- lg  liegt in G' ~ U .  Wenn es geling~, einen Homo- 
morphismns ~0 in sine diskrete Gruppe aus 92 mit yJ(g')~p(U) zu 
konstruieren, so ist auch ~o(g) kein Element yon ~(U). Daher kSn- 
hen wir o. B. d. A. annehmen, dab schon g in G' ~ U  liegt. Da 
G' isomorph zu Z ist, ist G ' n  U sine zyklisehe Grnppe; [0,0,z] 
mit nichtnegativem ganzem z sei sin erzeugendes Element yon 
G' n U. Wir unterscheiden die beiden F/ille z = 0 und z > 0. 

(a) z = 0, das heiBt G ' n  U ist trivial. Es sei g = [0, 0,x]; sefze 
dann a : =  [x] d- 1 und w/ihle fiir ~ den nattirlichen Homomorphis- 
mus G->G/N~ n G' - -  letztere Gruppe liegt nach (2) in 92. L/ige nun 
~(g) in ~o(U), so 1/ige g in U . ( N a n  G'), etwa g = u h  mit u s U  und 
h~Nar~G'. Dann ist u = g h - 1  in U n G ' ,  also gilt g = h e N ~ n G ' ;  
das isf aber unmSglich, da x nicht yon a geteilt wird. 

(b) z > 0 .  Dann ist UnG'~--Nzr~G'.  G/Ur~G' ]iegt nach (2) 
in 92. Offenbar hat  der nattirliehe Homomorphismns ~: G--)- G/U (~ G' 
die gewiinschte Eigensehaft. Damit  ist (6.2) bewiesen. 

Um zu zeigen, dab es eine kompakte abelsche Gruppe A derart 
gibt, dub Ha (Z)• A nieht in 9.1 liegt, benStigen wir das folgende 
Lemma. 

(6.3) Lemma. Sei G sine lolcalkompalcte Gruppe mit Bohr- 
kompa/~tifizisrung r: G->b G. Ferner sei H sine abgeschlossene Unter- 
gruppe yon G mit der Eigenschaft, daft die Einschri~nkung H-->r (H)- 
yon r auf H Iceine Bohr]~ompa/ctifizierung yon H ist; mit 8: H->K 
sei sine Bohrkompa/ctifizierung von H bezeichnet. Es ssien G1 = G • K 
und/ /1  = {(x, s (x)) e G1 Ix ell}. Dann ist I t l  sine abgeschlossene Unter- 
gruppe yon G1, r • IK : G1 -->bG • K ist sine Bohrkompaktifizierung vow 
G1, und H1 ist eine echte Untergruppe yon (r • 1g)-l((r • IX<)(//1)- ). 

Beweis: Die einzige nicht vSllig triviale Aussage ist die, dug/ /1  
echt in (r • 1K)-1 ((r • 1K) (//1)-) enthalten ist. Bezeiehnet u: H--> G 
den Inklusionshomomorphismus, so ist naeh (2.3) der eindeutig 
existierende Itomomorphismus b u, welcher das Diagramm 

H $ 

G ~ bG 

kommutat iv  erg//nzt, nieht injektiv. Wie man leieht naehreehnet, 
gilt ( r•  1t<)(//1)-= {(~'(x),s(x))eb G •  {(bu(x) ,x)IxeK} 
und daher (r•  ln ) - l ( ( r •  11<)(//1)-)= {(y,z)e G•  
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Ist  nun z ein vom Einselement versehiedenes Element im Kern 
yon bu und e das Einselement yon G, so ]iegt (e,z) in 
(r•215 aber nicht in H1, und das Lemma ist 
bewiesen. 

Ws man nun im Lemma G=H3(T])  und H=H3(F_) ' ,  so sind 
die Vor~ussetzungen nach (6.1) erffill%. Ist ferner H3(7/)'-->il eine 
Bohrkompaktifizierung yon H3 (E)' ~ E, so ergibt sich mit (6.3) : 

(6.4) Das Produkt  Bus H3(E) und der kompakten abelschen 
Gruppe A liegt nichb in 92. 

Nun wollen wir das Chu-Quasi-Dual cH8 von Hs (E) bestimmen. 
Wit verwenden die in w 4 eingefiihrten Bezeichnungen. Zuns 
beweisen wir ein einfaches Lemma. Es sei G eine ]okalkomp~kte 
Gruppe, Die Pontrjaginsche Ch~raktergruppe ~ von G is~ nichts 
anderes als t tom(G, U ( i ) ) =  Repl (G), wie iiblieh mit der kompakt- 

offenen Topologie versehen, und kanonisch isomorph zu (G/G')".  
Ferner sei H:---- {Q ec G[ Q (f) = 1 fiir a l l e l e  ~ -  Repl (G)}. Wie man 

leieht sieht, is~ H ein (c G)' umfassender, abgeschlossener Normal- 
teiler in cG. Seien sodann ~: G ~ G / G ' ,  q~l: cG-+cG/H,  ~s: cG---> 

--->c G/(c G)' und q: c G/(c G)'-->c G/H die Quotientenhomomorphis- 

men. Ferner seien w: G ~ c G  und w': G/G'-->c(G/G') die in w 4 an- 
gegebenen natiirliehen Homomorphismen; w' is~ ein Isomorphis- 
mus, d~ alle abelschen lokalkompakten Gruppen der Chu-Dualit~t 
geniigen. N~ch (4.i) ist das Diagramm 

i t /  
G ~ cG 

1 
W t a / ~ -  - , c/a/@/ kommutativ.  

Da w ( G ' ) c ( o G ) ' c H  gilt, gibt es Homomorphismen ~ ( i = 1 , 2 )  
derart, dal] die Diagramme 

c/g ~ - -  ~'~ ~ ca//-/ G /~  g'~ 

kommutieren. Mit den obigen Bezeichnungen gilt nun: 

cG 

W~ 

--~ o G/(o G/ " 
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(6.5) Lemma 

1) cq~ ist offen, Kernc~0=H;  

2) q~v2 = ~vl; 

3) ~vl ist ein Isomorphismus topologischer Gruppen; 
4) ~v2 ist eine Einbettung. 
Beweis. Zu 1): Urn zu zeigen, da~ c~ often ist, geniigt es nach- 

zuweisen, daf~ es zu jeder offenen Einsumgebung U in c G eine 

Einsumgebung V in c(G/G') mit cqD(U)D V gibt. Offenbar leistet 
V:=(w'9)(w-l(U)) das Gewiinschte; V ist often, weft w stetig, 
? often und w' ein HomSomorphismus ist. Die Gleiehung 

Kern c~ ~-H folgt unmittelb&r aus R e p i ( G ) : R e p I ( G / G ' ) ,  arts der 

Tats~che, dat] jedes Element  yon Repn(G/G') n~ch Konjugat ion 
mit  einer geeigneten unit~ren Matrix als direkte Summe yon 

Elementen aus RepI(G/G') geschrieben werden kann und aus (2) 
und (4) der definierenden Eigensehaften der Elemente aus e G. 

Zu 2): trivial. 
Zu 3): Wegen 1) gibt es einen Isomorphismns i derart, da~ das 

Diagramm 

. ! / / r  kommutier t .  

0ffensichtlich ist d~nn i~vI = w', und mi~ i und w' ist aueh Y;i 
ein Isomorphismus. 

Zu 4): Wegen 2) und 3) ist q~v2 =~Vl eine Faktorisierung des 
Isomorphismus ~vl. Wie man  leieht nachweist, faktorisier~ ein 
Isomorphismus in der Kategorie der topologischen Gruppen nur  
durch eine Einbet tung und  einen Quotientenhomomorphismus;  
insbesondere is~ ~l eine Einbettung.  

Doeh nun  wollen wh" uns wieder der Gruppe Ha (22) zuwenden, 
die wit im s mit  G bezeiehnen. Wie beim Beweis zu (6.2) sei 
dVlr ky, kz]lx, y, ze~_} ftir natiirliehe Zahlen k; ferner sei 
M~: ---- 2V~ (~ G'. Es gilt: 

(6.6) Is t  f eRep~  (G), so ist Mnt in Kern f en~halten. 
(6.7) Bemerkung (ohne Beweis). Genauer gilt: Bezeiehnet 

vn: G-~G/Nnl den Quotientenhomomorphismus,  so gibt es zu 
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feRepn(G) eine Matrix UeU(n) und f l , . . . , f ieRepl(G) sowie 
gl . . . .  , g~ eRep (G/N~I) mit 

t 

U/U-1 = | ft| 
i=1 

Beweis yon (6.6). Sei zun~ehst f irreduzibel. Dann wende man 
(3.6) auf die Untergruppe G ' :  ZG an. Es folgt, dab xneKernf  far 
alle x e G'. Also liegt Ms und erst recht M~I in Kernf.  Ist  f nieht 
irreduzibel, so ist f s zu einer direkten Summe irreduzibler 
Darstellungen fl , . . . , f~.  Nun haben s Darstellungen den- 

t 
selben Kern, also gilt K e r n f  = Kern (f~O... Qft) = A Kernf~. l~ach 

i = l  

dem oben Bewiesenen gilt Kernfi  D Mini , wenn ni die Dimension 
yon f~ bezeichnet. Da aber n >~n~ ist, gilt Mml ) M~!, und (6.6) ist 
bewiesen. 

(6.8) Wie in (6.5) sei H :  {Qec G] Q(f )= 1 (VfeRepl(G))}. Nach 
(6.5) ist c G/H isomorph zu G/G', also diskret und isomorph zu ~2. 
Insbesondere ist H often in c G. Der Homomorphismus m: c G->b G 
(vgl. w 4) induziert dureh Einschrankung einen :[somorphismus topo- 
logiseher Gruppen yon H anf r(G')-. Es gilt H : w ( G ' ) - ,  und 
w: G->c G ist dicht. Die Charaktergruppe der komp~kten abelsehen 
Gruppe H ist isomorph zu Q/Z. Ist  ~: Z~>(Q/~) ̂  der duale Homo- 
morphismus zur kanonisehen Injektion der (diskreten) Gruppe 
Q/~ in die Gruppe T der komplexen Zahlen vom Betrage 1, so 
wird der Raum Z ~' • (Q/~) ̂  durch (x, y, z) (x', y', z') : = (x d- x', y -4- y', 
z-d-z'd-~(xy')) zu einer topologisehen Gruppe F. Die Abbfldung 
Ix, y, z] ~-. (x, y, ~ (z)) ist ein Homomorphismus to yon G in F, und es 
gibt genau einen Isomorphismus h derart, dab das Diagramm 

W 
G ~= cG 

F kommutiert .  

Beweis. Zunachst zeigen wir, dal~ re(H) in r(G')- enthalten ist. 
Diese Aussage gilt stets. Da r e i n  dichter Homomorphismus ist, 

ist r(G')-~- ib G)'. Gs es nun ein QeH mit m(Q)~(b G)', so fande 



Chu-Dualit/i~ und zwei Klassen maximal fa.stperiodischer Gruppen 47 

man dazu ein feI~ep~(bG) mit f ( m ( Q ) ) r  dann w/ire abet 
Q(f,.) =f(m(Q)):/: a, w a s  der  Definition yon H widersprieht, vgl. 
auch Beweis zu 7. in [6]. Damit  induziert m einen injektiven Homo- 

morphismus von H in r(G')-  = (b G)'. Als n/iehstes zeigen wir, dab 
dieser Itomomorphismus auch surjektiv ist. Sei dazu Q er (G')- vor- 
gelegt. Es ist zu zeigen, dab Q: l~ep (G)->~l stetig ist. 

Fiir n ~ N seien dazu #, : G-~ G/M,~! und b ttn: b G-+ b G/r (Ms!)- 
die Quotientenhomomorphismen. Es gibt dann genau einen Homo- 
morphismns r~ derart, dab das Diagramm 

f ,  
6" ~ ~ ' b 6 "  

1 t 
G/Mn! ...... ~ ~ lJG/r(Mn.d- kommutiert.  

Ferner ist r .  injektiv, denn es gilt r-I(r(M,~)-)=M~,, da G 
in 92 liegt, und rn ist eine Bohrkompaktifizierung yon G/M~I. Die 
Kommutatorgruppe yon G/M~ ist gerade die endliche Gruppe 
[~n(G') = G'/M~,!. Da rn dieht u n d / ~ ( G ' )  endlieh ist, ist die topo- 
logische Kommutatorgruppe yon b G/r(M~!)- gleich ~'n#n (G'); also 

gilt (b~u,) ((b G)') =rnl~,(G'). Insbesondere gibt es zu Q ein xne G' 
mit (b#n)(Q)=r~ttn(Xn)=(bltn)r(xn) und daher ein Q'e~'(Mn! )- 
mit Q = r (xn) Q'. Nun ist P (f) = En (En : Einheitsmatrix in U (n)) 
ftir Mle Per(Mn! )- und alle feRepn(G); denn ist f ein Element 
yon Repn (G), so ist dureh P ~-~ P (f) ein stetiger Homomorphismus 
yon b G in U(n) definiert, naeh (6.6) liegt r(Mn! ) and  dann aueh 
r(M,~!)- im Kern dieses Itomomorphismus. Daher gilt also Q(f)-= 
-=f(xn) ftir Mle feRepn(G) bzw. Qb~p,(a) =r(xn) l~ep,(a). Ins- 
besondere ist s jedes n e  N die Einschr/~nkung yon Q auf Repn(G) 
stetig; d~mit ist Q stetig. Wit haben somit bislang gezeigt, dM~ m 

einen stetigen bijektiven Homomorphismus yon H auf (b G)' indu- 
ziert; als n/ichstes beweisen wir, dab dieser Homomorphismus auch 
often ist. Wegen der Horaomorphie yon m und nach Definition der 
Topologie auf  c G geniigt es dazu, zu s > 0  und einer kompakten 

Teilmenge K yon Rep(G) eine Einsumgebung V in (b G)' anzu- 
geben mit V C m ( ( Q ~ H  I A A ][Q(f)--Enll<e}). Da K 

h e n  f e K n R e p n ( G )  

kompakt ist, gibt es ein n e  N derart, dal~ K(~l~ep~(G) fiir lc > n  leer 
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n 

ist. W~hle dann V =  N r(M~2)-=r(Mn:)-" V hat  die gewtinsehten 
4 = 1  

Eigenseh~ften, denn fiir P e  V und feRep~(G),  k ~<n, ist naeh dem 

oben Bewiesenen P ( f ) =  E~; ferner ist (b G)'/V= (b#n) ((b G')) = 
= r . / ~ ( G ' )  endlich und mithin V eine offene Untergruppe yon 

(b G)'. 
Die Gleichung w(G' ) -=H ist wegen der durch m induzierten 

Isomorphie zwisehen H und r(G')- klar. D~nn ist aber w dicht, 
da w einen Isomorphismus yon GIG' auf c G/H induziert. Die 
Homomorphismen b#n ergeben durch Einschr~nkung surjektive 

Homomorphismen ~n : (b G)'-* (b[~n) ((b G)') = rnl~n (G') ~ G'IMnl. 
Fi i rn  >~ k gibt es einen surj ektiven Homomorphismus p~ k: r~ #~ (G') -> 
- ->  I r~#~(G ) mit p ~ n  = ~k. Dann ist (2n: (b G)'~rnl~n(G'), ne ~) 

I - - ~  t ~ 
der projektive Limes des Systems (pn~:r~#n(G) r~#k(G), 
k, neN ,  n>~k), d~ alle ~n surjektiv sind und da N K e r n 2 , =  

n e ~ V  

= (~ r (M~I)- trivial ist - -  v ie  wit oben gesehen haben. Folglich 
n e z ~  r 

ist die Charaktergruppe yon (b G)' (und damit such yon H) isomorph 
zum induktiven Limes (in der Kutegorie der diskreten abelschen 
Gruppen) des dualen Systems (Pn~: rkl~(G') ^ -->rnFn(G') ̂  ; k, ne ~, 
n i> k). Nun ist jedes r~#n(G') eine zyklisehe Gruppe der Ordnung 
n! mit einem ausgezeichneten erzeugenden Element xn:= 
=rn#n([0,0,1]) ,  und es gilt pn,(xn)=x~ ftir n>~k. Sei dann 
i~:rn~,~(G')^->Q/2 definiert durch in(Z)=g(xn). Man reehnet 
nach, dab die Diagramme 

:2/: 

ffir n>~k kommutieren und dab (in:rnt~n(G')^~Q/7/;ne~) der 
induktive Limes der p~,, n I> k, ist. 

Wir wollen nun den letzten Teil yon (6.8) beweisen. Offenbar 
ist 2' eine topologisehe Gruppe, und ~: G->F ist ein diehter Homo- 
morphismus. Daher kann es h6ehstens ein h mit hyJ=w geben. 
Es bleibt noch die Existenz eines solchen h zu zeigen. Mit ~ :  G' + H  
bzw. ~: G'->(Q/2) ^ sei die Einsehr~nkung und Coeinschr~nkung 
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yon w bzw. W anf G' bezeiehnet. Dann gibt es zueinander inverse 
Isomorphismen f u n d  g derart, daI~ das Diagramm 

G"-.-- . . . . . . .  - , ~ H  

( ~ / , Z ) "  

kommu~iert, da das duale I)iagramm 

/ /  
I ; / /  

entspreehende LSsungen zuli~t. Setze dann h (x, y, z) ----- 
-~w([x,y, 0])f(z) fiir x, ye~_ und ze(Q/~) ^. Man rechnet nach, da]  
h die in (6.8) geforderten Eigenschas besitzt. Damit ist (6.8) 
vollst~ndig bewiesen. 

Probleme. Die in der vorangehenden, [6], und in dieser Arbeit 
bewiesenen S/~tze l~ssen eine Re/he yon Fragen often. Wesentlich 
erscheinen mir vor ~llem die folgenden: 

Is t  der n~ttirliche Homomorphismus w von G in das Chu-Quasi- 
Dual c G von G ffir jede lokalkompakte ([MAP]-)Gruppe G dicht ? 
Lieg~ jede Gruppe ~us | schon in 9A ? 

Sind die Klassen | und 9.l rh | abgeschlossen gegen Bildung end- 
lieher Produkte ? (Naeh (5.1)und (5.2) gentigt es, die beiden letzten 
Fragen fiir totalunzusammenh~ngende Gruppen zu untersuchen.) 
Kann m~n die Struktur  der (diskreten) Gruppen in 92, ~ oder 92 ~ 
n~her besehrieben, ist jede Gruppe in 92 (~ ~ bereits eine [MOORE]- 
Gruppe ? 
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