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Der Raum der primitiven Ideale von endlichen Erweiterungen 
lokalkompakter Gruppen 

Von 

DETL~-'V POGUI~TKE 

In [8] haben C. C. l~oore und J. Rosenberg die Frage untersucht, for welche lokal- 
kompakten Gruppen G der topologische Raum Prim (G) der primitiven Ideale in der 
einhfillenden C*-Algebra C* {G) yon L 1 (G) das T1-Axiom erffillt (d.h. primitive Ideale 
sind maximal). FOr zusammenh~ngende lokalkompakte Gruppen G wurde die ge- 
stellte l~rage vollst~ndig gelSst: Prim (G) ist genau dann ein T1-Raum, wenn G pro- 
jektiver Limes yon Lieschen Gruppen ist, fOr welche die adjungierte Darstellung auf 
dem Radikal ihrer Liesehen Algebra eine ,,distale" Operation ist. Bei der Untersu- 
ehung fastzusammenh~ngender (die Zusammenhangskomponente des Einselementes 
ist eokompakt) Gruppen und diskreter Gruppen stiegen Moore und Rosenberg auf 
die Frage, wie sich die T1-Eigensehaft bei endlichen Erweiterungen verh~lt. Sie 
bewiesen den folgenden 

Satz. Sei -Y ein o]]ener _Yormalteiler yon endliehem Index in der (seloarablen) lokal- 
kompakten Gruppe G. Dann gilt: 

(i) Ist Prim (G) ein T1-Raum, so auch Prim (N). 

(ii) Ist G/N au/16sbar und Prim(N) ein Tl-2Caum, so auch Prim(G). 

(iii) Ist G/~ au/16sbar und ]eder Punkt in Prim (N) lolcal abgeschlossen, so gilt dies 
auch/iir Prim (G). 

Die Voraussetzung der Separabilit~t wurde in Klammern gesetzt, da sie in [8] ge- 
macht wo_rde, sich aber als nicht notwendig erweist. Moore und Rosenberg stellten 
die Frage, ob man auf die Voraussetzung der AuflSsbarkeit in (ii) und (iii) verzichten 
kann. Es ist das Ziel der vorliegenden Arbeit, zu zeigen, dal3 man dieses in der Tat 
tun kann. 

In [8] wurde bereits ausgeffihrt, dab man dazu nur den folgenden Satz zu beweisen 
braucht. 

Satz 1. Sei N o/]ener Normalteiler yon endlichem Index in der lokalkompaIcten 
Gruppe G. Es sei ~ eine stetige irreduzible unitgre DarsteUung yon ~ .  Sind a und T 
stetige irreduzible unitSre Darstellungen yon G, deren Einschrgnkungen au/ N die Dar- 
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stellung ,~ enthalten, und ist ~ schwach in ~ enthalten (in Zeiehen: ~ ~ ~), so sind a 
und v schwach ~i~uivalent. 

Der Vollst~ndigkeit halber wollen wir die Argumentation aus [8] wiederholen und 
zeigen, da~ m a n a u s  Satz 1 erh~lt: 

Satz 2. Sei iV ein o]]ener Nor~nalteiler yon endlichem Index in der lolcalkompakten 
Gruploe G. Ist Prim (N) ein T1-Raum, so auch Prim (G). 

Bem e rkung .  Die Verallgemeinerung yon (iii) auf den nicht-aufl6sbaren Fall mit 
Hilfe yon Satz 1 ist ein wenig komplizierter als (ii), aber mit der in [8] dargestellten 
Argumentation ohne Schwierigkeit durchzufiihren. 

Bewei s  y o n  Sa t z  2. Offenbar geniigt es zu zeigen: Sind ~ und fl zwei stetige 
irreduzible unit~re Darstellungen yon G mit  ~ ~ fl, so sind ~ und fl sehwach ~quiva- 
lent. Nach Korollar 2 in [9] zerfallen die Einsehr~nkungen ~l~ und fllN in endliehe 
Summen irreduzibler Darstellungen yon IV. 1Wach [2] ist ~IN ~ flltv. Es gibt folglich 
eine irreduzible Teildarstellung ~' yon ~I~v und eine irreduzible Teildarstellung fl' yon 
fltN mit ~' ~ fl'. Da Prim (IV) naeh Voraussetzung ein T1-Raum ist, sind cr und fl' 
schwach s Also sind aueh die induzierten Darstellungen ind ~' und ind fl' 

~ t g  lvtG 
schwaeh ~quivalent (die Stetigkeit der Induktion ist in [3] zwar nur fiir den separablen 
Fall bewiesen, doch im Falle endlicher Erweiterungen kommt man ohne Separabilit~t 
aus, da man den Kern einer induzierten Darstellung (in cler C*-Hfille) mit Hilfe des 
Kernes der Ausgangsdarstellung explizit angeben kann). Iqun ist fl eine irreduzible 
Teildarstellung yon ind fl' und daher schwaeh enthalten in einer irreduziblen Teil- 

~tG 
darstellung 7 yon ind =r Wir erhalten =r ~ fl ~ 7- Satz 1 liefert y ~ ~. Also sind 

uncl fl schwaeh ~quivalent. 
Der Beweis yon Satz 1 verl~uft folgendermaBen. Nlit Hilfe yon 

Lemma 1. Sei N ein o]/ener Nor~alteiler von endlichem Index in der lolcalkomIoakten 
GruTpe G. Es sei 2 eine stetige irreduzible unit~re Darstellunfl yon iV. G~ sei der Sta- 
bilisator yon 2 im unit5ren Dual 2~ yon IV, d.h. g e G~ .~ die Darstellunge~ 2 und 
n ~ 2(gng -1) yon IV sind unitSr &tuivalent. Es sei >, eine stetige irreduzible unit~ire 
Darstellung yon G~, deren EinschrSnlcung au] N die Darstellung 2 entM~lt. Dann gelten 

(i) 7IN ist ein (endliches) Viel/aches yon 2. 

(ii) i ndy  ist irreduzibel. 

fiihren wir Satz 1 auf den Fall G ~ G~ zuriick. Unter Verwendung der Mackeyschen 
Theorie der Erweiterungen reduzieren wir dann unser Problem auf den Fall, dab 2 
aufG fortsetzbar ist. ])ann kennt man die fiber 2 liegenden irreduziblen Darstellungen 
genau. Es gilt n~mlieh 
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Lemma 2. Sei N ein o//ener 1Vormalteiler yon endlichem Index in der lolcalkompakten 
GruIope G. Es sei ~ eine stetige unitSre Darstellung yon G. Die Einschriinkung yon 
au/ 2~ sei irreduzibel. Ist  dann ~' eine stetige irreduzible unit~re Darstellung yon G 
derart, daft 7tIN in ~'IN enthalten ist, so gibt es eine irreduzible uniti~re .DarsteUung o~ 
yon G[N mit ~' ,,, ~ Q oc ( ,~ bezeichnet uniti~re ~quivalenz). ~ ist bis au] unit~re .~qui- 
valenz eindeutig bestimmt. 

Das folgende Lemma beinhaltet darm den wesentlichen Sehritt zur LSsung unseres 
Problems, d.h. zum Beweis yon Satz 1. 

Lemma 3. G, N, ~ seien wie in Lemma 2..Ferner sei ~ eine irreduzible unitgre Dar- 
stellung yon G/N. Ist ~ ~ ~ @ 0 und bezeichnet 0" die kon]ugierte Darstellung zu 0, 
so gilt ~ ~ ~* ~ ~. 

Korollar zu Lemma 3. G, N, ~ und ~ seien wie in Lemma 2. Ist ~ ~ z~ Q ~, so sind 
und ~ Q 0 schwach iiquivalent. 

Wir beweisen nun die obigen Hilfss&tze in der angegebenen Reihenfolge und geben 
danach einen Beweis ffir Satz 1. 

B e w e i s  y o n  L e m m a  1. Unter dem Frobeniusschen Reziprozit&tssatz wollen wir 
in dieser Arbeit die ,,globale" Fassung im Sinne yon [7] verstehen, 4. h. die Isomorphie 
yon HomN(cr und H o m e ( i n d , ,  t5) fiir unit~re Darstellungen ~ und /5 yon N 

~v?G 
bzw. G. Fiir (normale) offene Unte r~uppen  N yon endlichem Index in G sind die an- 
gegebenen R~ume yon Verkettungsoperatoren tats&chlich isomorph, wie der Beweis 
in [7] lehrt (man kalm in diesem Fall auf Separabilit&t verziehten), und die in [7] 
gegebene Definition der induzierten Darstellung f~llt mit der iibliehen zusammen. 
ad (i): Nach dem Frobeniussehen Satz ist ~ in ind ~ enthalten. Die Einsehr&nkung 

letzterer Darstellung auf N ist aber offenbar ein Vieffaehes yon 4. ad (ii) : Es sei m 
die Vielfachheit yon ~ in ~12v, d.h. ~']~v ,~ m2. Wir setzen ~ = ind ),. Es ist zu zeigen, 

dab Homa(~, ~) eindimensional ist oder, naeh Frobenius, daf3 ~ genau einmal in ~Ja, 
T 

enthalten ist. Is t  G = .~G~xt  eine Zerlegung yon G(xl-----e) und 2 ~ defmiert dureh 

2i(y)-~ 2(xtyx~-l), y e N ,  so sieht man leieht, dal] ~j~v die orthogonale Summe der 
m2i ist, und diese Zerlegung yon 5IN ist die eindeutige Zerlegung in isotype Kompo- 
nenten. Der zu m ~ gehSrige Teilraum des Darstellungsraumes yon ~ ist G~-stabil und 
Gx wirkt dort  wie ~; sein orthogonales Komplement kalm offenbar ~ nicht enthalten, 
da die 2~ fiir i > 1 zu yJN disjunkt sind. 

B e w ei s v o n L e m m a 2. Naeh Voraussetzung ist ~' auf Grund des Frobeniussehen 
Reziprozit~tssatzes in ind (nJ2v) enthalten. Nun kalm man die induzierte Darstellung 

2v~G 
einer fortsetzbaren Darstellung sofort ,,bereehnen": ind(~JN) ist uniter  &quivalent 

lv?g 
zu dem Tensorprodukt aus ~ und der regul~ren Darstellung yon G/N. Dieses Tensor- 
produkt kalm man leicht in irrecluzible Komponenten zerlegen, und es zeigt sich, dab 
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~' uniter ~quivalent zu einer Darstellung der angegebenen Form ist. ~ u n  zur Ein- 
deutigkeit: Sei g @ a ~ g (~) ft. Wegen ~[om G (g ~ ~, g (~ fl) ~ Horn a (g, ~ ~) • ~) ~*) 
ist g in g ~ fl (~ ~* enthalten. Sei 0 ~= T e Homa(~, ~ Q fl ~ ~*) und sei vl . . . . .  vs 
eine Basis des Darstellungsraumes yon fl (~) ~*. Da g in  irreduzibel ist und ~ Q fl @ a ' IN 
ein Vielfaches dieser irreduziblen Darstellung ist, gibt es komplexe Zahlen zl . . . .  , zs 
so, dab fiir jedes x aus dem Darstellungsraum yon ~ gilt: 

T x = z ix  | vi = x | ~.  z~ vi. Da  T 4: 0, i s t  v :---- ~ z~ vi 4; 0 .  
i=I / = 1  i=i 

Aus der Tatsache, dab T ein Verkettungsoperator ist, ergibt sieh, dab v bei allen 
(fl Q ~*) (g) lest bleibt. Also ist die triviale Darstellung in fl Q :r enthalten, und 
und fl sind demnach uniter ~quivalent. 

B e w e i s  y o n  L e m m a  3. Sei~%f bzw. V der I)arstellungsraum yon g bzw. ~. Wir 
bezeichnen im folgenden korrespondierende Darstellungen yon G und C*(G) mit 
demselben Buchstaben. Unter dem Kern einer Darstellung verstehen wir stets den 
Kern in C* (G). Wie man leicht sieht, ist die C*-Algebra ~r :~  (~ @ ~) (C* (G)) ent- 
halten in der C*-Algebra ~ :~- z(C*(G)) ( ~ B ( V )  wobei ~ (V )  die Algebra aller 
linearen 0peratoren auf dem endlichdimensionalen l~aum V bezeichnet. ~Tach Vor- 
aussetzung ist ~ schwach in g Q ~ enthalten, d.h. Kern ~ ~ Kern ~ Q ~. Es gibt 
daher genau eine stetige irreduzible *-Darstellung ~' yon ~r i n ~  mit g '  o ~ (D ~ --~ g- 
Nach 2.10.2 aus [1], p. 51, l~St sich g '  zu einer stetigen irreduziblen *-Darstellung 
yon ~ in einem Hilbertsehen l~aum ~ erweitern, d.h. die Einschr~nkung ~[~ enths 
eine zu ~' uniter ~quivalente Teildarstellung. Wegen der Struktur yon ~ gibt es 
einen Hilbertschen Raum ~f~ und eine stetige irreduzible *-Darstellung ~ yon 
~(C*(G)) in ~f~ mit ~ - - - - ~  Q V  und " ~ ( a ( ~ b ) :  ~:~(a)(~b ffir ae~(C*(G)) ,  
b e ~ (V). Sei nun ~ ---- ~ o m Dana ist ~ eine stetige irreduzible *-Darstellung yon 
C* (G), und naeh Konstruktion gilt: 

(1) =~ ~ ~ .  

Ferner verifiziert man leicht die Formel 

(2) ~I~ o ~ | ~ = ~ | ~ .  

Wit schri~nken nun ~ nnd ~' auf (~ (~ 9) (C*(/V)) = :~(C* (/V)) ~ . I ~ C ~ _ _ C ~  ein. 
Aus der Tatsache, dab ~' in ~l~ enthalten ist, ergibt sich dann, dab g in  in ~1~ ent- 
halten ist. ~aeh  Lemma 2 gibt es eine irreduzible unit~re Darstellung ~ yon GIN mit 

(3)  ~ ~ g (~ ~.  

I)a ~' in "~1~ enthalten ist, is~ ~ ~ ~' o ~ ~ ~ enthalten in ~1~ o ~ ~ ~ ---- ~I ~ ~ ~" 

~ g ~ )  :r (~ ~. Nach der Eindeutigkeitsaussage in Lemma 2 ist dann die triviale Dar- 
stellung in ~ Q ~ enthalten. Folglieh ist ~ ~ ~* und mit  (1) und (3) ergibt sich die 
Behauptung. 

B e w e i s  des  K o r o l l a r s  zu  L e m m a  3. Naeh L e m m a 3  ist z Q ~* ~ g. Da 
sehwaches Enthaltensein beim Tensorieren mit einer festen Darstellung erhalten 

bleibt (siehe [4]), gilt ~ ~) ~ ~* ~ ~ ffir jede natiirliche Zahl n. Bekanntlich ist jede 
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irreduzible Darstellung einer endliehen Gruppe in einer geeigneten Tensor-Potenz 
einer festen treuen Darstellung enthalten (vgl. etwa [5], p. 519). Nun braucht ~* 
natfirlich nicht treu zu sein, aber ~* hat  clenselben Kern wie ~ (Kern in G, nieht in 

C*(G)), und es gibt daher ein n derart,  dab ~ in Q ~* enthalten ist. Also ist 
| ~ ~ ~, w.z.b.w. 

B e w e i s  y o n  S a t z  1. Wir fiihren den Beweis dureh voUstAndige Incluktion fiber 
die Ordnung yon G/N. Der Induktionsanfang G----N ist trivial. Als nAehstes unter- 
suchen wit den Fall, dab der Stabilisator H yon 2 im unit&ren Dual ~ yon N eine 
echte Un~ergruppe yon Gist .  Da 2 in ~IN enthalten ist, gibt es eine irreduzible Teil- 
darstellung ffl yon r derart, dab ~ in r enthalten ist. Nach [2] ist Cr]H ~ TIH- 
Es gibt folgheh eine irreduzible Teildarstellung T1 yon ~IH mit or1 ~ T1. Da nach 
Frobenius T in ind 2 enthalten ist, ist TIlN in (ind 2~1 enthalten, und TIIN zerfAllt 

Nta \Nta /I N 
in Konjugierte der Darstellung ~. Mit crl ~ T1 gilt auch ~IlN ~ TIlN. Es gibt daher 
ein g e G derart, dab ~ in Zl]N enthalten ist und dab 2 < 2g gilt. Wegen der Endlieh- 
keit yon GIN ist dann aber auch ~g ~ ~. Auf Grund der Stetigkeit der Induktion gilt 
ind 2g ~ in4 2. Da ~1 naeh Frobenius in ind )~g enthalten ist, gibt es eine irreduzible 
NtH Nt~  NtH 
Teildarstellung ~' yon ind 2 mi t  T1 ~ ~'- W i r  haben ~1 ~ ~1 ~ ~' und daher 

~ tH 
ind 0" 1 '~ incl ~1 ~ ind ~'. l~ach Induktionsvoraussetzung (~r~]N und C'IN enthalten ]) 
H$G H~G H$G 
sind ~' und ~x und dann aueh ind ~1 und ind ~' schwaeh ~quivalent. Nun ist aber 

H tG H t~; 
in ind ~ enthalten und daher in ind ~ schwach enthalten. 1N~ach Lemma 1 ist ind ~ 

HtG HtG H~G 
irreduzibel, also zu ff uniter  ~quivalent, und wir erhalten T ~ ~, w.z.b.w. 

Es bleibt noch der Fall zu untersuchen, dab G die Darstellung ] lest I~Bt. Wir 

fixieren eine Zerlegung G - ~ J g ~ N  mit g~----e. Da 2 unter G lest bleibt, gibt es ffir 

jedes i, 1 ~ ~ ~ r, einen unit~ren Operator T~ im Darstellungsraum 9F yon 2 mit 
2 (g~ n g~-~) ~ T~ 2 (n) T~ ffir a l len  e N. Die T~ sind wegen der Irreduzibilit~t yon 
bis auf skalare Vielfaehe (yore Betrage 1) eindeutig bestimmt. Wir fixieren nun 
Operatoren T~, welche der obigen Beziehung genfigen; es gelte T1----idg. Sodann 
definieren wir eine Abbildung L yon G in die Gruppe der unit/~ren Operatoren auf&/z 
durch L ( ~ n ) - ~  T~2(n) fiir 1 ~ _ i ~ _ r  und ne~V. Fiir x, y ~ G  ist (wegen der Ir- 
reduzibilit~t yon ~) L ( x y )  ein Vielfaches (vom Betrage 1) yon L(x )  L(y) ,  d.h. es gilt 
.L (x y) ---- m (x, y) L (x) L (y), wobei m eine Abbildung yon G • G in die Gmppe T der 
komplexen Zahlen vom Betrage 1 ist. Fiir m gilt: 

(i) Sind x, y e G und ist x e N oder y e N, so ist m (x, y) ~ 1. 

(ii) Sind x, y e G uncl hi ,  n2 e N, so ist m (x n l ,  y n~) = m (x, y). 

(iii) m (x y, z) re(x, y) = re(x, y z) re(y, z) fiir alle x, y, z e G. 

Auf dem topologischen Raum T • G erklaren wir nun eine Gruppenstruktur durch 
(s, x) (t, y) : (s t m (x, y)-~, x y). Dadureh wird G~ = T • G zu einer lokalkompakten 
Gruppe. Die zweite Projektion p:G~-->G ist ein stetiger Homomorphismus. Das 
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Urbild lu -1 (N) - -  : Nz ist  ein direktes P roduk t  der Gruppen T und  N.  Durch  n(t,  x) = 
tL (x) ist eine stetige irreduzible unit~re Darstel lung yon  G1 in j/z .definiert. Es 

seien a '  und ~' definiert dureh a '  = ~ o p und ~' ~-- ~ o p ;  ferner sei eine Darstel lung 
2'  yon  N1 erkl~rt dureh  2' = 2 o P[N. Der Charakter  Z yon  N1 sei definiert dureh 
Z(t, n ) =  t-z = ~. Es  gilt ~ Q ind Z ~ i n d ( ~ [ ~  Q Z ) =  ind 2'. Da  ~ und  v in ind 2 

Nx TG~ ~Vx tG~ ~V~ TG~ ~TG 
enthalten sind, sind G' und z' in ind A' enthalten. Es gibt daher irreduzible Teil- 

.Vz t G1 
darst~llungen ~ und  fi yon  ind Z mit  ~ (~) ~ ~ a '  und  ~ (~)/~ ~ T'. ~Iit a ~ ~ gilt 

auch  ~' ~ 7' und  daher  ~ Q ~ ~ ~ Q/~. Daraus  folgt (mit [4]) ~ (~) ~ Q ~* ~ ~ Q 
(~ ~ Q ~*, und  es gibt  deshalb (die triviale Darstellung ist in ~ ~ ~* enthalten) eine 
irreduzible Teildarstellung ~ yon  ~ ~) ~* mit  ~ ~ ~ Q ~. Naeh dem Korollar  zu 
L e m m a  3 (angewendet a u f G = G ~ ,  N : N 1 ,  ~Q~* und  dami t  aueh ~ ist trivial auf  
N~) gilt z ~) 9 ~ ~ und  dann  aueh ~ (~) 9 ~) ~ ~ ~ ~ ~. D a  nun  ~ in 9 @) ~ enthal ten 
ist, ergibt sieh ~ (~) ~ ~ ~ (~) ~ und  dami t  7' ~ a ' ,  woraus man  ohne Schwierigkeiten 

~ ~ erh~lt0 q.e.d. 

B e m  e r k u n g  en.  L e m m a  1 und  2 sind im Falle separabler Gruppen wohlbekannt ,  
vgl. [6] ; ebenso ist es naeh [6] klar, dab man die G-stabile Darstellung 2 (ira Beweis 
yon  Satz 1) zu einer projekt iven Darstel lung L yon  G fortsetzen und  dann  als ge- 
w6hnliche unit~re Darstel lung yon  G~ auffassen kann.  Wie bereits in [8] festgestellt, 
k a n n  man  aus der Giiltigkeit yon  Satz 1 sehlieBen, dab Pr im (G) ffir eine endlich 
erzeugte diskrete amenable  Gruppe G genau dann  ein Tz -Raum ist, wenn G eine 
ni lpotente Untergruppe  yon  endlichem Index  enth~lt. 
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