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Gewisse Segalsche Algebren auf lokalkompakten Gruppen

Von

DEeTLEV POGUNTEE

Bei den Untersuchungen iiber Symmetrie von Gruppenalgebren (insbesondere auf-
16sbarer Liescher Gruppen) traten in natiirlicher Weise gewisse Funktionenalgebren
auf lokalkompakten (abelschen) Gruppen auf. Explizit wurden diese Algebren von
Leptin in [3] studiert.

Im Rahmen der Winterschule 1979 iiber topologische Gruppen in Wien lernte ich
dann die Konstruktion minimaler Segalscher Algebren auf abelschen Gruppen von
Feichtinger kennen. Diese Konstruktion legte es nahe, auch die oben erwahnten
Funktionenalgebren durch eine Minimalitétseigenschaft zu charakterisieren. Dieses
soll nun in dem vorliegenden Aufsatz geschehen.

Zur Prazisierung zunichst die folgende

Definition 1. Sei G eine lokalkompakte Gruppe. Eine selbstadjungierte Unteralgebra
U von O (@), der Algebra aller komplexwertigen, im Unendlichen verschwindenden,
stetigen Funktionen auf @, zusammen mit einer Norm | | (| |), heiBit komogene
Funktionen-Algebra auf G, wenn gilt:

(i) (U,| |) ist eine Banachsche Algebra.
(ii) U ist invariant gegen Linkstranslationen, d.h. fiir jedes « € G liegh mit u auch
w® in U, wobei 4% durch w*(y) = w(xy) erklart ist.

(i) |u|=|u*|=|u®| fir alle ueU und alle zeG.
(iv) x -~ ist fiir alle u € U eine stetige Abbildung von G in U.
(v) U ist eine regulire Funktionen-Algebra.

Beispiele solcher Algebren sind natiirlich die Fourier-Eymardsche Algebra A ()
fiir jede lokalkompakte Gruppe &, aber auch das folgende: Sei

U= {fe A(R); f(x) =0 fiir » £ 0}.

U 148t sich als Unteralgebra von . (R) auffassen verméoge der Einbettung f — f,
fx) = f(e%). Diese Algebra U tritt etwa beim Studium der ex -+ b-Gruppe auf,
vgl. [2] oder auch [4] und [6].

Zu einer homogenen Funktionen-Algebra U auf G’ kann man die Leptinsche Algebra
L = L1(G, U) bilden (beziiglich eines linken Haarschen Malles auf &). Diese Algebra
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hat eine involutive Darstellung 7 in L2(G), gegeben durch

{m( &) = [f @ ia)é@yia)dy.

G

Man kann nun die Frage stellen, wann z(f) ein Operator vom Range 1 ist. In [3]
wurde gezeigt: Definiert man fiir a, b € C{@) die Funktion a 0 b: G — C(G) durch

(@obd)(z)(y) = Ay alzy)b(y),
wobei A die Modularfunktion von G bezeichnet, und setzt man
(1) Ui={ucU; uouecl},
so gilt: Fiir ein f € L ist z(f) dann und nur dann vom Range 1, wenn es u, ve U;
mit f = u o v gibt. Uy ist von Null verschieden, genauer gilt:

(2) Ist ue Uy, d.h. we U und der Triger von u, mit Trg(u) bezeichnet,

ist kompakt, so liegt
w=A4"1y in U;.
Beweis. Zunédchst ist zu zeigen, daB %' in U liegt. Dazu kénnen wir natiirlich

u == 0 annehmen. Durch s — @SuSu ist eine stetige Funktion von @ in U mit kom-
paktem Trager definiert. Also existiert v:= j @susuds in U, und es gilt
e

v(%) = [@(sx)u(sa)ulz)ds = [wu(x)d(@)-La(t)u(t)dt
G G
=A@ lul@)|u|i=u'(z)|u]|3.

Mit v liegt auch %' in U.

Weiter gilt (u'ow')(s)(y) = A@)w' (sy) w'{y) = u'(sy) u(y) oder (v ou')(s) = w'sd.
Folglich liegen die Werte von %’ o ¢’ in U, und da %’ o u” daritber hinaus eine stetige
Funktion mit kompaktem Trager ist, liegt v’ o’ in L = L1(G, U).

Ferner wurde in [3] die folgende niitzliche Beschreibung von U; gegeben.

(3) Ist w ein beliebiges, von Null verschiedenes Element in Uy, so gilt:
Ui={acU; woael}.
Wahlt man speziell w = «' = A~lu mit einem u e Uy, u == 0, so ist
(woa)(s) = A(s)"lusdaeU.
Ein a e U liegt also dann und nur dann in U;, wenn w o ¢ summierbar ist. Man
erhilt:
4) Ist ue Ug, u =0, so gilt
Uy={aecU; _fA(s)‘1[u3d|d8< oo}
¢
oder
Up={acU, j[udslds< oo} .
led
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An dieser Beschreibung liest man auch Uy c U; ab. Die Gleichung (3) wurde in [3]
zur Normierung von U beniitzt, indem man |a|; = |woa|r (ae Ui) setzt.Ver-
schiedene w’s fithren zu dquivalenten Normen, und U; wird so zu einer Banachschen
Algebra. Ist speziell w = «’ (u e Uy, u &= 0), so setzen wir, um die Abhingigkeit
von u zum Ausdruck zu bringen:

(5) la|u:=|woa|,= [|uas|ds (acUy).
G
| ]u ist also eine von den oben beschriebenen dquivalenten Normen auf U;. Weiter
gilt:
Satz 1. Sei U eine homogene Funktionen-Algebra auf der lokalkompakten Gruppe G.
Dann liegt Uy dicht in Uy .

Beweis. Sel u € Uy, u == 0, fest gewahlt. 0.B.d.A. kdnnen wir # = 0 annehmen.
Es ist zu zeigen, daB zu ¢ € Uy und ¢ > 0 ein ¢ € Uy existiert mit

lp—plu=e.
Wir definieren ¢ > 0 durch
cl= [u(l)de
und se'zen ¢
n = &{l + ¢|u||Trg(u) Trg(u)-1]}1,
wobei |.| (auch) das linke Haarsche Mafl bezeichnet. Laut Voraussetzung ist
[lgtuldt=[|pu™|dt < oo.
e &
Es gibt folglich eine kompakte Menge L C @ mit L == L1 undG j;lqau"l[ dt <.
Sei nun L' := L Trg(u) Trg(u)~! und @:=c [v*"ds. Offensichtlicﬁ ist g e Up.
Weiter gilt o
(*) gut =put fir alle tcL.
Zu zeigen ist also
p@)u(tr) = px)u(tz) fir tel, zeG.
Ist tz ¢ Trg(u), so ist diese Gleichung trivial. Nehmen wir also fx € Trg(u) an.

Dann ist zeL Trg(u).
Zu zeigen bleibt

zeL-Trg(u) => @) = px).
Nun ist
p@)=clo@usla)ds=co() [u(s1z)ds.
b A
Nach Konstruktion gilt nun: s¢ L’ = s~z ¢ Trg(«) und folglich

fu(s*l z)ds = _f'u,(s*1 z)ds = fu( (x1s) 1) ds = fu(s*l) ds =c¢1,
i e e &

also (}9 (z) = @(x).
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Schéitzen wir nun | — @|s ab: Nach Definition und wegen (¥*) gilt
lo—olu=[llp—g)u™|di = ||(g—)u|d
¢ 6\
< wt™dt + | ut™|dt.
G\IL lpu™| G\fLI pu”|
Der erste Summand ist <% nach Wahl von L. Nach Definition von g gilt:
[lpu|dt = ¢ f I fu"lus"lzpds!dt.
AL NIz

Fiir festes ¢ ist

l_fut'lus_lqadsi§“u"1us'1<p|ds§ ) [w ™ u ™ | ds,
L G t Trg(u) Trg(u)—2

da der Integrand auBerhalb dieser Menge verschwindet.
Folglich gilt

[ w ™ pds| < |u'” | |u] | Trg (w) Trg (u)-1] .
7

Damit ergibt sich
[1@u™]dt < c|u||Trg(u) Trg (v)!| [u | dt
AL G\L
= c|u||Trg(u) Trg(u)-1|n
und folglich
[ — (;;]u S n{l +clu||Trg(u) Trg(u)-l|} =, q.e.d.

Im folgenden wollen wir fiir abelsche Gruppen G noch eine andere Charakterisierung
von Uj geben. Dazu fithren wir die folgende Definition ein:

Definition 2. Sei G eine lokalkompakte Gruppe, U eine homogene Funktionen-
Algebra auf G mit Norm | |. Ein Ideal V in U zusammen mit einer Norm | |v auf
V heiBt Segalsche Algebra in U, wenn gilt:

10 ¥ ist abgeschlossen gegen Linkstranslationen, | | ist translationsinvariant, d.h.
|fz|lv = |f|v fir alle z€@, fe V.
20 (¥, | |v) ist ein Banachscher Raum.
3% Es gibt positive Konstante C, D mit
[fl=Clflr wnd |fglyr <D|f|v|g| fir alle feV, geU.

40 Uo cV.

Bemerkung 1. Da U eine regulare Funktionen-Algebra ist und es folglich zu jedem
Kompaktum K in G ein w € Up mit » =1 auf K gibt (vgl. [7], p. 19), sind die U-
Norm und die V-Norm auf Funktionen, deren Tréger in einem festen Kompaktum
liegt, dquivalent.
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Bemerkung 2. Um den Zusammenhang zu , klassischeren® Definitionen von Segal-
schen Algebren herzustellen, stellen wir fest: Ist U zusitzlich eine Wienersche
Algebra im Sinne von [7], p. 22, und ¥ ein Ideal mit 1039, so ist 40 aquivalent
zur Tatsache, daB V dicht in U liegt (vgl. [7], p. 20).

Bemerkung 3. Ist U eine homogene Funktionen-Algebra auf der lokalkompakten
Gruppe G, so ist U eine Segalsche Algebra in U. Dies wurde bereits in [3] festgestellt
und folgt im iibrigen unmittelbar aus (4). '

Bemerkung 4. In [1] hat Feichtinger die minimale Segalsche Algebra in der Fourier-
Eymardschen Algebra beschrieben. Diese Konstruktion 148t sich auch fiir eine be-
liebige homogene Funktionen-Algebra U durchfiihren. Fiir eine kompakte Menge K
In G mit nicht-leerem Inneren setze man Unin:={fe U; es gibt Folgen a, in U
und ¢, in G mit

Trg(an) C K, > |an| < oo und f= alr}.
n=1 n=1

Umip wird normiert, indem man | f|min gleich dem Infimum der z |@n | setzt, a, wie
n=1
oben. Unin ist unabhingig von dem gewihlten K, | |min hingt nur bis auf Aqui-

valenz von K ab. Weiter ist Umin eine Segalsche Algebra in U und offenbar die
kleinste.

Der folgende Satz zeigt nun, daB fiir homogene Funktionen-Algebren U auf abel-
schen Gruppen G die Gleichung Upsn = U; gilt. Uj ist damit charakterisiert (und
das ist das Hauptziel dieses Artikels) als die kleinste Segalsche Algebra in U.

Satz 2. Sei U eine homogene Funktionen-Algebra auf der lokalkompakten abelschen
Gruppe G. Dann gilt Upin = Uy.

Beweis. Man braucht nur U; c Unmin zu beweisen. Da Uy in U; dicht liegt
(Satz 1) geniigt es, die Norm von Ugin auf Ug gegen die Norm von U; abzuschitzen.
Auf Grund der bekannten Struktur kompakt-erzeugter abelscher Gruppen besitzt G
eine zu R X K (K = kompakte Gruppe) isomorphe offene Untergruppe H. Wenn
man die Norm | |min gegen | |4 fiir Funktionen in Ug mit Triger in H abschitzen
kann, so kann man dies auch fiir beliebige Funktionen in Ug tun. Wir kénnen also
im folgenden G = R* X K annehmen.

Zunichst konstruieren wir eine passende Funktion u € Uy, welche wir zur Be-
schreibung der Norm | |, auf U; verwenden werden. Sei v e Ug, v = 0 und » = 0.
Durch Mittelung iiber K kann man annehmen, daB3 v konstant auf Nebenklassen
modulo K ist. Weiter sei

Q= {(1,....,2,,0)€G|0 = 2; <1} und u:= [oids,
Q

wobei di das Lebesguesche Mafi auf R# bezeichnet. Mit dieser Setzung gilt dann

z u%* = const (punktweise, nur endlich viele Summanden sind jeweils von Null
xEZ™
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verschieden). Durch geeignete Abdnderung von v kann man diese (positive) Kon-
stante zu 1 normieren.
Sei nun fe Ug und N € N dazu so gewihlt, daBl mit

D:={{t;,....,ta)eR?; |t;] < N}
die Inklusion D X K ¢ — Trg(f) + Trg(w) gilt. Dann ist

dty ...db, .

Dieses Integral schitzen wir nach unten durch Riemannsche Summen ab. Sei ¢ > 0
gegeben. Dann gibt es ke N mit

1
flatez S —|fus|

«&(Lfk)Z”
(in der Tat ist die Summe natiirlich endlich). Setzen wir
ue 1 .
fa:=f-~— fir ae—2Z7, soglt > fa=f].
kn k «e(t)Z"
Verwendet man also in der Definition von Umnin und | |min die kompakte Menge
Trg(u), so gilt
If‘miné Z Ifa] = lf!u+ €, also If]min = l”u

a€(1/k)Z™

Im Zusammenhang mit idealtheoretischen Untersuchungen in der Gruppenalgebra
der Heisenberg-Gruppe wurde von Leptin die Frage gestellt, ob fir U = 4(R)
der Raum S(R) der Schwartzschen Funktionen in U; enthalten ist. Die entsprechende
Frage fiir 4 (R)min wurde spater von Feichtinger aufgeworfen. Der folgende Satz
gibt darauf eine positive Antwort.

Satz 3. Sez U = A (R%). Dann ist der Raum S(R") der Schwartzschen Funktionen
auf R? enthalten in U = Umin.

Beweis. Mit F: S§(R”) — S(R") sei die Fouriertransformation bezeichnet, weiter
sei 4: S(R?) — S(R") der Laplacesche Operator, und p: R® — R sei definiert durch
pE) =1+ |o]? =1 4 {4 4 e,
Wir setzen
C :Rj:lp (z)"lde (<< o).
Es ist zu zeigen, daB “(pcpilAdt fiir jedes ¢ € S(R”) endlich ist.
Nun gilt fir jedes B
teRm: [pgta=[F et |n=|ptpFlpeh|wn
= ClpFUog) e = C|F(pF 1 pe")|1n
= C|{l + (=AM} p¢t |1 < Ollpgt | + | A" gt| 1]
Offenbar sind [|p¢t|z:dt und [|47@@t|di endlich, womit der Satz bewiesen ist.
R" R~
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