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Gewisse Segalsche Algebren auf lokalkompakten Gruppen 

Von 

DETLEV POGUI~TKE 

Bei den Untersuehungen fiber Symmetrie yon Gruppenalgebren (insbesondere auf- 
15sbarer Liescher Gruppen) traten in natfirlieher Weise gewisse Funktionenalgebren 
auf  lokalkompakten (abelsehen) Gruppen auf. Explizit wurden diese Algebren yon 
Leptin in [3] studiert. 

Im Rahmen der Winterschule 1979 fiber topologische Gruppen in Wien lernte ich 
dann die Konstruktion minimaler Segalscher Algebren auf abelschen Gruppen yon 
Feichtinger kennen. Diese Konstruktion legte es nahe, auch die oben erws 
Funktionenalgebren durch eine Minimalit~tseigensehaft zu charakterisieren. Dieses 
soll nun in dem vorliegenden Aufsatz geschehen. 

Zur Pri~zisierung zun~ehst die folgende 

Definition 1. Sei G eine lokalkompakte Gruppe. Eine selbstadjungierte Unteralgebra 
U yon Coo (G), der Algebra aller komplexwertigen, im Unendlichen verschwindenden, 
stetigen Funktionen auf G, zusammen mit  einer Norm [ 1 ( ~  I I~), heiBt homogene 
Funkt ionen-Algebra  auf G, wenn gilt: 

(i) (U, I I) ist eine Banachsehe Algebra. 
(ii) U ist invariant gegen Linkstranslationen, d.h. ffir jedes x e G liegt mit u auch 

u �9 in U, wobei u x durch uX(y) = u ( x y )  erkl~rt ist. 

(iii) l u ] = ] u * I = l  ux] ftir alle u ~ U  unda l l e  xeV.  
(iv) x ~ u x ist f'fir alle u e U eine stetige Abbildung yon G in U. 

(v) U ist eine regul~re Funktionen-Algebra. 

Beispiele solcher Atgebren sind natfirlich die Yourier-Eymardsche Algebra A (G) 
ffir jede lokalkompakte Gruppe G, aber auch das folgende: Sei 

U----- {/eA(•) ;  /(x) = 0  ffir x = 0 } .  

U l~$t sich als Unteralgebra von Coo(R) auffassen vermSge der Einbettung ] - * f ,  
f ( x )  = ](ez). Diese Algebra U tri t t  etwa beim Studium der a x  + b-Gruppe auf, 
vgl. [2] oder auch [4] und [6]. 

Zu einer homogenen Funktionen-Algebra U aufG kann man die Leptinsche Algebra 
L = L 1 (G0 U) bilden (beziiglich eines linken Haarschen Mal]es auf G). Diese Algebra 
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h a t  eine invo lu t ive  Dars te l lung  ~ in L 2 (G), gegeben durch  

{z~ (/) ~ } (x) = .f / (Y) (y-1 x) ~ (y-Z x) dy  . 
G 

Man k a n n  nun die  F rage  stellen, warm ~( / )  ein Opera tor  vom R a n g e  1 ist. I n  [3] 
wurde gezeigt :  Defmier t  man  fiir a, b e C~o(G) die F u n k t i o n  a o b: G --> C(G) durch  

(a o b) (x) (y) ---- A (y) a (xy)  b (y) ,  

wobei A die Modula r funk t ion  yon  G bezeichnet ,  und setzt  m a n  

(1) U l = { u e U ; u o u e L } ,  

so gi l t :  F i i r  ein / e L i s t  ~ (/) dann  und  nu r  d a n n  vom Range  1, wenu es u, v e U1 
mi t  / = u o v gibt .  U1 ist  yon Nul l  versehieden,  genauer  gi l t  : 

(2) I s t  u e U0, d . h .  u e U und  der  Tr/iger yon  u, mi t  Trg(u)  bezeichnet ,  

is t  k o m p a k t ,  so l iegt  

u ' = A - l u  in U1. 

B e w e i s .  Zun/~ehst is t  zu zeigen, dab  u '  in  U liegt. Dazu  k6rmen wir  na t i i r l ich  
u ~ 0 annehmen.  Durch  s ---> ~2SuSu is t  eine s te t ige  F u n k t i o n  yon  G in U mi t  kom- 
p a k t e m  Tr/~ger definiert .  Also ex is t ie r t  v :-= f~2SuSuds  in U, u n d  es gi l t  

G 

v (x) = .[ ~2 (sx)  u (sx)  u (x) d8 -= f u (x) fl (x) -1 t2 (t) u (t) dt 
G 

= (x ) - i  u ( x l  I u = I I .  

Mit v l iegt  auch u '  in U. 

Wei t e r  g i l t  (u' o u ' )  (s) (y) ---- A (y) u ' ( sy )  u ' (y)  ~- u ' ( sy )  u (y) oder  (u'  o u ' )  (s) ----- u'S~. 
Folgl ich liegen die W e r t e  yon u '  o u '  in U, und  d a  u '  o u '  da r i ibe r  h inaus  eine s tet ige 
F u n k t i o n  mi t  k o m p a k t e m  Tr/Lger ist, l iegt  u ' o  u '  in L = L z (G, U). 

Fe rne r  wurde  in [3] die  folgende ni i tz l iche Beschre ibung yon  U1 gegeben.  

(3) I s t  w ein beliebiges, yon  Null  verschiedenes E l e me n t  in Uz, so gi l t :  

U l =  { a e U ;  w o a e L } .  

Wa.hlt m a n  speziell  w ---- u '  = f l -Zu  mi t  e inem u e U0, u ~ 0, so is t  

(w o a) (s) = A (~)-1 uS c~ e U.  

E in  a e U l iegt  also dann  und nur  d a n n  in Uz, wenn w o a s u m m i e r b a r  ist.  Man 
erh/Llt : 

(4) I s t  u e Uo, u :4= O, so gi l t  

G 

oder  

G 
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An dieser Beschreibung liest man auch U0 c U1 ab. Die Gleichung (3) wurde in [3] 
zur Normierung yon U1 beniitzt, indem man l a !I = I w o a l l  (a e Ux) setzt.Ver- 
schiedene w's fiihren zu/iquivalenten Normen, und U1 wird so zu einer Banachschen 
Algebra. Is t  speziell w = u'  (u E Uo, u ~ 0), so setzen wir, um die Abh~ngigkeit 
yon u zum Ausdruek zu bringen: 

I 'oalL = (ae U,/ .  
G 

I ]u ist also eine yon den oben beschriebenen s Normen auf U1. Welter 
gilt: 

Satz 1. Sei U eine homogene Funktionen-Algebra auf  der lokalkompakten Gruppe G. 
Dann liegt Uo dicht in U1. 

Bewe i s .  Sei u e U0, u =4= 0, lest gew~hlt. O.B.d.A.  kSrmen wir u ~ 0 annehmen. 
Es ist zu zeigen, dab zu ~ e U1 und e > 0 ein ~ e U0 existiert mit  

Wir definieren c > 0 durch 

G 
und ~" etzen 

V ----- e{1 -}- c lu  I [ Trg(u) Trg(u) - I  I}-1, 

wobei [. l (auch) das linke Haarsche MaB bezeichnet. Laut  Voraussetzung ist 

Es gibt folglich eine kompakte  Menge 13 __C G mit  L ----- L-1 ~ < ~. 

Sei nun  /V :--  L T r g ( u )  Trg(u)- I  und ~ : =  c~uS-~ds. Offensichtlich ist ~ e Uo. 

Weiter gilt z '  

(*) ~ u ~ = ~ u  t fiir alle t e L .  

Zu zeigen ist also 

q ~ ( x ) u ( t x ) = ~ ( x ) u ( t x )  fiir t e L ,  x e G .  

I s t  tx ~Trg(u) ,  so ist diese Gleichung trivial. Nehmen wir also tx e Trg(u) an. 
Dann ist x e L Trg (u). 

Zu zeigen bleibt 

x e L -  Trg (u) ~ ~ (x) = ~ (x). 

Nun ist 

(x) = c fcp (x) u (s - I  x) ds = c q~ (x) ] u (s -1 x) ds. 

Nach Konstrukt ion gilt nun: s ~ L'  ~ s -z x ~ Trg(u) und folglich 

Mso ~ (x) = ~ (x). 
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Sch~tzen wir nun I ~ -  ~ l u ab: Naeh Definition und wegen (*) gilt 

= i ( ~ -  ~)~,-~1~ ~ i (~-~)~,-~1 ~ I~-~1~ ~ 

Der erste Summand ist < ~ nach Wahl yon L. Iqach Definition yon ~ gilt: 

I dt. 
a\z GV, z '  I 

Fiir festes t ist 

L" I q t T rg (u )  Trg (u )  -x 

da der Integrand auBerhalb dieser l~enge verschwindet. 

Folglich gilt 

~ut-~uS-~cfds ~ lut-~cpl lul ITrg(u)Trg(u)-l[ �9 

Damit ergibt sich 

--< ~ [ ~ ] I Trg (u) Trg (u)-~ I r/ 

und folglich 

1~-  ~1~ =< ~{~ + ~1~1 IT~g(u)Trg(~)=~t}-- ~, q.e.d.  

Im folgenden wollen wir fiir abelsche Gruppen G noeh eine andere Charakterisierung 
yon Uz geben. Dazu fiihren wir die folgende Definition ein: 

Definition 2. Sei G eine lokalkompakte Gruppe, U eine homogene Funktionen- 
~gebr~ a . f  G mit Norm I I" Ein Ideal V in V zusammon mit  einor Norm I iv auf  
V heil3t Segalsche Algebra in U, wenn gilt: 

10 V ist abgeschlossen gegen Linkstranslationen, I ]v ist translationsinvariant, d.h. 
l i l ly- -  I/iv f ~  ane ~eG, l *  V. 

20 (V, I Iv) ist ein Banachscher Raum. 

30 Es gibt positive Konstante C, D mit 

I/l--<cIllv und I/glv<=Dlllwla[ fur alle / eV,  g e e .  
4o U0 c V. 

Bemerkung 1. Da U eine regul~re Funktionen-Algebra ist uad es folglich zu jedem 
Kompaktum K in G ein u e Uo mit u - 1 auf  K gibt (vgl. [7], p. 19), sind die U- 
Norm und die V-Norm auf Funktionen, deren Tr~ger in einem festen Kompaktum 
liegt, ~quivalent. 
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Bemerkung 2. Um den Zusammenhang zu ,,klassiseheren" Definitionen yon Segal- 
sehen Algebren herzustellen, stellen wir lest: Ist U zus~tzlieh eine Wienersehe 
Algebra im Sinne yon [7], p. 22, und Ve in  Ideal mit 10--30, so ist 40 ~quivalent 
zur Tatsache, da$ V dieht in U liegt (vgl. [7], p. 20). 

Bemerkung 3. Ist U eine homogene Funktionen-Algebra auf der lokalkompakten 
Gruppe G, so ist U1 eine Segalsehe Algebra in U. Dies wurde bereits in [3] festgestellt 
und folgt im iibrigen unmittelbar aus (4). 

Bemerkung 4. In [1] hat Feiehtinger die minimale Segalsche Algebra in der Fourier- 
Eymardsehen Algebra besehrieben. Diese Konstruktion l~13t sich aueh ftir eine be- 
liebige homogene Funktionen-Algebra U durehfiihren. Fiir eine kompakte Menge K 
in G mit nieht-leerem Inneren setze m a n  Umin : =  {/~ U; es gibt  Folgen an in U 
und tn in G mit 

Trg(an) cK,  lan[ < oo und /=Zatn"}.  
n = l  n = l  

Umin wird normiert, indem m~a I/]rain gleich dem Infimum der Z fan I setzt~ an wie 

oben. Umin ist unabhi~ngig von  dem gew~hlten K, ] [rain h~ngt nur bis auf hqui-  
valenz yon K ab. Weiter ist Umin eine Segalsche Algebra in U und offenbar die 
kleinste. 

Der folgende Satz zeigt nun, dal3 fiir homogene Funktionen-Algebren U auf abel- 
schen Gruppen G die Gleichung Umin ~- U1 gilt. U1 ist damit charakterisiert (und 
das ist das Hauptziel dieses Artikels) als die kleinste Segalsehe Algebra in U. 

Satz 2. Sei U eine homogene Eunlctionen-Algebra au/ der lokalkompakten abelschen 
Gruppe G. Dann gilt Umin----- U1. 

Beweis .  Man braucht nur U1 c Umin zu beweisen. Da U0 in U1 dicht liegt 
(Satz 1) geniigt es, die Norm yon Urain auf U0 gegen die Norm yon U1 abzusch~tzen. 
Auf Grund der bekannten Struktur kompakt-erzeugter abelscher Gruppen besitzt G 
eine zu •n X K (K ---- kompakte Gruppe) isomorphe offene Untergruppe H. Wenn 
man die Norm I ]min gegen I t u ftir Funktionen in U0 mit Trs in H abschs 
kann, so kann man dies auch fiir beliebige Funktionen in U0 tun. Wir k6nnen also 
im folgenden G ---- R n • K annehmen. 

Zun~chst konstruieren wir eine passende Fukktion u e Uo, welche wir zur Be- 
sehreibung der Norm I l u au f  U1 verwenden werden. Sei v e U0, v => 0 und v # 0. 
Durch Mittelung fiber K kalm man almehmen, dai3 v konstant auf Nebenklassen 
modulo K ist. Welter sei 

Q={(xz  . . . . .  xn,O)eGIO<=xt<=l } und u : = f v t d t ,  
Q 

wobei dt das Lebesguesehe Mal~ auf R n bezeichnet. Mit dieser Setzung gilt dann 
Z ua ---- const (punktweise, nur endlich viele Summanden sind jeweils yon Null 
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verschieden). Durch geeignete Ab~nderung yon v kann man diese (positive) Kon- 
stante zu 1 normieren. 

Sei nun ] e U0 und N e N dazu so gew~hlt, dab mit 

D : = { ( t l  . . . .  ,tn) e~n;  ItiI ~ N }  

die Inklusion D • K c -- Trg ([) § Trg (u) gilt. Dann ist 

r]l  = Sllu tax = S "  Si tu" ...... '.)J 
G --N --37 

Dieses Integral sch~tzen wir nach unten durch Riemannsche Summen ab. Sei e > 0 
gegeben. Dann gibt es k e N mit 

(in der Tat  ist die Summe natfirlich endlich). Setzen wir 

u ~ 1 
]~ := / - ) r  fiir ~e~-7/n ,  so gilt ~. ] ~ = ] .  

Verwendet man also in der Definition yon Umin und I ]rain die kompakte Menge 
Trg(u), so gilt 

a. E ( l / k ) T z -  

Im Zusammenhang mit idealtheoretischen Untersuchungen in der Gruppenalgebra 
der Heisenberg-Gruppe wurde yon Leptin die Frage gestellt, ob fiir U = A (~) 
der Raum S(R) der Schwartzschen Funktionen in U1 enthalten ist. Die entsprechende 
Frage ftir A ( ~ ) m i n  wurde sparer yon Feichtinger aufgeworfen. Der folgende Satz 
~ b t  darauf  eine positive Antwort. 

Satz 3. Sei U = A (~n). Dann ist der Raum S(R n) der Schwartzscher~ Funktionen 
au] ~n enthalten in U1 = U~m. 

Beweis .  Mit F :  S(R n) --> S(R n) sei die Fouriertransformation bezeichnet, weiter 
sei A : S(Rn) --~ S(Rn) der Laplacesche Operator, und p: R n --> R sei definiert durch 

Wir setzen 

c =  Sp(x)-~a= (<oo). 

Es ist zu zeigen, dab flq~qDt]Adt fiir jedes q~eS(~ n) endlieh ist. 
:Nun gilt ffir jedes ~" 

C [ p.F-Z (~ opt)Iz~, < C I F (.p.F -1 (~ qr 

Offenbar sind J'l ~ '  I~:' dt und j" I , ~ " ~ '  ]L, at endlieh, womit der Satz bewiesen ist. 
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