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Uber Einsatzméglichkeiten von Restklassenkorpern im Bereich der Gleichungslehre,
bei Kérpererweiterungen und in der Geometrie

Von FRIEDHELM PADBERG

Mzt 2 Abbildungen

Geht man neuere Schulbiicher fir die Sekundarstufe I durch,
50 findet man in den meisten von shnen schon eine Behandlung ron
Resthlassen. Allerdings bleibt man dort meist bei der Betrachtung
der strukturellen Eigenschaften spezieller Restklassenmengen unter
der Restklassenaddition oder -multiplikation stehen. Die Tatsache,
daf die Restklassen unter diesen Verkniipfungen dibersichtliche
Modelle fiir die verschiedenartigsten algebraischen  Strukuren
(Halbgruppe, Gruppe, Ring, Integrititsring, Kirper') bilden, ist
sicher ein Grund, sie 1m Unterricht zu behandeln. Daneben kann
man Restklassen aber auch noch bei einer grsferen Anzahl anderer
Gelegenheiten duferst sinnvoll einsetzen, wie die Sfolgenden Hin-
weise aufzeigen sollen.

1. Lineare Gleichungen

L1 Lineare Gleichungen der Forma-x = &

Man kann Restklassenmengen R, ausgezeichnet
dazu benutzen, um die Frage untersuchen zu lassen, ob
lineare Gleichungen der Form a-x = b in beliebigen
Verkniipfungsgebilden stets losbar sind und wieviel
Lésungen sie gegebenenfalls haben. Betrachten wir
etwa das Verkniipfungsgebilde {Rs, >, also die Menge
aller Restklassen modulo 6 {0,1,2,3, 4, 5} beziglich
der Restklassenmultiplikation?), so kann man erarbei-
ten lassen, daB einige lineare Gleichungen a-x = 5
iiber Rq?®) unlésbar sind (z. B. 2 - x — 3), eindeutig lés-
barsind (z.B. 1-x =2, L = {2}), mehrere Lésungen
aufweisen (z. B, 3-x — 3, L= {1, 3, 5}) oder sogar
allgemeingiiltig iiber R, sind (0-x = 0). Betrachten
wir dagegen dieselben Gleichungen iiber R, so stellen
wir fest, daB dort alle oben genannten Gleichungen -
auBer 0 - x = 0 - eindeutig lgsbar sind.

Fordern wirina-x = 4 speziell, daB q und & beide
ungleich 0 sind, gehen wir also iber zu dem Ver-
kniipfungsgebilde (R, \, {0}, Y5 50 verifiziert man leicht,
daB in diesem Fall sogar alle linearen Gleichungen
dieses Verkniipfungsgebildes eindeutig lésbar sind.
Wir kénnen als Ergebnis festhalten: in beliebigen
Verkniipfungsgebilden sind lineare Gleichungen der
Forma-x =4 keineswegs stets noch immer eindeutig
losbar, wihrend es durchaus spezielle Verkniipfungs-
gebilde ~ wie etwa (R,\ {0}, > - gibt, in denen alle
lincaren Gleichungen der Form a - x = b eindeutig
l6sbar sind. Bezeichnen wir das Inverse (bzgl. ) von ¢

—
') Man vgl, etwa: F.PapBerc: Elementare Zahlentheorie. 3. Aufl., -
Freiburg: Herder 1976,

*) Fir die Restklassenaddition bzw. -multiplikation werden wir im fol-
genden - aus Griinden besserer Lesbarkeit — statt der Zeichen »@4 und »()«
einfach die Zeichen » 4+ und *-¢ benutzen. Aus demselben Grund werden wip
auch fir die Restklassen statt 0, T, 2, . . . kurz 0, 1,2, ... schreiben.

%) Gehen die zugehdrigen Verkniipfungsvorschriften aus dem Kontext klar

hervor, so schreiben wir im folgenden statt R, > baw, Ry, +, *) meist
nur kurz Ry,.

mit a7!, so ist @' b eine Losung der Gleichung
a'x = b; denn es gilt:

ny (2; (3)
a- (@ b) = (aat) b1k b

Damit also alle linearen Gleichungen der Forma x4
in einem Verkniipfungsgebilde [5sbar sind, missen wir
fir das Verknupfungsgebilde spezicll fordern, daB es
(1) assoziativ ist, (2} daf3 es zu jedem Element ein In-
verses besitzt, (3) daB es ein neutrales Element besitzt,
dal} es also eine Gruppe bildet. In Gruppen aber sind
lincare Gleichungen der Forma-x — b sogar eindeutig
l6sbar, wie sich unmittelbarausder Eigenschaftder Regu-
laritit ergibt, Damit haben wir die Ursachen fiir das
unterschiedliche Verhalten von (Ry,"> und (R, {0, >
gefunden: (R;\ {0}, ) bildet im Gegensatz zu (R,, )
eine Gruppe. Da (R,\ 0}, -> fir alle Primzahlen p je-
weilseine Gruppe bildet, wihrend (R,,, -} fiir zusammen-
gesetzte Zahlen m keine Gruppe bildet, hitten wir beim
cinleitenden Beispiel statt m = 6 jede zusammengesetzte
Zahl sowie beim folgenden Beispiel statt 5 auch jede
andere Primzahl verwenden kinnen.

12. Lineare Gleichungen der Form a x4+ b==¢

Mit Hilfe von Restklassenmengen kann man aber
auch gut erarbeiten lassen, welchen strukturellen An-
forderungen Verkniipfungsgebilde geniigen miissen,
damit lineare Gleichungen der Form g - x +b=¢
stets 16sbar oder auch stets eindeutig lésbar sind. Unter-
sucht man lineare Gleichungen obiger Form wiederum
iiber (Rq, +, ->, s0 stellt man fest, daB sie z. T. un-
losbar, z. T. eindeutig losbar sind oder auch mehrere
Lésungen aufweisen (Beispiele: 2x +1l=4; L =g,
Sx+5=13L=;3r4+4=1L= {1, 3,5)).
Gleiches gilt entsprechend fiir alle (Rp, +,->, bei
denen der Modul m eine zusammengesetzte Zahl ist.
Dagegen sind alle linearen Gleichungen ¢ x + b = ¢
mit a % 0 iiber (R, +, 5 ~ allgemein iiber (R,, +-, >
mit p Primzahl — eindeutig I6sbar. Der Unterschied
rihrt daher, daB (R, 1, > fiir zusammengesetzte
Zahlen m nur Ringstruktur, jedoch keine Korper-
struktur aufweist, wihrend die Ry, +, > fur alle
Primzahlen p stets Kérper bilden. Bezeichnen wir nim-
lich das multiplikativ Inverse zu ¢ mit a1, das additiv
Inverse zu b mit —b, ferner ¢ + (—b) mit ¢ — 4, so

bildet =1 (¢ — &) eine Losung obiger Gleichung; denn
es gilt:

Y ((R.\{O}. 'y dagegen wiirde nicht cinmalr ein Verkn
bilden, da es nicht abgeschlossen ist (Beispiel: 2 - 3 = o).
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ala”t le—b)] ~ b= (aa ') (c—b) + b anschlieBend an linearen Gleichungen iiber dem Rest-
= lle—b)y+ b klassenkorper R, weiter verifizieren und abkliren

Ce— b dob lassen, um so schlieBlich zu Regeln fiir Aquivalenz-

¢+ ({—h) + p) umformungen iiber dem Korper Q (bzw. R) der ratio-

¢ -0 - c. nalen (bzw. reellen) Zahlen hinzufithren. Hierbei bie-

Damit es also garantiert fiir jede lineare Gleichung
ax+b—¢ mit a+ 0 mindestens cine Lésung
gibt, miissen wir verlangen, daf in dem Verkniipfungs-
gebilde beziiglich beider Verkniipfungen das Assoziativ-
gesetz gilt, es ein neutrales Element und zu jedem Ele-
ment (auBer der 0 beziiglich der Multiplikation) ein
Inverses gibt, wie aus der obigen Gleichungskette
hervorgeht. Diese Eigenschaften sind jedoch noch nicht
in beliebigen Ringen, sondern erst in Kérpern erfillt.
Wegen der dort gegebenen Regularitat beziiglich bei-
der Verkniipfungen ist dort dann sogar jede lincare
Gleichunga-x + b ¢ eindcutiglisbar. DaB lineare
Gleichungen a-x 4 4 ¢ iiber R, bei zusammen-
gesetztem Modul m auch mehr als eine Losung auf-
weisen konnen, rihrt daher, daB diese Ringe Null-
teiler besitzen. Bei Ubergang speziell zu nullteilerfreien
Ringen, also zu Integrititsringen, weisen diese Glei-
chungen nur noch héchstens eine Losung auf, Dies
konnen wir jedoch nicht an speziellen Restklassen-
mengen demonstrieren, da endliche Integrititsringe
mit wenigstens 2 Elementen stets schon Korper bil-
den (vgl. [2]), dafiir jedoch etwa an dem vertrauten
Integritétsring Z der ganzen Zahlen.

L3. Gleichungskalkiil

Aber nicht nur bei der gezielten Untersuchung der
Elementanzahl der Losungsmengen linearer Gleichun-
gen kénnen uns Restklassenringe niitzlich sein, sondern
auch bei der Behandlung des Gleichungskalkiils. So
kann man meines Erachtens mit ihrer Hilfe gut Aus-
sagen Gber die Aquivalenzumformungen beim
Lasen von Gleichungen finden und begriinden lassen.
Betrachten wir hierzu etwa die linearen Gleichungen

*+2=0, 2064+ 1=0, x+1=2,
¥ +0=1 und

ul_)el' dem Restklassenkorper R;, so stellt man durch
Einsetzen leicht fest, daBl sic alle dieselbe Ldsungs-
menge, némlich {1}, haben, daf3 sie also dquivalent sind.
_DUPCh die Frage, ob und gegebenenfalls wie diese
duBerlich  verschiedenen Gleichungen miteinander
Zusammenhingen, stoBt man rasch zu Vermutungen
tiber Aquivalenzumformungen vor.

Da es jedoch iiber R; insgesamt nur 18 lineare Glei-
mMRnw+b:cmma¢mQMJEng:4q
b,ZW- L, = {1} bzw. L, = {2} als Losungsmenge haben,
die also ajle dquivalent zu x = 0 bzw. x + 2 = 0 bzw.
x WL‘ l = 0sind, iiberschaut man hier rasch simtliche
mdglichen Aquivalenzumformungen. Diese kann man

2x 4+ 2 =1

tet die Betrachtung von linearen Gleichungen
ax + b = ¢ iiber endlichen Restklassenkérpern R, ge-
geniiber einer Betrachtung iiber den unendlichen
Korpern Q bzw. R den offensichtlichen Vorteil, daB
man wegen der kleinen Grundmenge und der nur ge-
ringen Anzahl von Gleichungen jeweils leicht jede
Klasse zueinander #quivalenter linearer Gleichungen
vollstandig iiberschaut und somit leicht samtliche dqui-
valenten Umformungen erarbeiten kann.

Aber auch zur Abklirung der einzelnen Schritte, die
man beim Lésen einer linearen Gleichung durch-
fihrt, eignen sich die Restklassenkorper R, ausgezeich-
net, wie wir dem folgenden Beispiel einer linearen
Gleichung tiber R, entnehmen kénnen:

Ix+2=1

Addition des (bzgl. »+«) Inversen von 2, also 3, auf
beiden Seiten der Gleichung.

Bx+2)+3=1+3

Anwendung des Assoziativgesetzes; 2 + 3 = 0; 0 neu-
trales Element bzgl. +; 1 -+ 3 = 4.

Ix=4

Multiplikation beider Seiten der Gleichung mit dem
(bzgl. »-¢) Inversen von 3, also mit 2.

2-(3x) =124

Anwendung des Assoziativgesetzes; 23 = 1; 1 neu-
trales Element bzgl. »-«; 2 - 4 = 3.

x=13
L={3.

Der Vorteil der Restklassenkérper: man muB sich
beim Losungsverfahren die einzelnen Losungsschritte
ganz bewuBt machen und kann hiermit sicherlich eine
zu frithzeitige, sinnentleerte Automatisierung  des
Lésungsverfahrens (vauf die andere Seite schaffenc
u. 4.) vermeiden®). So bedeutet die iibliche Subtrak-
tion beim Loésungsverfahren eine Addition des Additiv-
Inversen, die tibliche Division eine Multiplikation
beider Sciten der Gleichung mit dem Multiplikativ-
Inversen. Hierbei kann man meines Erachtens die Be-
handlung des Loésungsverfahrens linearer Gleichungen
tiber Restklassenkdrpern entweder parallel zur Behand-
lung des entsprechenden Verfahrens iiber © bzw. R
oder im Anschlu3 an diese Behandlung iiber Q bzw. R
als Riickblick und Vertiefung durchfiihren.

*) Analog verhilt man sich heute bekanntlich auch bei der Behandlung
von Stellenwertsystemen, wo man neben dem Dezimalsystem auch nicht-
dezimale Stellenwertsysteme behandelt.

S
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2. Quadratische Gleichungen

Aber nicht nur bei linearen, auch bei quadratischen
Gleichungen lassen sich Restklassenkérper im Unter-
richt mit Gewinn einsetzen. So kann man etwa die
Frage stellen, ob auch quadratische Gleichungen, also
Gleichungen der Form

ax* +bx +¢=d mit ¢, b,c,d € R,,

tiber Restklassenkorpern R, losbar sind. Dazu betrach-
ten wir zundchst als einfaches Beispiel die Gleichung
x? = d uber R; und [ragen, ob sie fir d € R, stets los-
bar ist. Durch Einsetzen erhalten wir unmittelbar, daf3
diese Gleichung fiir d = 0 eindeutig lésbar ist, fiir
d=1und d=4 zwei Lésungen hat und fiir die
beiden tibrigen d-Werte aus R; unlésbar ist. Ent-
sprechendes gilt sogar fiir alle Restklassenkorper R,
mit p > 2; denn wegen (p —n)t = p* — 2pn -+ n? = n?
(mod p) fir n€{0,1,2,...,p—1} ergeben p—n
und n bei Einsetzung in x* = d jeweils denselben d-

—1
Wert. Folglich sind 5’_2, Gleichungen tiber R, (fiir

£ > 2)%) unlésbar, wihrend der Rest lésbar ist und —
mit Ausnahme von d =0 - zwei Losungen besitzt.
Mithin sind generell bei quadratischen Gleichungen
iber Restklassenkdrpern (mindestens) 3 Fille zu
unterscheiden, nimlich da8 sie unlosbar sind, ein-
deutig lGshar sind oder zwei Lésungen haben. Diese
drei auftretenden Fille erinnern an die Elementanzah-
len der Lésungsmengen quadratischer Gleichungen
liber R und legen die Frage nahe, ob es auch iiber Rest-
klassenkorpern ein Analogon zur quadratischen Formel
gibt. Versucht man analog zur Vorgehensweise iiber R
iber einem Restklassenkérper R, eine entsprechende
quadratische Formel abzuleiten, so bekommt man
allerdings Schwierigkeiten mit dem Waurzelbegriff, In
R definiert man bekanntlich fir a> 0 Y4 als die
positive Zahl, die mit sich selbst multipliziert a ergibt,

sowie VO =0. Da jedoch die Restklassenkérper als
endliche Kérper nicht anordbar sind — @ bildet be-
kanntlich den kleinsten angeordneten Korper — kénnen
wir bei analoger Definition etwa im Restklassenkérper

R, V 1 nicht eindeutig einen Wert zuordnen; denn

sowohl 1* wie 22 ergibt 1. Daher ist }/1 bei dieser Defi-
nition als Zahlzeichen in (R4, +, -> nicht brauchbar;
denn Zahlzeichen sind natiirlich nur dann sinnvoll,
wenn sie eindeutig eine Zahl benennen. Die fiir R,
geschilderten Schwierigkeiten gelten entsprechend auch
fir alle Restklassenkérper R, mit Primzahlmodulen
#>2. Auf diese Art kann man daher Restklassen-

korper auch geeignet zur Problematisierung des Wur-
zelbegriffs einsetzen.

) Im Yall p = 2 sind offensichtlich die b;a;Elcichungcn eindeutig 15s-
ar,

3. Kérpererweiterungen

Wie wir schon in Abschnitt 2 feststellten, sind quadra-
tische Gleichungen iiber Restklassenkorpern keineswegs
stets losbar. Betrachten wir im folgenden speziell die
{insgesamt 18) quadratischen Gleichungen ax? - bx
<4« ¢ =07 mit a # 0 tber R;, so gibt es dort insge-
samt 6 unlosbare Gleichungen, namlich #* = | -- 0,
2+ x+~2=0 und x?+~2x+2 0 sowiec die
hieraus durch Multiplikation beider Seiten mit 2 her-
vorgehenden Gleichungen. Analog wie man (im Ober-
stufenunterricht) alle quadratischen Gleichungen iiber
R (und nicht nur diese) durch Ubergang zu dem
Erweiterungskorper der komplexen Zahlen loshar
macht, so wollen wir im folgenden aufzeigen, wie wir
auch zu R, cinen Erweiterungskorper finden kénnen,
so dal} dort auch alle quadratischen Gleichungen iiber
Ry loshar sind. Der aufzuzeigende Weg soll zu einem
vertieften Verstandnis fiir Kérpererweiterungen fithren,
da diese Korpererweiterung hier - im Gegensatz zur
Korpererweiterung von R nach € - an cinem end-
lichen und gut iberschaubaren Kérper durchgefiihrt
wird.

Entsprechend der Vorgehensweise bei der Kérper-
erweiterung von R nach C greifen wir eine der in R,
unlésbaren Gleichungen, etwa x* - | =0, heraus
und fithren — analog zur imaginiren Zahl i als Losung
von x* 4- 1 = 0 dort — hier die Ry-imaginire Zahl j
(in einem umfassenden, noch zu konstruierenden Kor-
per) ein mit der Eigenschaft j2 + 1 = 0 bzw, j2 = 2.
Entsprechend zu € bezeichnen wir auch die - ins-
gesamt 9 — Zahlen ¢ + bj mit g, b € R, als R,-kom-
plexe Zahlen und definieren eine Addition und Multi-
plikation Rz-komplexer Zahlen durch:

(@+b)+ (c+dj): = (at o)+ (b+d)j
(a--6j) « (c+dj): = (ac + 2bd) + (ad + bo);.

Die Menge der Ry-komplexen Zahlen bildet unter den
beiden vorstehend eingefithrten Verkniipfungen einen
Korper, wie man etwa durch Aufstellen der zugehorigen
Verkniipfungstafeln bzw. durch Riickgriff auf ent-
sprechende Eigenschaften von R, leicht verifizieren
kann. Dieser Kérper umfafit als Erweiterungskorper
unseren  Ausgangskorper R,, wenn wir 0 +0-7,

I+ 0-jbzw. 24 0 j mit den Elementen 0,1 bzw. 2
aus R; gleichsetzen.

‘Der Erweiterungskérper der Ry-komplexen Zahlen
weist aber gerade die anfangs angesprochene Ziel-
setzung auf, daB ndmlich in ihm alle quadratischen
Gleichungen iiber R, lssbar sind.

So haben 24+ 1 =0 hzw. 22 4+2=0

N And Ao v . S T
brir)ngnltf diese Furm konnen wir alle quadratischen Gleichungen offensichtlich
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dic Losungsmenge L |, 25,

2 4x . 2 -0 bzw. 2582+ 2x £ 1 =0

die Losungsmenge L - {1 - 2 1 + Ji.

sowie  x% ¢ 2x - 2 = 0 bzw. 2x* +x+1=0

die Losungsmenge L = {2+ j 2 & 251 .

So kann man m. E, die Kérpererweiterung von R, zu
den Ry-komplexen Zahlen im Oberstufenunterricht
parallel zu der Kérpererweiterung von R nach € be-
handeln, um so zu einem vertieften Verstindnis fiar
diese Korpererweiterung hinzufithren und um sie nicht
als bloBen »Tricks erscheinen zu lassen oder man kann
sie auch unabhingig davon (etwa wenn obige Kérper-
erweiterung von R nach € nicht behandelt wird) dazu
benutzen, um an einem iibersichtlichen Beispiel das
Prinzip einer einfachen Kérpererweiterung abzukliren,
wobei man dann etwa zur Abrundung noch eine ent-
sprechende Untersuchung iiber dem Restklassenkérper
R; anschlieBen kénnte.

4. Lineare Gleichungen und lineare Gleichungs-
systeme mit » Variablen (n = 2)

Auch bei der Behandlung linearer Gleichungen und
linearer Gleichungssysteme mit n Variablen (n=12)
lassen sich Restklassenkérper gut parallel zur iiblichen
Behandlung iiber Q (bzw. R) zum Zwecke der Pro-
blematisierung verschiedener Fragestellungen einsetzen.
So gibt es etwa iiber dem Korper R, insgesamt nur
6 lineare Gleichungen mit 2 Variablen ax + b ) =c,
mit a % 0 oder 4 + 0 im Gegensatz zu den unendlich
vielen entsprechenden Gleichungen iiber Q bzw. R.
Thre Lésungsmengen, die Jjeweils nur aus 2 Elementen —
namlich 2 geordneten Paaren — bestehen, lassen sich in
einem kartesischen Koordinatensystem iibersichtlich
darstellen und gestatten es so auf einem Blick zu iiber-
schauen, dafl die Losungsmengen linearer Gleichungs-
Systeme mit 2 Variablen iiber R, nur 2 verschiedene
Elementanzahlen aufweisen, nimlich 0 bzw. 1. Oder
betrachten wir den Restklassenkdrper R,, so stellen wir
fest, daB jede lineare Gleichung ax + by = ¢ (mit
@ % 0 oder & + 0) iiber R, genau 3 Losungen hat. Bei
ciner entsprechenden graphischen Veranschaulichung
(auf eine mégliche geometrische Deutung dieser Dar-
stellung gehen wir im letzten Abschnitt ein) wie bei R,
kénnen wir auch hier leicht sechen, daf} es insgesamt nur
3 verschiedene Elementanzahlen fiir die Losungsmengen
der zugehérigen linearen Gleichungssysteme gibt,
namlich 0, 1 oder 3.

Daneben lassen sich lineare Gleichungssysteme iiber
Restklassenk('jrpem gerade aber auch bei der Behand-
lung des Eliminationsverfahrens fiir lineare
Glcichungssysteme mit Gewinn einsetzen, wie das fol-
gende Beispiel eines linearen Gleichungssystems mit
3 Variablen tiber R, demonstriert:
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3x; + 5x, —4x, =4
20, 4 4x, — 35, = 2
5x) 4+ 2xy + 35, = 4

Dieses System ist wegen — 4 = 3 und - 3 = 4 gleich-
bedeutend mit:

3%, + 5%, L 32, =4

2wy + 4xy + 42, =2

Sxp -+ 2x, 4 3x; =4

Multiplikation der ersten Gleichung mit 5 und an-
schlieBend Addition des fiinffachen bzw. zweifachen
dieser Gleichung zur zweiten bzw. dritten Gleichung
ergibt:
X +4x,+ x, =6
Ox; + 3, + 2x, = 4
Ox; + 3%, + 5%, =2

Multiplikation der zweiten Gleichung mit 5 und an-
schlieBend Addition des dreifachen bzw. vierfachen
dieser Gleichung zur ersten bzw. dritten Gleichung er-
gibt:
Xy +0xy, + 35, =3
Ox, + x, +3x, =6
Ox; +0x, + 3%, =35

Multiplikation der dritten Gleichung mit 5 und an-
schlieBend Addition des vierfachen dieser Gleichung zur
ersten bzw. zweiten Gleichung ergibt:

£+ 0x, +0x;, =5
Ox; + % +0x, =1
Ox, +0x, + x,=14

also: L={(51,4).

Man erkennt an diesem Beispiel: das Prinzip des Elimi-
nationsverfahrens 148t sich ebenso gut an linearen
Gleichungssystemen iiber Restklassenkérpern einfith-
ren, wobei man hierbei sich jeden einzelnen Umfor-
mungsschritt sehr bewuBt vergegenwirtigen muB und
so einer zu frithzeitigen, gedankenlosen Automatisie-
rung des Losungsverfahrens entgegenwirken kann. Vor
allem aber ist der Rechenaufwand hierbei wesentlich
geringer als bei den meisten linearen Gleichungs-
systemen iiber Q (bzw. R), da die dort storenden
Briiche hier véllig vermieden werden.
Restklassenkérper konnen weiterhin als endliche
Vektorraummodelled) niitzlich sein und so fiir
viele Aussagen der linearen Algebra eine induktive
Basis zur Verfiigung stellen. So umfaBt der Vektorraum
R; X Ry uber R, etwa nur 9 Elemente oder der Vek-
torraum R, X R, X R, iiber R, nur 8 Elemente. An
derartigen - gut iiberschaubaren — endlichen Vektor-
raummodellen mit nur wenigen Vektoren als Elemen-
ten lassen sich Begriffe wie Untervektorraum, Fr-

—“—)—ivlan vgl. F. PapeERrG: Einfiithrung in die lineare Algebra (Lineare
Gleichungssysteme/Vektorriume), - Freiburg: Herder 1976,
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zeugendensystem, Basis und Dimension gut einfithren
und Vermutungen tber — fiir Vektorriume generell -
giiltige Sitze gewinnen und fiir diese speziellen Vektor-
rdume sogar durch eine vollstindige Ausschépfung der
verschiedenen moglichen Fille beweisen.

5. Affine ebene Inzidenzgeometrien

Nachdem wir bisher Einsatzméglichkeiten von Rest-
klassenkorpern an Beispielen aus dem Bereich der
Algebra betrachtet haben, wollen wir in diesem letzten
Abschnitt verdeutlichen, daBl Restklassenkorper auch
im Bereich der Geometrie von Nutzen sein kénnen. So
kann man die geometrische Veranschaulichung der
Lésungsmengen linearer Gleichungen mit 2 Variablen
iiber Restklassenkérpern R, speziell fir p =2 und
p = 3 bel geeigneter Interpretation auch als Modelle
affiner ebener Inzidenzgeometrien der Ordnung 2
bzw. 3 deuten und von diesen anschaulichen Modellen
her Hinweise auf einige interessante Sitze iiber endliche
affine ebene Inzidenzgeometrien gewinnen. Bezeichnet
man - entsprechend den Verhiltnissen in Q bzw. R —
den Graph einer linearen Gleichung ax -+ & )y = ¢ (mit
a % 0 oder b # 0) (in einem Kkartesischen Koordinaten-
system) als »Gerade« und jedes Losungs-2-tupel als
»Punkt« und heben wir die verschiedenen »Geradene
dadurch hervor, daB wir die beiden Punktt Jeder
»Geraden« durch einen Strich verbinden, so erhalten
wir fir die Lésungsmengen der linearen Gleichungen

ax + by =r¢ (mit a + 0 oder b =+ 0) iber R, Abbil-
dung 1.

{6,1)

1.1

(00) ———— (1,0)

Abb. 1

Dieses Bild besteht aus 4 »Punkten« und 6 »Gera-
den¢, wobei jede »Gerade« durch genau 2 »Punktes
geht. Durch jeden Punkt verlaufen 3»Geraden.
Nennt man in diesem Bild (Modell) - entsprechend den
Verhiltnissen in Q bzw. R - 2 Geraden parallel, wenn
es keinen Punkt gibt, der auf beiden Geraden liegt, so
gilt fiir dieses Modell das Parallelenaxiom®). Es gibt
hier drei Scharen von Parallelen mit Jeweils zwei Paral-
lelen. Obiges Bild ist ein Minimalmodell fiir eine
endliche, affine, ebene Inzidenzgeometrie!),

*) Dies bedeutet, daf es zu einer gegebenen Geraden
der nicht auf g liegt, genau eine Gerade 4 du
d. h. die keinen Punkt mit g gemeinsam hat.

1% Eine Geometrie mit den Mengen P (
PG ~ & und mit ciner Inzidenzrelation bex,
affine Inzidenzgeometrie, wenn gilt:

I. Zu 2 verschiedenen Punkten P und Q gibt es genau eine Gerade g, die mit

beiden Punkten inzidiert, ’

2. Zu eine; Geraden g un(l einem Punkt P, der nicht mit £ inzidiert, gibt es
ger_lau)eme Gerade &, die mit P inzidiert und zu g parallel ist (Parallelen-
axiom).

3. Es gibt 3 verschieden
dieren.

2 g und einem Punkt P,
rch P gibt, die g nicht sschneidets,

P.unkte}, G (Geraden) mit
eichnen wir hierbei als ebene

e Punkte P, Q, R, die nicht mit einer Geraden inzi-
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Abb. 2

Veranschaulichen wir entsprechend die Lésungs-
mengen linearer Gleichungen ax + by = ¢ (mit a % 0
oder b = 0) liber R,, so erhalten wir Abbildung 2.

Da die 3 Axiome erfullt sind, handelt es sich um
ein Modell einer endlichen, affinen, ebenen Inzidenz-
geometrie. Dieses Modell besteht aus 9 »Punkten« und
12 »Geraden«. Jede »Gerade« verlduft jeweils durch
genau 3 »Punktes, daher handelt es sich um ein Modell
einer affinen, ebenen Inzidenzgeometrie der Ord-
nung 3'). Das Modell besteht aus 4 Parallelenscharen
zu je 3 Parallelen (die in der Zeichnung jeweils durch
einheitliche Signatur hervorgehoben sind). Durch
Jeden »Punkte verlaufen genau 4 »Geradenc. Je 2 »Ge-
radenc« schneiden sich jeweils in einem Punkt oder sind
parallel.

Die Losungsmengen linearer Gleichungen ax + by
=¢ (mit a % 0 oder b + 0) sind auch iber Rest-
klassenkérpern R, mit p > 3 bei einer entsprechenden
Interpretation als Modelle fiir endliche, affine, ebene
Inzidenzgeometrien deutbar, wobei allerdings eine
geometrische Veranschaulichung in diesem Fall pro-
blematisch ist,

Betrachten wir abschliefend die beiden vorstehend
behandelten affinen, ebenen Inzidenzgeometrien der
Ordnung 2 bzw. 3 auf Gemeinsamkeiten hin, so wird
man leicht zu einigen (richtigen) Vermutungen iiber
Satze gefihrt, die generell fir endliche, affine, ebene

Inzidenzgeometrien gelten, so etwa zu den folgenden
6 Sitzen:

In jeder endlichen, affinen, ebenen Inzidenzgeome-
trie der Ordnung # gilt:

1) Es gibt genau n2 »Punkte,

2) es gibt genau n® -+ n»Geradeng,

3) jeder »Punkt« inzidiert mit genau n 4- 1 »Geradeng,
4) mit jeder »Geraden« inzidieren genau n»Punktes,
5) es gibt genau n + 1 Scharen von Jje n Parallelen,
6)

zwei »Geraden« g und 4 haben nicht mehr als einen
»Punkt« gemeinsam.

(
(
(
(
(
(

' In einer endlichen, affinen,
zahl n der Punkte einer heliebige:
geometrie.

ebenen Inzidenzgeometrie heilit die An-
n Geraden die Ordnung n der Inzidenz-
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Fiir die Einsatzmoglichkeiten dieses Stofigebietes
im Unterricht gibt es zwei Méglichkeiten: entweder
man behandelt die oben genannten Modelle im Zu-
sammenhang mit den entsprechenden Aussagen der
euklidischen Geometrie, um die dort oft so selbst-
verstandlich erscheinenden  Aussagen etwas zu pro-
blematisicren oder man Lenutzt die Modelle als eine
anschauliche Einfithrung in die endliche, affine, ebene
Inzidenzgeometrie,
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Ein Vorschlag zur Behandlung des HeiBluftmotors und der Wirmepumpe

Von WALTER WiTZEL

Mit 5 Abbildungen

Ziel dieses Artikels ist es, eirige Griinde fir eine Unterrichts-
sequenz »Heifluftmotor und Wirmepumpe« in Klasse 11 zu nennen
und einen moglichen Unterrichisverlauf zu skizzieren.

1. Didaktische Voriiberlegungen

Die Stoffiille der Physik-Lehrpline der Oberstufe ist
allgemein bekannt. Daher ist es notwendig, bel neuen
Inhalten oder Wahlgebieten genauer zu begriinden,
warum diese in den Unterrichtskanon aufgenommen
werden sollen. Derartige Begriindungen konnen auf
mehreren Ebenen gefiihrt werden: Einerseits 148t sich
ein Unterrichtsinhalt z. B. dadurch rechtfertigen, daf3
thm innerhalb der Fachsystematik eine bedeutende
Stellung zukommt. Andererseits lassen sich Themen
auch dadurch begriinden, daB3 der Lernende durch die
Beschiftigung mit Thnen Qualifikationen erwirbt, die
erim spiteren Leben benotigt. Dariiberhinaus muf3 bei
Jedem Inhalt gepriift werden, inwieweit er den Inter-
essen der Lernenden entspricht.

Fiir das Thema »Heifsluftmotor und Wirmepumpex«
lassen sich derartige Begriindungen wie folgt fiihren:
Fachlich handelt es sich hier um die Anwendung ther-
modynamischer Kreisprozesse zur gegenseitigen Um-
wandlung von mechanischer Energie und Wirme. In-
sofern 148t sich an diesem Thema ein zentraler Punkt
der Oberstufenphysik demonstrieren, namlich der Ener-
8leerhaltungssatz. Die Agquivalenz von Wirme und me-
Cha'nischer Energie kann innerhalb dieses Themen-
gebietes besonders gut gezeigt werden, denn beide
anergiﬁurllformungen (Warme —» mechanische Ener-
81¢; und: mechanische Energic — Wirme) kénnen an
ctnem Versuchsaufbau demonstriert werden. Daher
Stanzunehmen, daf sich der enge Zusammenhang die-

Ser beiden Versuche bei den Schillern besonders gut
Gmpréigt,

Thermodynamische Kreisprozesse sind zwar fiir die
Schule ein schwieriges Thema, aber innerhalb der
Fachwissenschaft kommt ihnen groBe Bedeutung zu.
Insofern ist es (zumindest fiir angehende Physiker und
Techniker) gerechtfertigt, hiervon cinen Spezialfall in
der Schule zu behandeln.

Auch im Hinblick auf die Qualifizierung und die
Interessen der Schiiler 148t sich die Wahl des oben ge-
nannten Themas begrinden: Gerade die anliflich der
sogenannten Olkrise aufflammende Energiedebatte hat
deutlich gemacht, wie wichtig die Suche nach Energie-
umwandlern mit nur geringen Verlusten ist. Um in
einer derartigen Diskussion kompetente Urteile abgeben
und um geeignete Handlungsstrategien wihlen zu kén-
nen, sollten die Schiiler auch die bisher wenig bekann-
ten Alternativen kennenlernen, wozu auch die unten
beschriebenen Maschinen gehdren. AuBlerdem ist zu
erwarten, dal3 Schiiler derartigen Maschinen Inter-
esse entgegenbringen.

Diese hier skizzierten Begriindungen sind nicht ab-
solut zu sehen. Bei der Entscheidung iiber bestimmte
Wahlthemen oder Unterrichtsschwerpunkte sind viel-
mehr allein Frage kommenden Themen in dieser Weise
zu befragen. Die endgiiltige Entscheidung kann dann
nur aufgrund der Beriicksichtigung der klassenspezi-
fischen Bedingungen getroffen werden. Obige Argu-
mente konnen also keinesfalls die universale Bedeutung
dieses Themas beweisen. Es sollte hier nur versucht
werden, cinige Gedankengénge zu skizzieren, die im
Rahmen eines solchen Entscheidungsprozesses iiber
Ziele und Inhalte notwendig sind.

Die folgende Darstellung geht nicht vom Carnot-
schen Kreisproze3 aus, sondern von dem weniger be-
kannten Stirlingschen KreisprozeB. Letzterer ist ein-
facher zu behandeln: Zum einen ist der mathematische
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