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Aktuelle Fragen und Themen der Didaktik

.

EIN WEG ZUR EINFUHRUNG DES GRUPPENBEGRIFFS IM UNTERRICHT

Von F. Padberg

Die algebraischen Strukturen sind erst relativ spit Unterrichtsgegen-
stand geworden. Noch vor 15 Jahren muBte der Gruppenbegriff um seine
Beriicksichtigung auf der Schule kiimpfen, die Theorie der Gruppen wur-
de bestenfalls in Arbeitsgemeinschaften behandelt. (Sielaff, p IV). Heu-
te hat sich die Situation (zumindest auf dem Papier) grundlegend gein-
dert. So fordern die Empfehlungen und Richtlinien der Kultusminister-
konferenz (zur Modernisierung des Mathematikunterrichts an den allge-
meinbildenden Schulen; Beschiu der KMK vom 3,10, 1968) - die aller-
dings erst mit dem Beginn des nichsten Schuljahres schrittweise von
der Grundschule aufwirts verbindlich werden sollen - schon fiir die
Klagse 7 bzw. 8 unter dem Themenkreis "Kongruenzabbildungen'' bei
der Schiebung nach Einfilhrung des Vektorbegriffs die Behandlung der
Gruppeneigenschaften und bei der Verkniipfung von Kongruenzabbildun-
gen die Behandlung einfacher endlicher Gruppen und Permutationen. Im
Themenkreis " Algebraische Strukturen' wird ebenfalls fiir die 7. bzw. .
8. Klasse die '"Abstraktion (des Gruppenbegriffs) aus bekannten Model- '
len der Geometrie und Arithmetik" verlangt., Allerdings schlagen sich

die Modernisierungsbestrebungen der KMK-Empfehlungen bislang erst

am stlirksten in den Schulbiichern der Grundschule nieder, wihrend man

in den Biichern der Sekundarstufe I und IT deutlich merkt, wie die Re~
form langsam von unten her " durchwichst",

Sicher kann man bei der Einfilhrung der algebraischen Strukturen nicht
so vorgehen, wie einige van Steiner (p 6) zu Recht kritisierte Schulbii-
cher der Mittelstufe, bei denen die Schiiler den Gruppenbegriff von
einem einzigen Beispiel, etwa der Gruppe der rationalen Zahlen ohne
die Null bezliglich der Multiplikation, abstrahieren sollen und das

e
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Abstraktum dann auch noch als "multiplikative" Gruppe bezeichnet
wird, Vielmehr ist eine Einfiihrung des Begriffs ' Gruppe' nur dann
sinnvoll méglich, wenn er zuvor an einer grifieren Zahl verschiedenar-
tiger Modelle inhaltlich erarbeitet worden ist. Sonst bleiben der Be-
griff " Gruppe" und die tibrigen algebraischen Strukturbegriffe nur in-
haltsleere, modische Vokabeln. Daher soll im folgenden ein Weg
skizziert werden, wie man den Gruppenbegriff -
entsprechend den KMK-Empfehlungen - in den Klassen 7
bzw. 8 einfiihren kann:

Zunichst wird man aus einer Fiille verschiedenartiger Modelle den
Verkniipfungsbegriff und den Begriff Verkniipfungsgebilde abheben und
damit iiber den Bereich der Grundrechenoperationen hinaus verallgemei-
nern und prizisieren, Am giinstigsten fiihrt man die verschiedenen Mo-
delle jeweils bei geeigneten Gelegenheiten ein und stellt eine Auswahl
vor Beginn dieser Unterrichtsreihe wiederholend zusammen. In Anbe-
tracht des hiufig fachfremd erteilten Unterrichts auf der Unterstufe
kann es sich jedoch auch als notwendig erweisen, daf man eine grifiere
Zahl der Modelle zuniichst am Beginn der Unterrichtsreihe neu einfiih-
ren mufl,

Diese verschiedenen Verknipfungsgebilde wirdman so-
dann gezielt auf bestimmte, z, T, von den natiirlichen Zahlen ( IN) bzw.
von den rationalen Zahlen ( (Q) her vertraute Eigenschaften (Assoziati-
vitit, Kommutativitit, Existenz eines neutralen Elementes und eines
inversen Elementes) hin untersuchen, So soll den Schiilern klar werden,
daB keineswegs alle Verkniipfungsgebilde ""gleich" sind, sondern daf
sie jeweils eine recht verschiedene Auswahl obiger Eigenschaften be-
sitzen. Die Untersuchung einer groBeren Zahl HuBerlich vllig ver-
schiedener Verkniipfungsgebilde bietet dariiber hinaus iiberhaupt erst
die Moglichkeit, daB Begriffe wie ""Neutrales Element” und ''Inverses
Element" in ihrer breiten Allgemeingiiltigkeit erfaft werden und nicht

- wie sonst leicht - mit dem Element 0 oder 1 bzw, mit (-a) oder 1/a
identifiziert werden. Hat man so auf breiter Basis und in hinreichender
Allgemeinheit die einzelnen Bestandteile des Gruppenbegriffs erarbei-
tet, fiihrt man abschlieBend den Begriff "' Gruppe' ein und gewinnt aus
den bereitgestellten Beispielen verschiedene Gruppenmodelle,

1. Verkniipfungen/Verkniipfungsgebilde

Um entsprechend unserer Zielsetzung die Begriffe "Verkni?pfung in
einer Menge" und " Verkniipfungsgebilde" in moglichst breiter {&11-.
gemeinheit erarbeiten lassen zu konnen, werden im folgenden eine
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groBere Zahl von Modellen aus den verschiedensten mathemati-
schen Bereichen bereitgestellt: 1)

Mm@ (&+1,-11, %)
@ ({1, 2, 4, 8}, geT)
@) ({1, 2, 4, 8}, kgV)

@4 ({1, 2, 4, 8} ,®) mitaeb:=Db
Gy ( N, %) mit a%¥ b; =aP
6 ( N,m ) mit a®@b: = (a + b)?
M ( N,A) mit a Ab; =a + b2

Anmerkung: Das Bemiihen, die Ergebnisse moglichst iibersichtlich
festzuhalten, ist eine geeignete Motivierung, an dieser Stelle - so-
fern nicht schon vorher, etwa in der Grundschule, geschehen - die

" Frgebnistafeln!” (spiter nennen wir sie nach Einfilhrung des Begrif-
fes " Verkniipfung' Verkniipfungstafeln') einzufiihren,

(i) Ry, bezeichne die Menge der Restklassen mod n, (P bzw. ©
die libliche Restklassenaddition bzw, -multiplikation:

® Rz, @)
(10) Ry, @)
1) @Ry, ©)

@n M = {a,b} sei eine vorgegebene Menge, P(M) die zugehdrige
Potenzmenge, d.h, die Menge aller Teilmengen von M, also
P ={¢, {a} , {b} , {a,b]} . Die Symbole M\,
und \ bezeichnen die Operationen der Durchschnitts-, der
Vereinigungs~ und der Restmengenbildung:

12} (PO, N)
13y  (PM), V)
(14)  PM™, \)

(V) 1. Das Quadrat besitzt 4 Deckdrehungen, (und zwar die Dre-

hungen im Gegenuhrzeigersinn um seinen Mittelpunkt um
0%+ n. 3600, um 902 + n - 360° , wum 1800 + n - 3600

1) (M, @) bedeutet eine Menge, auf der eine Verkniipfung definiert ist,

Auf die hier erwihnten Beispiele (1) bis (7) werden wir im folgen~
den ofters zuriick verweisen.
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und um 2700 + n - 360° (mit n € [N, wobei [Ng:=

N v {0} ), im folgenden abgekiirzt durch Dy, Dy,

D180 und Dogqg. Fiihrt man zwei Deckdrehungen nacheinan-
der durch, beispielsweise: zuerst Dgg, damn Dygg, symbo-
lisch geschrieben: Dgg ® Dygg, 8o 1Bt man anschlieBend
nach einer Deckdrehung suchen, die dasselbe bewirkt. Man
erhilt Dong und schreibt hierfiir kurz: Dgg © Dygg = D 270.

Das Rechteck besitzt ebenfalls 4 Deckabbildungen, und zwar
2 Drehungen im Gegenuhrzeiger- D

sinn, um seinen Mittelpunkt: f
Do und Dyg( sowie 2 Spiegelun-
gen an den Achsen a und b, kurz
geschrieben: Sy und Sp. Auch
hier kann man analog wie beim A
Quadrat eine Deckabbildung je-

weils suchen lassen, die das-

selbe leistet wie zwei hintereinandergeschaltete Deckabbil-
dungen. Konkrete Bewegungen mit einem Papprechteck sind
hierbei ggf, niitzlich,

- §

(15)  ( { Deckdrehungen des Quadrats} , Hintereinander-
ausfiihrung)

(16)  ( { Deckabbildungen des Rechtecks} , Hintereinan-
derausfiihrung)

Py bezeichnet die Menge der eineindeutigen Abbildungen der
Menge {1, 2} auf sich (" Permutationen'), also

Py = {( 120+ (oq )} (hierbei steht in den Klammern je-

weils in der unteren Zeile das Bild des dariiberstehenden
Elements ) und Py entsprechend die Permutationen der Men-
ge 1,2,3 , also

123 A2y o 123 123
Py ={ar= (3, D1= (139 = () 4= gg1)s &= )

=G } -

Analog wie bei (IV) 148t man zu zwei hintereinander ausgefiihr-
ten Permutationen, etwa
123

123 . .
= = tation suchen, die dasselbe
C (2 13) und e (3 12), eine Permutati
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123 .
leistet; in unserem Beispiel: erhidlt manb = S 3 2) und schreibt

2)

hierfiir kurz: coe = b,

17 (Po, Hintereinanderausfithrung)
(18) (P3, Hintereinanderausfiihrung)

(VI) 1, Wir legen 3 verschiedene Pliittchen etwa in der folgenden
Form auf den Tisch (Ausgangszustand):

O
Drei verschiedene Befehle werden ge- / ™
geben, die mit diesen Plittchen auszu- 0 AN
filhren sind: N

1. Tue nichts (N), 2. Verschiebe je-

des Piitichen rechts herum um einen Platz (R), 3. Verschie-
be jedes Plittchen links herum um einen Platz (L), Wiederum
14/t man zu 2 nacheinander ausgefiihrten Befehlen, etwa zu-
néichst R, dann L, nach einem Befehl suchen, der dasselbe

leistet, In diesem Fall erhiilt man N und schreibt hierfiir
kurz: R ©L =N.

2. Mit Hilfe einer Menge runder und quadratischer Plittchen
der Farben weif und schwarz kann man beziiglich eines fe-
sten Ausgangszustandes ( 8) folgende Befehle realisieren:

—_———> — — >

Dotue nichts (N) g; Otindere die” ® . Osindere die U ;
nFarbe (Fa) @ OForm (Fo) O

Oindere die Farbe und M

Udie Form (Ff) o

Entsprechend wie oben 1Z8t man auch hier zu 2 hintereinander
ausgefiihrten Befehlen, etwa: erst: Fa, dann Fo, einen Befehl
suchen, der dasselbe (bzgl, des festen Ausgangszustandes)

bewirkt, und erhilt Ff. In Symbolsprache schreibt man hier-
fiir; Fa © Fo = Ff,

2) . :
) Hier steht die zuerst auszufiihrende Abbildung aus Griinden der Ein-

heitlichkeit links, Allerdings wird dies in der Literatur nicht einheit-
lich gehandhabt,
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'"Befehlsspiele'

(19 { N, R, L} , Hintereinanderausfithrung)
(20) ( { N, Fa, Fo, Ff } , Hintereinanderausfiihrung)

Ein Vergleich der aufgeflihrten Beispiele durch die Schiiler
liBt Gemeinsamkeiten bei allen Modellen erkennen:

So kommt in allen Beispielen eine - allerdings im Einzel-

fall recht unterschiedliche zusammengesetzte - Menge

vor. An Elementen erkennen wir: Zahlen, Restklassen, Mengen,
Abbildungen und Befehle, Je 2 Elemente einer dieser Mengen
wird durch eine - im Einzelfall recht verschiedenartige -
Zuordnungsvorschrift wieder jeweils ein Ele-
ment derselben Menge zugeordnet. An unterschiedlichen Zuord-
nungsvorschriften haben wir exemplarisch kennengelernt: Re—
chenoperationen wie Addition, Multiplikation, Potenzieren, kgV-
und ggT-Bildung, Operationen mi{ Restklassen, Mengenopera-
tionen wie Durchschnitts-, Vereinigungs- und Restmengenbil-
dung, Hintereinanderschaltung von Abbildungen, Permutationen
und Befehlen, Untersuchen wir anhand der " Ergebnistafeln" ge-
nauer diese Zuordnungen, so erkennen wir: Jedem geordne-
ten Elementepaar einer Menge wird hier durch die Zuordnungs-
vorschrift wieder genau ein FElement derselben
Menge zugeordnet,

Indem wir so von den speziellen Eigenschaften der Elemente
der Menge sowie den Besonderheiten der Zuordnungsvorschrif-
ten und ihrer Symbolik abstrahieren, sind wir schon zu den Be-
griffen " Verkniipfung in einer Menge M" und " Verkniipfungsge-
bilde" vorgestoSen und haben sie hiermit von den Einzelbeispie-
len abgehoben, Wir kdnnen etwa festhalten:

Unter einer "Verknipfung in einer Menge M
versteht man eine Zuordnung, durch die jedem geordneten Ele-
mentepaar (a,b) mit aéM und b€M genau ein Element der Menge
M zugeordnet ist, Ist "o’ eine Verkniipfung in der Menge M, 80
nennt man (M, o), also die Menge M mit dieser Verkniipfung o,
ein Verkniipfungsgebilde,

Anmerkung: Bei der Definition der " Verkniipfung in einer Men-
ge M" ist zu beachten, daf wir verlangen, daB das Verkniipfungs-
ergebnis wieder zur selben Menge M gehort, (Man sagt hierzu

?ﬁ?‘ ;
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auch: wir fordern, daf die Menge M beziiglich dieser Ver-
kniipfung " abgeschlossen?™ ist,) So ist die Addition und
Multiplikation eine " Verkniipfung' in der Menge der natiirlichen
Zahlen, nicht aber die Subtraktion und Division (Beispiel: 2 - 3
ergibt keine natiirliche Zahl), Dagegen ist die Subtraktion eine
Verkniipfung in der Menge der ganzen Zahlen (Z), die Division

eine Verkniipfung in der Menge der rationalen Zahlen ohne die
Null.

2, Assoziativgesetz

In der Menge der natiirlichen Zahlen unter der Addition hzw, Multi-
plikation, gilt bekanntlich:

(at+b)+c = a+(+c) bzw. (a+b).c =a« (bec) fiir allea, b, ¢ N.

Es erhebt sich die Frage, ob auch analog

(A) (a*b)-c =a- (b-¢) fiir alle a, b in jedem beliebigen Verkniipfungs-
gebilde gilt.

Gehen wir unsere Beispiele durch, so finden wir folgende Ver-
kniipfungsgebilde, in denen (A) nicht erfiillt ist, wie man durch Gegen-
beigpiele leicht zeigen laggen kann, Man vergleiche z,B. (5), (6),

(7}, (14).

Ferner ist (A) beispielsweise auch nicht erfiillt in den Ver-
kniipfungsgebilden (Z, -) und (QYd, ).

Kann man die Nichtgiiltigkeit von (A) schon durch Angabe eines
Gegenbeispiels belegen, ist die Verifizierung der Giiltigkeit von
(A) didaktisch schwieriger. Liegen jedoch - wie hier geschehen -
nur noch Modelle mit endlichen Mengen vor ((5) bis (7) sind be-

reits ausgeschieden), so kann man (A) direkt durch Einsetzen
tiberpriifen.

Es ergibt sich, daB bei den iibrigen aufgefiihrten Verknlipfungsge-
bilden (A) erfiillt ist, Daher gibt man Verkniipfungen mit der
Eigenschaft (A) einen besonderen Namen:

Man nennt eine Verkniipfung o in einer Menge M assoziativ,
wenn fiir alle Elemente a, b, ¢ von M gilt: (aeb)oc = ao (boc).

3. Kommutativgesetz

In den Verkniipfungsgebilden ( IN, +) und ( IN, ¢) gilt a+b = b+a
bzw, a:b =b-a fiilr allea, b € N,



—69_

Wir stellen die Frage, ob auch analog

(K) aeb =bea fiir allea, b €M

in beliebigen Verkniipfungsgebilden (M, ©) gilt. Gehen wir unsere
Beispiele durch, 80 stoBen wir auf Verkniipfungsgebilde, bei denen
(K) nicht erfiillt ist, wie wir leicht wiederum durch Gegenbeispiele
belegen lagsen konnen, Man vergleiche (4), (5), (7), (14), (18).
Ebenso gilt nicht a=b =b-a, asb =b:a,

Die librigen aufgefiihrten Verkniipfungsgebilde besitzen die Eigen-
schaft (K), wie man anhand der Verkniipfungstafeln leicht iiberprii-
fen lassen kann, Hierzu braucht man nicht alle entsprechenden
Verkniipfungen jeweils zu vergleichen, vielmehr erkennt man die
Gilltigkeit von (K) an der Spiegelsymmetrie der Verkniipfungstafel
bezliglich der Hauptdiagonalen. Die Giiltigkeit von (K) bei (6) er-
gibt sich unmittelbar durch Riickgriff auf die Giiltigkeit von (K)

in (N, 4+,

Wir fithren fiir die Eigenschaft (K) von Verkniipfungen einen spe-
ziellen Namen eings

Eine Verkniipfung o in einer Menge M heifft kommutatiyv,
wenn fiir alle Elemente a, b von M gilt: a 2b = b%a,

Die Frage stellt sich, ob eine assoziative Verkniipfung schon per
se kommutativ ist bzw. umgekehrt. Untersuchen wir die gegebe-
nen Verkniipfungen, so erhalten wir folgendes Bild:

Verkniipfungsgebilde Assoziativgesetz Kommutativgesetz

) ja ja
(4) ja nein
(6) nein ja
() - nein nein

Deutlich wird sichtbar, daB das Assoziativ- und das Kommutativge-
setz in einem Verkniipfungsgebilde villig unabhingig voPeinander
8sind,

Neutrales Element

In den Verkniipfungsgebilden ( [No, +) und ( [Ng, ) gilt:
a+QO =O+a =a bzw, a1 = 1-a = a fiir alle a € Np.

L AL N )
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Es stellt sich die Frage, ob es analog in beliebigen Verkniipfungsge-~
bilden (M, ¢) ein festes Element - nennen wir es e - gibt, so da8
gilt:

(N) are =e-a=afiir allea € M,

Mustern wir erneut unsere vorstehenden Verkniipfungsgebilde durch,
so finden wir eine Reihe von Beispielen, bei denen (N) nicht erfiillt
ist,

#) ({1’2’4’8}.); ®) ( IN!* }; 6) (N, m); (M) ( IN, 4);
14) (PO, \).

Besonders interessant sind hierbei die Verkniipfungsgebilde (5) und
(14); denn in beiden gibt es zwar ein Element a, so daB a-e = a fiir
alle a €M - bei (5): die Zahl 1, bei (14): die leere Menge f - , je-
doch gilt fiir dieses Elemente e nicht e ©a = a, fiir alle a € M, wie
man rasch liberpriifen lassen kann,

Die iibrigen unter Punkt 1 eingefiihrten Verkniipfungsgebilde be-
sitzen, wie man anhand der Verkniipfungstafeln leicht feststellen

kann, die Eigenschaft (N), Man gibt daher einem derartigen Element
a einen besonderen Namen;

Ein Element e heifit in einem Verkniipfungsgebilde (M,°) neutrales
Element, wenn fiir jedes a ¢ M gilt: ace =eo0a =a,

Gehen wir unsere Beispiele durch, so erkennen wir, welche ver-
schiedenartigen Flemente "neutrales Element" sein kénnen, Wir
finden u,a, die Zahl 8, die Restklassen 0 und 1, die leere Menge #,
die Drehung Do um O° oder den Befehl " Tue nichts!". Diese Viel-
falt hilft die Gefahr bannen, da8 die Schiiler das neutrale Element
mit der Zahl 0 oder der Zahl 1 identifizieren, und 4Bt sie so all-

mihlich zu dem Begriff ""neutrales Element" in seiner vollen Brei-
te vorstofien,

Inverses Element

In der Menge der ganzen Zahlen unter der Addition und der Menge
der rationalen Zahlen (ochne Null) unter der Multiplikation, gibt es
zu jedem Element der betreffenden Menge ein Element, so daB die
Summe bzw. das Produkt das neutrale Element ergibt:
a+(-a)=(-a)+a=0hzw, a - a-'1 =a-1 +ra=1

Im folgenden wird man anhand der vorgegebenen Verkniipfungsgebil-
de die Frage untersuchen lassen, ob es analog in anderen Ver-
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kniipfungsgebilden (M, o ) mit dem neutralen Element e zu jedem
Element a von M ein a’ von M gibt, so da8 gilt:

(J)y aoa' = a'o a = e

Dabei nennen wir das Elementa’ inverses Element
von a,

Zuniichst ist klar, daB wir nur die Verkniipfungsgebilde in Betracht
zu ziehen brauchen, die ein neutrales Element besitzen, Aber auch
bei diesen Verkniipfungsgebilden mit neutralem Element kann man
anhand der gegebenen Beispiele interessante Unterschiede auf-
decken lassen:

So besitzen unsere Beispiele (2) ( {1,2,4,8} , ggT),

@) ({1,2,4,8} , kgV), (12) (P(M), ) und (13) (P(M), V ) nur
zu einem einzigen Element, nimlich zu dem neutralen Element,

ein Inverses. Anhand der Definition des neutralen Elementes kann
man rasch kliren, daf das neutrale Element in allen Verkniipfungs-
gebilden ein inverses Element besitzt, niimlich sich selbst, Dage-
gen besitzt in unserem Beispiel (11) neben dem neutralen Element
1 auch noch die Restklasse 3 ein inverses Element, wihrend die
beiden iibrigen Restklassen keine Inversen besitzen,

Die Beispiele (1), (8) bis (10) und (15) bis (20) schliefilich weisen zu
jedem Element ein Inverses auf, Folglich besitzen nur sie (unter un-
seren Beispielen) die Eigenschaft (J),

Gruppe

Gehen wir unsere Verkniipfungsgebilde durch, so erkennen die Schii-
ler, daB nur ein Teil von ihnen simtliche herausgestellten Eigen~
schaften (Assoziativgesetz, Kommutativgesetz, Existenz eines neu-
tralen Elementes, Existenz eines inversen Elementes zu jedem Ele-
ment der Menge) aufweist. Da eine derartige Kombination von Ver-
kniipfungseigenschaften bei "interessanten' algebraischen Struktu-
ren im Bereich der Mathematik hiufig auftritt, gibt man Ver-
kniipfungsgebilden mit diesen Eigenschaften einen besonderen Na-
men und nennt sie kommutative Gruppe bzw, - wenn man auf die
Kommutativitit verzichtet - Gruppe. Wir halten dies in nachstehen-

der Definition fest:
Man nennt ein Verkniipfungsgebilde (M,©) Gruppe wenngilt:"

e
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1. (Assoziativgesetz)
Fir allea, b, ¢ € Mgilt (aob)jec=2a0 poc)

2. (Neutrales Element)
Es existiert in M (genau) ein Element e mit:
aoe=eoa=aflirallea é M

3. (Inverses Element)
Zu jedem a € M gibt es (genau) ein Element a’ € M mit
aoa’' =a' 0 a=e¢
Gilt zusitzlich

4. (Kommutativgesetz)
Fir allea, b € Mgiltae b =bo a, 80 nennen wir (M, 0 )
eine kommutative Gruppe.

Anmerk_ing:

Auf die Forderung "genau'" bei den Punkten 2 und 3 kann man ver-
zichten; denn man kann ganz elementar zeigen, daB eine Verkniipfung
in M héchstens ein neutrales Element besitzt und daf ein Ver-
kniipfungsgebilde mit neutralem Element, in dem das Assoziative Ge-
setz gilt, hdchstens ein inverses Element besitzt (vgl. etwa: Kristen-
sen/Rindung, p 25/6), Da die Verifizierung der Gruppenaxiome in der

schwicheren Formulierung (ohne "genau") leichter ist, sollte man
sie benutzen,

Folglich sind folgende Verkniipfungsgebilde Gruppenmodelle:
a) kommutative Gruppenmodelle:
(1) ('[""1:-1_}:')

(8 bis (10) Rz, @), R3, @), R4, @)
(15) ( {Deckdrehungen des Quadrats} » Hintereinanderaus~

flihrung)

(16)  ( {Deckabbildungen des Rechtecks} , Hintereinanderaus-
fiihrung)

(17)  ( {Permutationen der Zahlen 1, 2} , Hintereinanderaus-
fiihrung)

(19)  Befehlsspiel ( {N, R, L}, Hintereinanderausfiihrung)
(20)  Befehlsspiel ({N, Fa, Fo, Ff}, Hintereinanderaus-
fithrung),
b) nicht kommutative Gruppenmodelle:

(18)  ( { Permutationen der Zahlen 1,2,3} , Hintereinander-
ausfiihrung),
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Die Frage, wie sich die charakteristischen Gruppenmerkmale in der
Verkniipfungstafel niederschlagen, kann jetzt, da gentigend Gruppen-
modelle zur Verfiigung stehen, durch Vergleich mit den Verkniipfungs-
tafeln der librigen Verkniipfungsgebilde geklirt werden

{neutrales Element e; die Spalte unterhalb von e und die Zeile neben
e sind in unserer Verkniipfungstafel gleich und stimmen mit der obe-
ren Zeile bzw, der linken Spalte unserer Tafel iiberein;

invergses Element: zu jedem a kénnen wir ein b finden, so daB im
Schnittpunkt der Spalte unterhalb von a. und der Zeile neben b sowie
der Spalte unterhalb von b und der Zeile neben a jeweils das neutrale
Element e liegt und auBerdem beide Schnittpunkte beziiglich der

Hauptdiagonalen symmetrisch liegen:

kgV]|1 2 3 4 5 6 7
111 2 3 4 5 6 7
212 4 6 410 © 14
3213 6 31215 621
L |4 4 12 4 20 12 28
51510 15 20 5 320 35
616 6 612 30 642
2 17 14 21 28 35 42 7

kommutatives Gesetz: die Elemente in der Verkniipfungstafel sind
spiegelsymmetrisch zur Hauptdiagonalen angeordnet; auBerdem:in
jeder Zeile und in jeder Spalte kommt jedes Element der Gruppe
genau einmal vor.)

Nachdem jetzt der Gruppenbegriff an verschiedenen endlichen Mo-
dellen hinreichend abgeklirt ist, konnen auch sinnvoll die bislang
behandelten (unendlichen) Zahlenmengen|N, [Ny, Z und @ nebst Teil-
mengen beziiglich der Addition und Multiplikation daraufhin unter-
sucht werden, ob sie Gruppen bilden,

rein

[P
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7. Ausblick

Im weiteren Verlauf des Unterrichts werden wir uns nicht damit be-
gniigen, vorgegebene Verknlipfungsgebilde zu untersuchen, ob sie
Gruppen bilden oder nicht, also eine Art ' Gruppenerkennungsdienst"
zu spielen, vielmehr werden wir anhand unserer Gruppenmodelle
Vorarbeiten zur Einfiihrung der Begriffe " erzeugendes Element',

" Untergruppe' und ''Isomorphie (von Gruppen)" leisten.

In der Oberstufe schlieBlich kann die algebraische Struktur Gruppe we-
gen ihres einfachen und {ibersichtlichen Axiomensystems sehr gut als Bei-

spiel dazu herangezogen werden, um die axiomatische Methode in der
Mathematik exemplarisch zu verdeutlichen,
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