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Teilergraphen

Von FRIEDHELM PADBERG in Beckum

Bei der Untersuchung der Teilbarkeit der natiirlichen Zahlen in den Klassen 5
bzw. 6 bietet sich die Behandlung von Teilergraphen an, um so zu einem tieferen
Verstindnis fiir den Aufbau und die Struktur der natiirlichen Zahlen zu gelangen.
So findet man die Behandlung von Teilergraphen schon vereinzelt in neuen Mathe-
matikbiichern, besonders ausfiihrlich im Unterrichtswerk von WINTER/ZTEGLER
(Neue Mathematik, 5. Schuljahr, Schroedel Hannover 1969). Da jedoch in diesem Band
die Primzahlen erst am Ende des Teilbarkeitskapitels hehandelt werden, stehen sie
dort bei der Untersuchung von Teilbarkeitsgraphen natiirlicher Zahlen nicht zur
Verfiigung. Dabei kann man mit Hilfe der Primfaktorzerlegung zu einer iibersicht-
lichen Typisierung der Teilergraphen natiirlicher Zahlen gelangen und so zugleich
ein einfaches Konstruktionsverfahren gewinnen.

L. Von besonders einfacher Struktur sind die Teilergraphen der Primzahlpotenzen
(a = p™, p Primzahl, m > 1).

Als Graph erhilt man eine Teilerkette von m —~+ 1 Zahlen, in der die

P Teiler von p™ ihrer GroBe nach vertikal iibercinander angeordnet sind
| " (Fig. 1). Wegen ,,pm]p" genau dann, wenn pm < p**‘ stimmt in die-
Fr sem Fall die durch die Teilerrelation induzierte Ordnung — als re-
I flexive, identitive und transitive Relation ist die Teilerrelation eine
\ 0 Ordnungsrelation — mit der Ordnung der Zahlen nach ihrer GroBe
| liberein. Eine beliebige Zahl der Teilerkette teilt ihren ,,oberen Nach-
- barn* bzw. ist Vielfaches ihres ,,unteren Nachbarn'. Hierbei nennen
| wir eine Zahl b des Teilergraphen unteren Nachbarn von a, falls zwar
Fl, gilt b|a, es aber kein ¢ (c+ a, ¢ + b) im Teilergraphen gibt, so daB bl¢
! und ¢|a. Analog definieren wir den Begriff ,,oberen Nachbarn*‘, Dem
Fig. 1. Teiler- Aufsteigen korrespondiert also ein Multiplizieren mit p, dem Absteigen
graph von ein Dividieren durch p. Wegen der Transitivitét der Teilbarkeitsrela-
Primzahl- tion sind jeweils alle Zahlen der Kette unterhalb einer festen Zahl b
potenzen Teiler, alle Zahlen oberhalb Vielfache von b. Der Teilergraph gestattet
pm(m =1) nicht nur, alle Teiler von p™ abzulesen, sondern ebenso alle Teiler (und

einige Vielfache) jeder Zahl p» (n < m) der Kette.

Il. Waren die Teilergraphen der Primzahlpotenzen eindimensionale Gebilde, so
benétigt man fir die Teilergraphen der Zahlen von der Form a — p™mg* (p, ¢ Prim-
zahlen p+¢, m = 1, n = 1) zwei Dimensionen.

Fig. 2 ist ein Teilergraph von pmgn; denn erstens enthalt sie simtliche Teiler von
pmgr, die bekanntlich die Form PP ¢f (0 =r<m0<s< n)haben, und zweitens
sind alle eingezeichneten Teilerrelationen richtig. Jede (linke) obere Nachbarzahl
einer gegebenen Zahl ist das p-fache, jede rechte (obere} Nachbarzahl das g-fache der

gegebenen Zahl. Die Zahlen einer Zeile sind — von links nach rechts — jeweils 7 mal

so groB wie die vorhergehende Zahl, zwischen ihnen kann folglich keine ,,Ist-Teiler-

von“-Relation bestehen. Der Graph hat die Form eines Rechtecks, im Sonderfall
m = n die Form eines Quadrates.

Teilergraphen dieses Typs besitzen folgende charakteristische Eigenschaften:

1. Die (linke) obere Nachbarzahl einer beliebigen Zahl des Teilergraphen ist p-mal,
die rechte (obere) Nachbarzahl g-mal so gro8 wie die gegebene Zahl. In einer Zeile ist

die (rechts) folgende Zahl I -mal so grof} wie die vorhergehende Zahl. Im Fall ¢ > p

wachsen, im Fall ¢ < p fallen die Zahlen innerhalb einer Zeile von links nach rechts.
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2. Die Zahlen sind durch die Teilerrelation geordnet. Die Ordnung weicht von der
vertrauten Ordnung durch die Kleiner-Relation deutlich ab, im Gegensatz zu Fall 1.

3. Der Teilergraph enthélt nicht nur simtliche Teiler von p™ - ¢*, sondern ebenso
samtliche Teiler jeder beliebigen Zahl des Teilergraphen ; denn es gilt — wenn wir die
Menge aller Teiler von a bzw. b mit T'(a) bzw. T(b) bezeichnen — der Satz: | b
genau dann, wenn T (a) = T (b)*
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Fig. 2. Teilergraph von Zahlen der Form a = p™g*
(p, ¢ Primzahlen, p ¢, m 21, n = 1}

Beweis: 1. a|b, ce T{a), c|a; wegen der Transitivitit der Teilerrelation gilt
folglich: ¢|b, d.h. c e T'(b), folglich: T(a) < T'(b); 2. T() < T®),acT (a), folg-
lich: @ € T (b), daher a |b.

4. Wegen der Transitivitat der Teilbarkeitsrelation sind alle Zahlen, die von einer
gegebenen Zahl b aus (ausschlieBlich) in der Richtung, die der Relation , ist-Teiler-
von* entspricht, lings des Teilergraphen erreichbar sind, Vielfache der gegebenen
Zahl: ferner sind alle Zahlen, die von einer gegebenen Zahl aus (ausschlieBlich) in
der entgegengesetzten Richtung, die der Relation ,,ist-Vielfaches-von‘* entspricht,
erreichbar sind, Teiler der gegebenen Zahl. Wegen der Reflexivitit der Teilerrelation
gehért die gegebene Zahl b sowohl zu ihrer Teiler- wie zu ihrer Vielfachmenge.
Infolgedessen kann man direkt am Graphen die gemeinsamen Teiler und — soweit
eingezeichnet -—Vielfachen von zwei oder mehreren beliebigen Zahlen de_;s Teiler-
graphen ablesen, indem man den -— nicht leeren! — Durchschnitt der Teiler- bz'w.
Vielfachenmengen bildet. Aus den so ermittelten gemeinsamen Teilern bzw. Viel-
fachen kann man unmittelbar den groBten gemeinsamen Teiler bzw. das kleinste

gemeinsame Vielfache ablesen.

5. Das Produkt der Zahlen an den Ecken des (rechteckigen) Graphen ergibt stets
die Zahl @ = pm - ¢n. Ist a speziell eine Quadratzahl, folglich m = 2k,A n =2,
k>=1,1=1,sogilt aullerdem:

5.1. Das Produkt der Zahlen der gegeniiberliegenden Seitenmitten ergibt stets a.

m m
(Namlich pmqg -q%" —a bzw. p2-p2 qt=a)



5.2. Die Zahl im Schnittpunkt der Verbindungslinien der gegeniiberliegenden Seiten-
mitten hat den Wert pfg -qg =1'a.

6. LaBt man bei den Exponenten vona = pMg¢® auch n = 0 zu, entartet das Recht-
eck zu einer Strecke und ergibt so Fall 1 als Spezialfall.

III. Benotigten wir fiir die Teilergraphen von a = p™ - ¢" zwei Dimensionen, so
fiir die Teilergraphen von a = p™ - g" - r# (p, ¢, r Primzahlen, paarweise verschieden,
m=1,n=1, u=1)drei Dimensionen. Statt des Rechtecks

hat der Graph die Gestalt eines Quaders, im Sonderfall

or m = n = u die Gestalt eines Wiirfels. Es geniigt, den Teiler-

pqr graphen von a = p - ¢ - r zu zeichnen, um das Verfahren zu
erlautern. Die Struktur des Teilergraphen von a = pm - g% r
ergibt sich dann (in Verbindung mit der Fig. 3) unmittelbar aus
dem unter 11 Gesagten. Aus dem Teilergraphen von a = p™m

i A q® - r entsteht schlieBlich der Graph vona = p™ - g% - r# durch
entsprechende weitere Ausdehnung in die dritte Dimension.

p q Genau wie bei p™ - ¢" bedeutet Fortbewegen nach links hinten
Multiplizieren mit p, nach rechts hinten Multiplizieren mit g¢.

-p\ A Fortbewegen in die Vertikale bedeutet hier Multiplizieren mit
y r. Die unter I1. 2.—5. aufgefiihrten Eigenschaften des Teiler-

_ _ graphen von pm g% gelten auch analog beim Teilergraphen
Fig. 3. Teilergraphvon  yon ymgnpu, LiBt man bei den Exponenten von pm gn rv
Zahlen der Form auch n = 0 und u = 0 zu, so ergeben sich fir u = 0 Fall 2,

¢ =pgr(p, g v paar- o 0 und »n = 0 Fall 1 als Sonderfille.
weise verschiedene

Primzahlen) IV. Die Menge T'(r) der Teiler einer natiirlichen Zahl
bildet fiir jede Zahl n > 1 beziiglich der inneren Verkniipf-
ungen ggT und kgV einen distributivenVerband, sie bildet sogar einen Boole-Verband,
falls in der Primfaktorzerlegung von n keine Primzahl mehrfach auftritt (F. HABERLEN,
Boolesche Teilerverbinde, PM 12, 8. 39—42, 1970). Die behandelten Teilergraphen
sind ein gutes Hilfsmittel, um diese Verbandsstruktur der Teilermengen erkennen zu
lassen. So kann man mit ihrer Hilfe inshesondere die Abgeschlossenheit einer gegebe-
nen Teilermenge gegeniiber den Operationen kgV und ggT und die Giiltigkeit des
Kommutativen Gesetzes, des Assoziativen Gesetzes, der Absorptions- und der Komple-
mentérgesetze in einer gegebenen Teilermenge sehr tibersichtlich iiberpriifen,

Ein Teilergraph natirlicher Zahlen mit 4 oder mehr Primfaktoren ist nach diesem
Schema allerdings nicht zu konstruieren. Diese Tatsache stort jedoch bei der prakti-
schen Anwendung (im Unterricht) nicht sonderlich, da der kleinste, so nicht zu kon-
struierende Teilergraph einer geraden Zahl der Graph von 210, einer ungeraden Zah!
der Graph von 1155 und einer Quadratzahl gar erst der Graph von 44100 ist.

BERICHTE

Stiftung Volkswagenwerk. Aus dem Bericht 1970 entnehmen wir, daB fir die Aus-
bildungsférderung fir Mathematiker und Naturwissenschaftler im Héheren Schul-
dienst ab 1. Oktober 1971 neue Richtlinien gelten. Die Voraussetzungen fiir die
Gewihrung des Forderungsbetrages sind ,,gedndert* : Studenten miissen ihr Studium
zwischen dem 1. 10. 68 und dem 30. 9. 71 (!) begonnen haben, Referendare miissen
zwischen dem 1. 8. 68 und 31. 12. 75 ihren Vorbereitungsdienst antreten.

Bisher wurden 4315 Studenten und 2852 Referendare gefordert. Ein Erfolg beginnt
sich abzuzeichnen. So der Bericht! W

296



	Seite 1 
	Seite 2 
	Seite 3 

