Problembereiche bei der Behandlung
von Dezimalbruchen — eine empirische
Untersuchung an Gymnasialschulern

von Friedhelm Padberg

Uber die Schwicerigkeiten von Schitlern und Lehrern mit den gemeinen Briichen hort
man hiufig Klagen und dies nicht nur bei der systematischen Behandlung in der sechsten
Klasse, sondern ebenso auch in héheren Klassen. Durch empirische Untersuchungen
(vl {14]) kennen wir mittlerweile recht gut die typischen Schitlerschwierigkeiten in diesem
Bercich. Dagegen hort man nur sefir selten Klagen tber Probleme mit den Dezimalbriichen.
Hieraus allerdings zu folgern, dald die Behandlung der Dezimalbriiche — etwa wegen ihrer
Nihe 7u den vertrauten natiirlichen Zahlen — problemlos und leicht ist, ist jedoch vollig
verfehlt wie die vorliegende. von der Deutschen Forschungsgemeinschaft (DFG) unter-
stitzte Untersuchung belegt. Im Gegenteil, der Umfang der Schiilerschwierigkeiten in die-
sem Bercich abertrifft in wesentlichen Bereichen deutlich noch die - bekanntlich schon
groben — Schwierigkeiten mit den gemeinen Brichen.

1. Die vorliegende Untersuchung — einige Anmerkungen
und Bemerkungen

Es gibt verschiedene methodische Moglichkeiten, Schitlerfehler empirisch zu erheben. So
unterscheidet beispielsweise Radatz [21]:
~ die Analyse von Schiilerfehlern aus schriftlich vorliegenden Aufgabenlésungen (Haus-

aufgaben, Klassenarbeiten, Ubungen);
~ »lautes Denken« durch den Schiiler bei der Aufgabenbearbeitung;
— diagnostische Gespriche bzw. Interviews;
— Einsatz von diagnostischen Aufgabensiitzen bzw. Tests.

Wir setzen in unserer Untersuchung einen selbstentwickelten diagnostischen Test ein.
da nur diese Methode gestattet, die Schwierigkeiten bei Dezimalbriichen mit vertretbarem
Aufwand bej einer hinreichend groBen Anzahl von Schiilern systematisch zu untersuchen.
Nur so ist sichergestellt. daB die gefundenen Ergebnisse fiir viele Klassen und Lehrer von
praktischer Bedeutung sind. Fine Erginzung der gefundenen Daten durch diagnostische
Interviews ist vorgesehen.

Unseren diagnostischen Test entwickelten wir auf der Grundlage einer griindlichen
Kenntnis vorliegender angloamerikanischer, franzosischer und — einiger weniger —
deutschsprachiger Fehleruntersuchungen iiber Dezimalbriiche und erprobten ihn in einer
Vﬂrumersuchung an rund 100 Schiilern verschiedener Gymnasien und Realschulen. Mit sei-
ner Hilfe wollen wir fehlerhafte Vorstetlungen und Verstiindnisschwierigkeiten von Schii-
lern beim Dezimalbruchbegriff sowie systematische (vgl. 2.), aber auch typische Fehler bei
den vier Rechenoperationen mit Dezimalbriichen identifizieren, analysieren und — soweil
moglich — Ursachen fiir diese fehlerhaften Vorstellungen bzw. Fehler bestimmen. Hierbei
ist die Feststellung und Bekiimpfung gerade systematischer Fehlvorstellungen und Fehier
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besonders wichtig und sinnvoll, da sich diese Fehler gut gezielt bekdmpten und so relativ
3¢ Erfolge erzielen lassen.

rascsfsrgree}[auptimersuc‘hung im November 1987 umfafite 34 volisliindigc‘i(lassgp d§s
7. Schuljahres mit knapp 900 Schiilern und 30 verschiedenen Lghrcrp an 11 Gymnasien in
Westfalen. Aus arbeitstechnischen Griinden basiert diese Arbeit aul der A.uswertung von
Jeweils 50 % der Testbogen jeder Klasse. Wir wihlten als Unlersuchungszcnpupkl he\fuﬁt
den Anfang des 7. Schuljahres, um so zur systematischen Behundlung der Dcumu]ﬂh.r.l.lchc
in der 6. Klasse einen Abstand von einigen Monaten zu haben und um so uussggekrufllgtf;
Langzeiteffekte zu messen. Der Test dauerte jeweils eine Schulstunde. Um dn; [ZH.JII('HI.'(‘/JA'WI
in der Testdurchfiihrung zu gewdhrleisten. war neben dem Fachlehrer jeweils ein- und d‘n:~
selbe Mitarbeiterin in ailen Klassen personlich anwesend. Um ein Abschreiben 7u verhin-
dern, bildeten wir aus der Gesamtheit der Testaufgaben zwei verschicdene Testversionen
(Version A, Version B), die jeweils von benachbarten Schiilern bearbeitet wurden. Dc‘r Test
wurde von den Klassen wnvorbereiret geschrieben, da unsere Vorgespriiche mit den Schul-
leitern bewuBit keine Hinweise auf die Dezimalbruchrechnung enthielten und wir simt-
liche Klassen an einer Schule jeweils an einem Vormittag testeten. Die Benutzung von
Taschenrechnern wurde nicht erfaubt. Simtliche Rechnungen cinschlieBlich Nchcnrech-
nungen notierten die Schiiler auf den entsprechend angelegten Testbogen. Die me{hodl-
sche Vorgehensweise der Lehrer steliten wir durch einen Lehrerfragebogen test. Gravieren-
de Unterschiede waren nicht erkennbar. Ein wichtiger Bezugspunkt fiir die methodische
Vorgehensweise ist zweifelsohne das Schulbuch. In gut der Hilfte der Klassen wurdfe das
Schulbuch »Mathematik Gymnasium« (Kuypers/Lauter), Schwann Verlag, in knappjedef
3. Klasse das Schulbuch »Mathematike (Hahn/Dzewas), Westermann-Verlag, benutzt. Drei
Klassen setzten das Schulbuch Lambacher/Schweizer, Klettverlag, zwei Klassen >>Mathema-
tik heute«, Schroedel Schulbuchverlag, ein. Auch bei den Schulbiichern lassen sich in die-
sem Bereich keine gravierenden Unterschiede konstatieren.

Dervon unsentwickelte diagnostische Test besteht aus Aufgaben zum Dezimalbruchbe-
griff sowie zu den vier Rechenoperationen. Hierbei enthalten heide Testversionen Aufga-
ben zu verschiedenen Aspekten des Dezimalbruchbegrif}“s, die Testversion A zusitzlich
Aufgaben zur Addition und Multiplikation, die Testversion B zur Subtraktion und Division.

Verschiedene Aspekte des Dezimalbruchbegrws testen wir durch folgende Aufgabenty-
pen ab:

— Kenntnis der Schreib- und Sprechweise und des Stellenwerrsy.s'temau_/baus bei Dezimal-
briichen (Version A: 1] Teilaufgaben, Version B: 10 Teilaufgaben)
Beispiele fiir Aufgabentypen:
O Schreibe als Dezimalbruch: § Hundertstel!
O Kreuze die Zehntel in 7,654 an!
0 000
O 8,65 bedeutet § Einer, 6 .5

— Anschauliche Vorstellungen und Grifenvorstellun
(Version A und B jeweils 10 Teilaufgaben)
Beispiele fir Aufgabentypen:

© Welche Zahl wird durch einen gegebenen Pfeil am Zahlenstrahl markiert?

O Markiere eine gegebene Zahl durch einen Pfeil am Zahlenstrahi!
O Firbe 0,45 von einem gegebenen Quadrat dunke]!

O Wie schwer ist ungefihr ein l4jihriger Schiiler? (Ankreuzen aus 4 Antwortmog-
lichkeiten)

— Umwandlung von Grifen (V
Beispiele fiir Aufgabentypen:

G Schreibe in DM (als Dezimalbruch) auf: 8§ Pf = DM!
O Schreibe in g auf: 0,45 kg = g! o

gen von Dezimalbriichen

ersion A: 10 Teilaufgaben, Version B: 6 Teilaufgaben)
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— Erweitern/Kiirzen und Einbettung von Dezimalbriichen (Version A: 6 Teilaufgaben, Ver-
sion B: 7 Teilaufgaben)
Beispiele fiir Aufgabentypen:
O 4 Zehntel ist dasselbe wie [J Hundertstel.
O Schreibe mit 2 Stellen nach dem Komma: 7 = 7, (!
O Kreuze die richtige Aussage an (0.3 < 0,30; 0,3 = 0,30; 0,3 > 0,30)!

~ Kenntnis der Anordnung (Version A: 8 Teilaufgaben, Version B: 7 Teilaufgaben)
Beispiele fiir Aufgabentypen:
O Umrande die kleinste Zahl (von 5 gegebenen Zahlen)!
O Umrande die grafite Zahl (von 5 gegebenen Zahlen)!
O Nenne eine Zahl zwischen 8.3 und 8 4!
O Umrande die Zahl, die am ndchsten bei 0,18 liegt (von 3 gegebenen Zahlen)!

— Umformung von Dezimalbriichen in gemeine Briiche (Version A: 5 Teilaufgaben, Version
B: 6 Teilaufgaben)
Beispiele von Aufgabentypen:
O Schreibe als gemeinen Bruch 0,29; 2.7!

— Umformung von gemeinen Briichen in Dezimalbriiche (Version A: 10 Teilaufgaben, Ver-
sion B: 11 Teilaufgaben)
Beispiele von Aufgabentypen:

. . 5 .287.,3.2.3.2,
O Schreibe als Dezimalbruch 1060° 100" 4 5533

Die Testaufgaben zur Addition (Version A: 15 Teilaufgaben) lassen sich grob nach folgen-

den Gesichtspunkten typisieren:

— Aufgaben mit gleicher bzw. verschiedener Anzahl von Dezimalen

— Aufgaben ohne bzw. mit Ubertrag/Ubertrag von den Zehnteln zu den Einern

— Nullen bzw. keine Nullen bei den Dezimalen

— Kombination von natiirlichen Zahlen und Dezimalbriichen

— Effekte durch Ubergang zu GroBen?

— Regelkenntnis

Die Testaufgaben zur Subtraktion (Version B: 19 Teilaufgaben) kann man u. a. nach folgen-
den Gesichtspunkten klassifizieren:
— Aufgaben mit gleicher Anzahl von Dezimalen
— Aufgaben mit verschiedener Anzahl von Dezimalen
O Der Minuend hat mehr Stellen als der Subtrahend.
O Der Minuend hat weniger Stellen als der Subtrahend. _
— Aufgaben ohne bzw. mit einem oder mehreren Ubertrigen/Ubertrag von den Zehnteln
zu den Einern
— Nullen bzw. keine Nullen bei den Dezimalen
— Kombination von natiirlichen Zahlen und Dezimalbriichen
— Effekte durch Ubergang zu GroBen?
— Effekte durch Benutzung des quasikardinalen Aspektes (Griesel [5])?
= Regelkenntnis

Die Testaufgaben zur Multiplikation von Dezimalbriichen (Version A: 22 Teilaufgaben)
kann man u. a. unter folgenden Aspekt typisieren:

~ Mutltiplikation mit Zehnerpotenzen

~ Multiplikation mit anderen natiirlichen Zahlen

— Multiplikation von Dezimalbriichen mit 0,1; 0,01; 0,001

— Multiplikation von Dezimalbriichen mit Dezimalbriichen (allgemeiner Fall)

= Nullen bzw. keine Nullen bei den Dezimalen

— Ergidnzung von Nullen beim Ergebnis notwendig

41
MU 2 — 1991

A

L3



— Ubertrag von den Zehnteln zu den Einern

— Effekte durch Benutzung des quasikardinalen Aspektes?
— Regelkenntnis

— Regelbegriindung

Bei den Testaufgaben zur Division (Version B: 31 Teilaufgaben) sprechen wir u. a. folgende
Gesichtspunkte an:
— Division von natiirlichen Zahlen bzw. Dezimalbriichen durch Zehnerpotenzen
— Division von natiirlichen Zahlen durch 0,1; 0,01; 0,001
— Division von Dezimalbriichen durch natiirliche Zahlen (keine Zehnerpotenzen)
O Endnullen anzuhingen nicht erforderlich
O Endnullen anzuhiingen erforderlich
— Division von natiirlichen Zahlen durch Dezimalbriiche (aligemeiner Fall)
— Division von Dezimalbriichen durch Dezimalbriiche
O Gleiche Anzahl von Dezimalen
© Der Dividend besitzt mehr Dezimalen.
© Der Divisor besitzt mehr Dezimalen.,
— Nullen bzw. keine Nullen bei den Dezimalen
— Ubertrag von den Einern zu den Zehnteln
— Effekte durch den Aspekt des Messens?
— Regelkenntnis
— Regelbegriindung

Wir halten in unserem Test die rechnerischen Anforderungen insbesondere bei den Mul-
tiplikations- und Divisionsaufgaben bewuft gering, um auf diese Art um so deutlicher die
fiir die Dezimalbruchrechnung spezifischen Probleme abkliren zu kénnen. Die meisten
Aufgaben unseres Tests sind so konstruiert, daB Schiiler bej der Benutzung von falschen
Rechenstrategien nicht zufallig das »richtige« Ergebnis erhalten — jedenfalls im Rahmen der
von uns erwarteten bzw. vermuteten Fehlerstrategien. Das Problem der unterschiedlichen

2. Schiilerfehler — einige Bemerkungen

Aufgrund unserer Fehleranal
che wie auch der natiirlichen Zah

Aufgabenstellung oder zu den
[21] zu Recht hin — von viele
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Fluchtigkeitsfehler treten nach Reitberger [22] bei bestimmten Prozessen der Informa-
tionsaufnahme und -verarbeitung auf. Liuft die /nformationsaufnahme u. a. so ab, daB zu-
nachst aufgrund der Erfahrung ein antizipierendes Schema gebildet wird, und daB dann die-
ses Schema die Wahrnehmung selektiv aktiviert (Neisser [13] nach Reitberger [22]), so kann
man hierdurch Einstellungs- und Ahnlichkeitsfehler erkliiren. Wird ein falsches antizipier-
tes Schema nicht gepriift, so liegt ein Einstellungsfehler vor. Ahneln sich das antizipierte
Schema und der wahre Sachverhalt in Formmerkmalen, so spricht man von einem Ahnlich-
keitsfehler. Bei der Informationsverarbeitung kénnen nach Reitberger [22] Fliichtigkeitsfeh-
ler beim Erinnern kurzfristig gespeicherter episodischer Informationen auftreten, und
ewar Auslassungsfehler, wenn der ErinnerungsprozeB unterbrochen wird, und Ahnlich-
keitsfehler, wenn zwei dhnliche Informationen vorliegen und diese miteinander verwech-
selt werden. Auch Reitberger schiitzt den Anteil derartiger Hliichtigkeitsfehler mit weniger
als 10 Prozent als nur recht gering ¢in.

Schiiler verwenden also bei der Lésung von Aufgaben fast immer eine bestimmte Lo-
sungsstrategie bzw. Regelstruktur. Besonders interessant sind die Strategien, die von Schii-
lern systematisch bei allen — oder zumindest bei vielen — Aufgaben eines Aufgabentyps ver-
wandt werden, da hier eine Bekdmpfung oder Vorbeugung besonders groBle Effekte ver-
spricht. Entsprechende Fehler bezeichnet man als systematische Fehler. Genauer nennen
wir — in Ubereinstimmung mit den in der entsprechenden Literatur Giblichen Konventio-
nen —einen Fehler bei einem bestimmien Schiiler und Aufgabentyp systematisch, wenn er
von diesem Schiiler bei mindestens der Hdlfte der entsprechenden Aufgaben gemacht wird.
(Bei weniger als vier Aufgaben bezeichnen wir einen Fehler als systematisch, wenn er bei
drei gegebenen Aufgaben bei mindestens zwei, bei zwei gegebenen Aufgaben bei beiden
Aufgaben vorkommt.)

Die Vorstellung allerdings, daB Schiiler einen so definierten systematischen Fehler
sters solange beibehalten, bis gezielt dagegen vorgegangen wird, ldBt sich nach Untersu-
chungen von Van Lehn [25] im Bereich der schriftlichen Subtraktion natiirlicher Zahlen so
nicht aufrechterhalten. Van Lehn konnte nimlich beobachten, daB viele »systematische
Fehler« ohne Interventionen innerhalb sehr kurzer Zeit wieder verschwinden, und daB fer-
ner Schiiler bei aufeinanderfolgenden Tests bei ein und demselben Aufgabentyp ohne zwi-
schenzeitliche Interventionen verschiedene »systematische Fehler« machen. Van Lehn er-
klirt diese Phinomene durch seine Reparaturtheorie (repair theory). Hiernach beruhen die
»systematischen Fehler« auf fehlerhaften Losungsstrategien, die sich viele Schiiler ersr zu
Beginn des jeweiligen Tests »zusammenbasteln« (»Reparatur«) und dann konsistent wéh-
rend des Tests durchhalten. Sobald der Test vorbei ist und diese Losungsstrategien ihren
Zweck erfiillt haben, verschwinden sie wieder aus dem Gedichtnis der Schiiler, da es kei-
nen Grund mehr gibt, sie zu behalten. Durch diese Reparaturtheorie LiBt sich offensicht-
lich das Wechseln von einem »systematischen Fehler« zu einem anderen bei zwei Tests
ebenso erkliren wie das (rasche) Verschwinden oder auch das erstmalige Auftauchen von
»systematischen Fehlern« bei einem zweiten Test. Verwenden nimlich Schiiler bei einem
ersten Test konsistent eine fehlerhafte Problemlésungsstrategie bei den Aufgaben eines
Aufgabentyps, so wird dies als systematischer Fehler gedeutet. Verwenden sie bei einem
nachfolgenden zweiten Test in demselben Bereich konsistent eine andere Fehlerstrategie,
S0 wird dies als ein Wechsel des systematischen Fehlers in diesem Bereich registriert. Ver-
wenden sie dagegen bei dem zweiten Test in demselben Bereich zwei oder mehr Fehlerstra-
tegien, so vermittelt dies den Eindruck, als ob der »systematische Fehler« in diesem Be-
reich wieder verschwunden ist. Nach Van Lehn ist es daher sinnvoll, bei einer Fehleranaly-
se zwischen Fliichtigkeitsfehlern, systematischen Fehlern und »Reparaturen« zu unterschei-
den. Fiir die Beurteilung, wie weit die nach unserer Definition systematischen Fehler wirk-
lich systematische Fehler und nicht nur konsistente Reparaturen sind, wiren allerdings
weitere Tests bei derselben Population no6tig, wobei sich jedoch eine Fiille von nur schwer
l6sbaren Problemen ergeben wiirde (Abstand des zweiten Tests vom ersten? Identische
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Testwiederholungen oder Parallelversion? Umfang der Beeinflussung durch den ersten
Test und z. B. dadurch ausgeloste Lernprozesse? Zwischenzeitliche Lernprozesse? u. a.)
Hinweise von Resnick u. a. [23] deuten ferner darauf hin, da8 bei der Dezimalbruchrech-
nung durchaus eine hohere Konsistenz und auch Persistenz bei den Fehlerstrategien vor-
herrscht als z. B. bei der von Van Lehn untersuchten schriftlichen Subtraktion in N und dal
daher ein groBer oder groBerer Teil der nach unserer Definition systematischen Fehler
wirklich auch systematisch iiber einen gewissen Zeitraum hin beibehalten wird.

In unserer Testauswertung gehen wir auf alle Fehler ein, die nicht nur von einzelnen,
sondern von mehreren Schiilern (i. a. ab etwa ein bis zwei Prozent der Population) gemacht
werden. Hierbei nennen wir einen Fehler einen rypischen Fehler, wenn er aufgrund unserer
Untersuchung hiufig gemacht wird, also unabhingig davon, ob systematisch oder nicht.
Typische Fehler kdnnen also auf systematischen Fehlern basieren, aber auch auf gingigen
Reparaturen. Systematische Fehler haben wir weiter vorne definiert. Abweichend von Reit-
berger bezeichnen wir bei der Auswertung hiufiger auch Fehler als Fliichtigkeitsfehler,
wenn sie nur vereinzelt bei einigen Aufgaben eines Typs auftreten, wihrend die anderen
Aufgaben dieses Typs beispielsweise richtig gelost werden, unabhingig davon, ob wir den
Fehlern eine Strategie zuordnen konnen oder nicht. Wir sehen also an diesen Stellen
Fliichtigkeitsfehler und systematische Fehler als Gegensatzpaar an.

3. Unterrichtserfolg bei gemeinen Briichen und
Dezimalbriichen — ein globaler Vergleich

Der folgende globale Vergleich des Unterrichtserfolges bei der Behandlung der gemei-
nen Briiche (Padberg [14]) und der Dezimalbriiche zeigt schon deutlich, daf3 es absolut nicht
zutrifft, daB nur die Behandlung der gemeinen Briiche duBerst schwierig, dagegen die Be-
handlung der Dezimalbriiche problemlos und leicht ist. Da wir ferner die Daten fiir die ge-
meinen Briiche an Realschulen, fiir die Dezimalbriiche an Gymnasien erhoben haben, kann
man sogar vermuten, dall die wirkliche Situation beim Vergleich von gemeinen Briichen
und Dezimalbriichen eher noch ungiinstiger fiir die Dezimalbriiche aussieht.

Gemeine Briiche Dezimalbriiche N

S E— gleiche Anzahl von Dezimalen
gleichnamige Briiche TiE———  Dezimalbruch plus natiirliche Zahi

%0 . verschiedene Anzahl von Dezimalen
ungleichnamige Briiche i

70

-+
60 .

~ natiirliche Zahl plus Bruch 3

——
'

50
| Bruch plus natiirliche Zaht

40 __

30 L B
Abb. 1: Prozentsatz richtig geldster Aufgaben Je Typ (Durchschnitt) bei der Addition
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natiirliche Zahl minus Bruch _j—

40

i e T T T T )
Gemeine Briiche Dezimalbriiche
A
0 - gleiche Anzahl von Dezimalen
gleichnamige Briiche T natirliche Zahl minus Dezimalbruch
80 _ | bzw. umgekehrt
! I verschiedene Anzahl von Dezimalen
* 70 [
] ungleichnamige Briiche
i -
% 60 |
|
i 50 T
|
|

|
; 0 1
I

Abb. 2: Prozentsatz richtig geldster Aufgaben je Typ (Durchschnitt) bei der Subtraktion

Erwartungsgemaif ist die Erfolgsquote bei der Addition von Dezimalbriichen insgesamt
hoher als bei der Addition von gemeinen Briichen. Vergleicht man allerdings die Addition
von Dezimalbriichen mit einer unterschiedlichen Anzahl von Dezimalen mit der Addition
gleichnamiger Briiche — ein Vergleich, der unter verschiedenen Gesichtspunkten durchaus
nicht abwegig ist (z. B. Rechenaufwand, ausschlieBliche Verarbeitung der Zidhler) —, so
liegt die Erfolgsquote flir gemeine Briiche sogar in diesem Bereich knapp héher als die fur
Dezimalbriiche. Die Addition und Subtraktion von Dezimalbriichen und natiirlichen Zahlen
bereitet dagegen wegen des engen Zusammenhanges in der Zahlschreibweise — im deutli-
chen Gegensatz zu den entsprechenden Rechnungen bei gemeinen Briichen! — kaum
Schwierigkeiten. Die Subtraktion von Bruchzahlen ist generell etwas fehleranfalliger als die
Addition. Hierbei ist der Abfall in der Erfolgsquote bei der Subtraktion von Dezimalbrii-
chen insgesamt deutlich héher als bei der Subtraktion von gemeinen Briichen. Dies bewirkt,
daB zwar bei einer Parallelisierung von gleichnamigen Briichen mit Dezimalbriichen mit
gleicher Anzahl von Dezimalen und von ungleichnamigen Briichen mit Dezimalbriichen mit
verschiedener Anzahl von Dezimalen die Dezimalbriiche immer noch vorne liegen, aller-
dings schon deutlich knapper als bei der Addition, daBl dagegen bei einem Vergleich von
gleichnamigen Briichen mit Dezimalbriichen mit verschiedener Anzahl von Dezimalen jetzt
schon die gemeinen Briiche einen deutlichen Vorsprung vor den Dezimalbriichen besitzen,

Schon im Bereich der natiirlichen Zahlen ist die Multiplikation und insbesondere die Di-
vision deutlich schwieriger und fehleranfilliger als die Addition und Subtraktion. Entspre-
chend drastisch ist auch bei den Dezimalbriichen der Abfall in der Quote richtiger Lésungen
bei diesen beiden Rechenoperationen. Dagegen ist bei der Multiplikation von gemeinen
Briichen die entsprechende Regel sehr einprigsam, ist bei der Multiplikation und Division
von gemeinen Briichen der Rechenaufwand im Normalfall deutlich geringer als bei der Ad-
dition und Subtraktion. Infolgedessen liegen die Erfolgsquoten bei der Multiplikation und
Division von Dezimalbriichen sehr weit unter den entsprechenden Werten fiir die gemeinen
Briiche, wobei die Quoten bei der Division von Dezimalbriichen nochmals deutlich unter
2en schon niedrigen Werten fiir die Multiplikation liegen (s. hierzu die Abbildungen 3 und

auf S. 46).
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Gemeine Briiche Dezimalbriche

ot

1

80 .

Dezimalbruch mal natiirliche Zahl
Bruch mal Bruch — bzw. umgekehrt
(ungleichnamig) 70

Bruch mal Bruch —
(gleichnamig) 60
Bruch mal natiirliche Zahl __

(natiirliche Zahl mal Bruch) ——

50 —— Dezimalbruch mal Dezimalbruch

40

Abb. 3: Prozentsatz richtig geldster Aufgaben je Typ (Durchschnitt) bei der Multiplikation

Gemeine Briiche Dezimalbriiche

90

80 _ .

70
Bruch durch Bruch (ungleichnamig) -
Bruch durch Bruch (gleichnamig, 60
spezieller Zihler)

50

natiirliche Zahl durch natiirliche Zahl Dezimalbruch durch

Lo 40 natiirlicheZahi
Bruch durch natiirliche Zahl - Dezimalbruch durch

J ‘ Dezimalbruch
natiirliche Zahl durch Bruch T I. natiirliche Zah! durch
30 | Dezimalbruch

—

Abb. 4: Prozentsatz richtig geloster Aufgaben je Typ (Durchschnitt) bei der Division

46
MU 2 — 1991




4. Verschiedene Aspekte des Dezimalbruchbegriffs

4.1 Sprech- und Schreibweise

Die im tiglichen Leben weitverbreitete Sprechweise von z. B. 3.45 alsdrei Komma fiinf-
undvierzig ist im Mathematikunterricht duBerst problematisch, da sie einer Fiille typischer
Fehler Vorschub leistet, wie z. B. beim
— GroBenvergleich: 0,4 < 0,19, da 4 < 19:

— Erweitern/Kiirzen: 0.5 = 050, da 5 += 50
— Addiecren: 0,54 + 0.7 = 0,61, da 54 + 7 = 6l;
— Subtrahieren: 0,54 - 0.2 =0.52. da 54 - 2 = 52.

Bei dieser Sprechweise wird sogar — wie Breidenbach [1] zu Recht beanstandet — den
Dezimalen je nach ihrer Anzahl ein anderer »Schein-Stellenwert« gegeben. So liest man
die Ziffer 3 in 0,3 Null Komma Drei, in 0,32 Null Komma Zweiunddreiffig oder in 0,321 Null
Komma Dreihunderteinundzwanzig, obwohl die Ziffer 3 immer an erster Stelle nach dem
Komma steht und stets den Wert drei Zehntel hat. Daher sollte man im Unterricht die zif-
fernweise Sprechweise benutzen und z. B. 0,321 Null Komma Drei Zwei Eins lesen. Die an-
dere mogliche, mehr inhaltliche Sprechweise — nimlich Null Komma Dreihundertein-
undzwanzig Tausendstel — ist sehr umstindlich und schwerfillig. Erfreulicherweise lesen
die von uns untersuchten Gymnasialschiiler die Dezimalbriiche weit uberwiegend in Form
der ziffernweise Sprechweise, nur 5 % benutzen die problematische Sprechweise.

Bei der Einfiihrung der Dezimalbriiche wird i. a. stark die Analogie zur Schreibweise
der natiirlichen Zahlen herausgestellt. Das Betonen von Unterschieden kommt hierbei hiu-
figer zu kurz, wie die folgenden Punkte belegen:

1. Bei den Aufgaben »Kreuze die Zehntel (analog die Hundertstel) in 7,654 an« kreuzt
mehr als jeder zehnte (!) Schiiler 5 als Zehntel sowie 6 als Hundertstel an. Rund 7 % der
Schiiler machen diesen Fehler sogar systematisch und iibertragen den Aufbau des Stellen-
wertsystems von N unreflektiert und unverindert auch auf die Dezimalen rechts vom
Komma. Fiir diese Schiiler ist nicht das Komma der Bezugspunkt, sondern — genau so wie-
in N — die letzte Stelle des Zahlwortes. Und so wie in N die Zehner an vorletzter und die
Hunderter an drittletzter Stelle stehen, so stehen flir sie die Zehntel an vorletzter, die Hun-
dertstel an drittletzter Stelle. Diesen Schiilern ist also der geinderte Bezugspunkt (Komma,
nicht Endziffer) und die geiinderte Blickrichtung (statt von rechts nach links von links nach
rechts) offenkundig nicht klar geworden. Auch die Lésung 0,532 bei der Aufgabe »Schreibe
als Dezimalbruch: 2 Einer, 3 Zehntel, 5 Hundertstel« verdeutlicht sehr gut diesen Fehler.

2. Die vorgestellten Beispicle belegen aber auch noch einen weiteren fehlerhaften Trans-
fer von N. So wie in N die Zehner an zweiter, die Hunderter an dritter Stelle stehen, so ste-
hen flir eine nicht unbedeutende Zahl von Schiilern auch bei den Dezimalbriichen die
Zehntel erst an zweiter, die Hundertstel an dritter Stelle, wobei z. T. der ersten Stelle — in
Analogie zu den Einern — die Bezeichnung »Eintel« zugeordnet wird. Dieser Fehler wird
bei fehlerhafter (s. 1.) wie auch bei richtiger »Blickrichtung« hiufiger gemacht, wie die fol-
genden Beispiele belegen: So schreiben jeweils rund 5 % der Schiiler 2 Zehntel als 0,02,
5 Hundertstel als 0,005, 8 Tausendstel als 0,0008, notieren 2 Einer 3 Zehntel 5 Hundertstel
als 0,235 oder erkliren, daB 8,07 bedeutet 8 Einer 0 Eintel 7 Zehntel.

Besonders schwer tun sich die Schiiler, wenn in einer Aufgabe umgebiindelt werden
muB. So notieren viele Schiiler (jeweils rund 8 %) 25 Hundertstel als 0,025, 97 Tausend-
stel als 0,0097 oder 345 Tausendstel als 0,00345, setzen also die betreffenden Hundertstel
Oder Tausendstel als »Block« auf die zweite bzw. dritte Stelle nach dem Komma. Auch hier
liegt vermutlich ein fehlerhafter Transfer von den natiirlichen Zahlen vor: Die richtige
Notation von 25 Hundertern auf der Hunderter- (und Tausenderstelle) oder von 97 Tau-
sendern auf der Tausender- (und Zehntausenderstelle) fithrt bei analoger Ubertragung auf
Dezimalbriiche zu obigen Fehlern. Auch bei den Fehllésungen, 28 Zehntel als 0,28 oder
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2 Einer 5 Zehntel 12 Hundertstel als 2,512 zu schreiben, erkennen wir dieselbe Fehlerstrate-
gie, die hier selbst im Bereich des Gymnasiums jedem vierten (!) Schiiler unterlduft (vgl.
auch Hiebert/Wearne [9]). Nur ein Drittel (!) der Schiiler 16sen die zweite Aufgabe richtig,
fast jeder fuinfte Schiiler ist verunsichert und 16st diese Aufgabe gar nicht.

Die vorstehenden Punkte belegen sehr eindrucksvoll, daB eine zu starke — wenig reflek-
tierte — Betonung der Analogien zu N eine deutliche Fehterquelle sein kann. Darum miis-
sen im Unterricht nicht nur die Gemeinsamkeiten zwischen natiirlichen Zahlen und Dezi-
malbriichen betont, sondern gerade auch die Unterschiede deutlich herausgestellt werden,
um fehlerhafte Ubergeneralisierungen zu vermeiden. Die Benutzung von Stellenwerttafeln
ist in diesem Zusammenhang sehr hilfreich.

Wir beenden diesen Abschnitt mit dem Hinweis auf zwei eher seltenere Fehler, die je-
doch durchgingig bei allen geeigneten Aufgaben gemacht werden: Das Aufschreiben von
2 Zehntelals2,0. 5 Hundertstel als 5,00 oder 8 Tausendstel als 8,000 sowie das Notieren von
5 Hundertstel als 0,500 oder 8 Tausendstel als 0,8000.

4.2 Anschauliche Vorstellungen

Fiir ein volles Verstindnis der Dezimalbriiche ist es wichtig, daB die Schiiler mit ihnen
anschauliche Vorstellungen verbinden. Das am hadufigsien eingesetzte geometrische Veran-
schaulichungsmittel ist der Zahlenstrahl. Sowohl beim Zuordnen von Dezimalbriichen
(mit einer, zwei bzw. drei Dezimalen) zu Punkten auf dem Zahlenstrahl wie auch umge-
kehrt sind die Erfolgsquoten sehr hoch und typische Problembereiche nicht festzustellen.
Die von uns untersuchten Schiiler sind damit deutlich erfolgreicher als die von Hart [8} in
England bzw. von Hiebert/Wearne [9] in den USA untersuchten Schiiler. Berichtenswert
ist das bei der Zuordnung einer Zah! zu einem Punkt des Zahlenstrahls mehrfach genannte
Ergebnis 8, 1% (ftir 8,15).

Zweidimensionale Veranschaulichungsmittel — in unserem Test Quadrate — bereiten den
Schiilern mehr Schwierigkeiten als der Zahlenstrahl. Dies ist zum Teil sicher auch eine Fra-
ge der Hiufigkeit ihres Einsatzes im Unterricht, Zwischen der Zuordnung von Dezimalbrii-
chen (mit einer bzw. zwei Dezimalen) zu geeignet unterteilten Flichen und der umgekehr-
ten Zuordnung sind keine Unterschiede im Schwierigkeitsgrad zu erkennen. Es fillt positiv
auf, daB die Schiiler bei der Veranschaulichung von Dezimalbriichen mittels Quadraten
sehr variationsreich vorgehen. Typische Fehlerstrategien, die von einer groBeren Zahl von
Schiilern benutzt werden, sind nicht zu erkennen. Erwidhnenswert ist allerdings, da3 beider
Veranschaulichung von 0,4 am Quadrat Schiiler hdufiger 0,25 schraffieren. Die falsche As-
soziation von 0,4 mit einem Viertel oder aber die Gleichsetzung 0,4 = ‘]—‘ (vgl. 4.6) diirfte die
Ursache hierflir sein.

Nicht nur durch die Anbindung an geometrische Veranschaulichungsmittel, sondern
auch durch Bezug zu vertrauten Griflen mit Dezimalbriichen als MaBzahlen kénnen an-
schauliche Vorstellungen von Dezimalbriichen vermittelt werden. Die beiden entspre-

chenden Aufgaben unseres Tests iber Gewichte und Volumina werden fast zu 100 % richtig
gelost,

4.3 Umwandlung von GréBen

Dezimalbriiche spielen im taglichen Leben eine wichtige Rolle beim Umgang mit Gro-
Ben. Durch die Umwandlung von einer grofleren MaBeinheit in eine kleinere kann man al-
lerdings hiufig schon die Argumentation vom Bereich der Dezimalbriiche auf den vertrau-
ten Bereich der natiirlichen Zahlen verlagern. Die Beherrschung der Umwandlungen von
groBeren in kleinere MaBeinheiten und auch umgekehrt ist hierbei hilfreich.

Die Umwandlung von kleineren MaBeinheiten in groBere wird bei Geldwerten
(Pf = DM) und Liangen (m — km) mit Ldsungsquoten von iber 90 9 problemlos be-
herrscht. Die umgekehrte Richtung, getestet mit Gewichten (kg — g), bereitet den Schiilern
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etwas mehr Schwierigkeiten. Der Haupifehlerist hier —wie auch schon analog, allerdings im
geringeren Umfang, beim ersten Teil —, daB die Schiiler die Zahl nach dem Komma einfach
als MaBzahl fiir die kleinere Einheit nehmen (Beispiele: 0,4 kg=4 g, 0,45 kg =45 g; beim er-
sten Teil: 8 Pt = 0,8 DM, 38 m = 0,38 km). In Sonderfillen fiihrt diese Strategie zum Ziel
(Beispiele: 0,375 kg = 375 g, 0,45 DM = 45 Pf). Diese Tatsache wie auch Spitfolgen eines
Grundschulunterrichts, bei dem hiufig bei »Kommazahlen« das Komma dazu dient, die
groBere von der kleineren Einheit zu trennen (Beispiel: 1,36 m bedeutet 1 m 36 cm), k6nnen
dafiir verantwortlich sein, daB hier zwischen 10 % und 15 % der Gymnasialschiiler diesen
Fehler begehen (vgl. auch Giinther [7]).

4.4 Erweitern/Kiirzen und Einbettung

Bei Dezimalbriichen spielt das Erweitern, also das Anhingen von Endnullen, eine gré-
Bere Rolle als das Kiirzen. Das Erweitern kann hilfreich sein beim GréBenvergleich, beim
Umwandeln von GréBen, beim Addieren, Subtrahieren und beim Dividieren, wenn der Di-
visor mehr Dezimalen hat als der Dividend.

Die Kenntnisse der Schiiler beim Erweitern testen wir durch vier Aufgabentypen.
Gleichzeitig wird so abgekliirt, wieweit die Schiiler mit der Rolle der Null bei Dezimalbrii-
chen vertraut sind oder wieweit sie fehlerhaft Figenschaften der Null von den natiirlichen
Zahlen auf die Dezimalbriiche transferieren.

Typ 1
Schreibe mit drei Stellen nach dem Komma:
456 = 4,56 [
0.4 =0,40101

Die beiden Aufgaben bereiten den Schiilern keine Probleme und werden zu rund 90 %
richtig geldst. Typische Fehler sind nicht zu beobachten. Dies Ergebnis kann bei einer an-
deren (unklareren?) Aufgabenstellung und bei einer anderen Zielgruppe (iiberwiegend
Hauptschiiler, daneben einige Realschiiler) allerdings auch deutlich anders ausfallen (vgl.
Gilinther [7]).

Typ 2
Kreuze die richtige Aussage an:
0.3 <0300
03=0300
03>0300
Auch diese Aufgabe wird zu rund 90 % richtig geldst. Entsprechend wie bei der Anordnung
(vgl. 4.5) wird auch hier beij den Fehllosungen 0,3 > 0,30 (MK-Strategie) deutlich hiufiger
als 0,3 < 0,30 (KK-Strategie) angekreuzt.

Typ 3
Welche Zahlen sind gleich?
Kreuze alle richtigen Ldsungen an:

02=0,02 O
02=02 O
0,2 = 0,002 O
0,2 = 0,200 O

Lésungsquoten von iiber 90 % belegen, daB auch dieser Aufgabentyp problemlos ist
(vgl. jedoch Giinther [7]). Den Schiilern sind die Unterschiede zwischen den natlirlichen
Zahlen und den Dezimalbriichen offenbar gelaufig: Bei natlirlichen Zahlen darf man keine
Endnullen anhingen, wohl aber beliebig viele Nullen links davor schreiben. Dagegen darf
Man bei den Dezimalbriichen beliebig viele Endnullen anhiingen, aber keine Nullen (im
Bereich der Dezimalen) links davor schreiben.
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Typ 4
yP4 Zehntel ist dasselbe wie [] Hundertstel bzw. 30 Hundertstel ist dasselbe wie
[J Zehntel.

Das inhaltliche Argumentieren fillt den Schiilern schwerer als das rein syntaktische
Agieren (Typ 1: 0,4 = 0,4 [10). Hauptfehler sind erwartungsgemiB bei der 1. Aufgabe
0,4 Hundertstel und entsprechend bei der 2. Aufgabe 300 Zehntel. Unsere Losungsquoten
flir die erste Aufgabe liegen jedoch weit hoher als die Quoten in einer vergleichbaren eng-
lischen Untersuchung (Hart [8]).

Das Einbetten der natiirlichen Zahlen in die Menge der Dezimalbriiche hiingt eng mit
dem Erweitern zusammen. Die Kenntnis des Einbettens kann beim Addieren, Subtrahie-
ren und beim Dividieren von natiirlichen Zahlen durch Dezimalbriiche hilfreich sein. Im
Gegensatz zu Daubert [4], der bei einer andersartigen Zielgruppe (iiberwiegend Haupt-
schiiler, daneben einige Realschiiler) konstatiert, daB viele Schiiler nicht in der Lage sind
von 14 zu 14,00 oder von 11,4 zu 11,40 iberzugehen, bereitet den von uns untersuchten
Gymnasialschiilern das Einbetten — abgetestet in der Aufgabenform: Schreibe mit zwei
Stellen nach dem Komma: 7 = 7, 1 — absolut keine Schwierigkeiten.

4.5 Anordnung

Durch Aufgaben zur Anordnung kann man ebenfalls ein gutes Bild {iber das Verstind-
nis des Dezimalbruchbegriffs gewinnen. Daher untersuchen wir diesen Bereich mit seinen
vielfiltigen Aspekten durch eine groBere Anzahl verschiedenartiger Testaufgaben. Die
Wichtigkeit einer sorgfiltigen Auswahl der hierbei benutzten Testitems demonstriert gut

das folgende Beispiel (Ruddock u. a. [24]; n. b. bedeutet in der folgenden Tabelle nicht be-
antwortet):

Welches ist die groBte Zahl? Welches ist die kleinste Zahl?
0,075 1 % 0,625 34 9%
0,09 1 % 0,25 3%
0,1 82 % (r) 0,375 2%
0,089 14 % 0,125 38 % (r)
n. b. 1 % 0,5 22 %

n. b, 1%

(Antworthiufigkeit bei Ruddock u. a. [24])

Aufden ersten Blick ist es sehr Uberraschend, daB die Losungsquoten bei diesen beiden
dhnlichen Aufgaben soweit auseinanderklaffen, zumal die dortigen Nullen nach dem Kom-
ma eher die linke Aufgabe als die wahrscheinlich schwerere erscheinen lassen. Im folgen-
den werden wir jedoch sehen, daB bei der linken Aufgabe eine weit verbreitete Fehlerstrate-
gie zum richtigen Ergebnis, bei der rechten Aufgabe dagegen zu einem Jalschen Ergebnis
fiihrt und so die Unterschiede in den Losungsquoten bewirkt. Bei der Auswahl der Test-
items ist es daher wichtig, die Distraktoren so auszuwihlen, daB die richtige Ldsung sowie

unterschiedliche Fehlerstrategien jeweils zur Ankreuzung verschiedener Distraktoren fiih-
ren

Durch folgende Aufgabentypen versuchen wir, typische oder systematische Schiilerfeh-

ler bei der Anordnung von Dezimalbriichen aufzudecken:
— Umrande die kleinste Zahl!

— Umrande die grifSte Zahl!
— Ordne die folgenden Zahlen der GroBe nach, die kleinste Zahl zuerst!

— Umrande die Zahl, die am nichsten bei dem (konkret gegebenen) Dezimalbruch a liegt!

— Nenne eine Zahl zwischen den (konkret gegebenen) Dezimalbriichen a und b!
— Zihle weiter!
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-~ Umrande die ldngste Strecke!
— Umrande die (quasikardinal gegebene) kleinste Zahl!

Wir beginnen zunichst mit den ersten vier genannten Aufgabentypen, da sie besonders
gut Fehlerstrategien bei der Anordnung sichtbar machen:

1. Umrande die kleinste Zahl:

0,625 0,25 0,3753 0,125 0,5 n. b.
1 % 4 % 15 % 70 % 5% 5 %
2. Umrande die grofte Zahi:
0,3 0,13 0,42 0,135 0,287 n. b.
19 % 72 % 8 % 1 %
3. Ordne der GriBe.nach, die kleinste Zahl zuerst:
0,1 0,231 0,07

Ergebnis: 0,07 0,1 0231 83%
0,231 0,07 0,1 9 %
0,1 0,07 0231 3%

n. b. 1%
4. Umrande die Zahl, die am ndchsten bei 0,18 liegt:
0,1 0,2 0,15 n. b.
73 % 25% 1 %

Antworthdufigkeiten bei einigen Aufgaben zur Anordnung

Eine erste Fehlerstrategie, die wir bei allen vier Aufgabentypen beobachten konnen,
1aBt sich als Kein-Komma-Strategie (im folgenden kurz: KK-Strategie) kennzeichnen. Die
Schiiler ordnen die Dezimalbriicken ohne Beriicksichtigung des Kommas wie natiirliche
Zahlen an. Da 5 von den Zahlen 625,25,3753, 125 und 5 die kleinste Zahl ist, wird 0,5 in 1. als
kleinste Zahl sowie mit analoger Begriindung 0,287 in 2. als gréfite Zahl umrandet. Die An-
ordnung 0,1 <0,07< 0,231 in 3. resultiert aus einer konsequenten Anwendung der KK-Stra-
tegie, ebenso wie das Ankreuzen von 0,15 in 4. als nidchster Zahl bei 0,18. Die KK-Strategie
kann sich bei Schiilern besonders leicht verfestigen, wenn man bei der Behandlung der
Kleinerrelation kleinschrittig zuniichst nur Dezimalbriiche mit einer, dann mit zwei Dezi-
malen usw. behandelt oder wenn bei der Aufgabenauswahl Dezimalbriiche mit jeweils glei-
cher Anzahl von Dezimalen sehr stark vertreten sind; denn in diesen Fillen fiihrt die KK-
Strategie (bei gleichem ganzzahligen Anteil) srets zu einem richtigen Ergebnis und wird so
nicht als fehlerhaft enttarnt. Aber auch die problematische Sprechweise von Dezimaibrii-
chen (vgl. 4.1) fordert stark die KK-Strategie, ebenso wie die Komma-Trennt (KT)-Vorstel-
lung, bei der ein Dezimalbruch nicht als eine Zahl gesehen wird, sondern als ein Gebilde,
das aus zwei natiirlichen Zahlen besteht, getrennt durch ein Komma. In diesem Fall ist es
sehr naheliegend, die durch jahrelangen Gebrauch sehr vertraute Kleinerrelation nicht nur
fir Zahlen vor, sondern auch fiir Zahlen nach dem Komma zu verwenden. Aber auch der
von Comiti/Neyret [3] beschriebene Fehler, nimlich daf} viele Schiiler bei 7,3; 7,28 und
7,401 den Dezimalbruch 7,3 bzw. bei 6,04; 6,4 und 6,44 den Dezimalbruch 6,4 als kleinste
Zahl ankreuzen, 14Bt sich unmittelbar als KK-Fehler deuten. Diese Erkldrung ist nahelie-
gender als die dort gegebene Erklirung, daB3 jeweils die Zahl mit den wenigsten Dezimalen
die kleinste ist. Vielmehr lassen unsere Daten wie auch Befunde von Ruddock u. a. [24] ge-
rade im Gegenteil den SchluB zu, daB viele Schiiler Dezimalbriiche mit gleichem ganzzahli-
gen Anteil — diese Voraussetzung erwihnen wir im folgenden nicht mehr stets explizit —
fUr um so kieiner halten, je mehr Dezimalen und entsprechend fuir um so grdfer halten, je we-
niger Dezimalen sie besitzen. Diese Je-mehr-um so-kleiner-Strategie werden wir im folgen-
den kurz MK-Strategie nennen. Das hdufige Ankreuzen von 0,3753 in 1., von 0,3 in 2. oder
die in sich konsequente Abfolge 0,231 <0,07 < 0,1in 3. sind gerade das Ergebnis dieser MK-
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Strategie. Die MK-Strategie beruht auf der fehlerhaften Ubergeneralisierung eines richti-
gen Grundgedankens; denn eine Dezimale bedeutet Zehntel, zwei Dezimaten Hundertstel,
drei Dezimalen Tausendstel usw. Unbestritten ist, daBB Tausendstel kleiner sind als Hun-
dertstel, Hundertstel kleiner als Zehntel. Hieraus wird dann fehierhaft geschlossen, daB
Zahlen mit z. B. drei Dezimalen stets kleiner sind als Zahlen mit zwei Dezimalen, da Tau-
sendstel kleiner sind als Hundertstel, daB also generell Zahlen mit mehr Dezimalen kleiner
als Zahlen mit weniger Dezimalen bzw. umgekehrt Zahlen mit weniger Dezimalen groBer
sind als Zahien mit mehr Dezimalen (bei gleichem ganzzahligen Anteil). Die MK-Strategie
kommt bei den von uns untersuchten Gymnasialklassen deutlich hidufiger vor als die —sim-
plere — KK-Strategie. Unsere Untersuchungsergebnisse bei Realschulklassen (Padberg (15,
20]) sowie Befunde von Ruddock u. a. [24] deuten darauf hin, daB die Anteile der KK- und
MK-Fehler unterschiedlich sind je nach Leistungsfihigkeit der untersuchten Schiilergrup-
pe: KK-Fehler werden wesentlich hiufiger von schwdcheren Schiiler gemacht, die nur sehr
selten den — anspruchsvolleren — MK-Fehler machen, wihrend umgekehrt /leistungsstdr-
kere Schiiler hdufiger den MK- und seltener den KK-Fehler begehen.

MK- und KK-Fehler lassen sich vermeiden bzw. bekampfen durch das Anhdngen von
Endnullen, bis alle zu vergleichenden Zahlen Jeweils gleich viele Dezimalen haben (vgl.
auch Grossmann [6]). In diesem Fall kann die MK-Strategie nicht mehr angewandt werden.
wihrend die KK-Strategie stets zum richtigen Ergebnis fiihrt, da das Anhiingen der End-
nullen ein Gleichnamigmachen der betreffenden Briiche bewirkt. Wir halten allerdings
diese Vorgehensweise fiir problematisch, da die Gefahr einer rein syntaktischen Argumen-
tation hierbei sehr groB ist. Giinstiger fiir eine echte Einsicht diirfte eine Argumentation
sein, die entsprechend wie beim GroBenvergleich in N vorgeht. Zunichst wird der héchste
Stellenwert betrachtet und verglichen, Ergeben sich hier Unterschiede, so ist klar, welche
Zahl die groBere ist. Andernfalls gehen wir schrittweise so weiter vor, bis wir zu einer Stelle
gelangen, wo Unterschiede auftreten.

Bei dem Einsatz von Aufgaben im Unterricht sollte man allerdings beachten, daB nicht
durch eine ungeschickte Aufgabenauswahl implizit die KK- bzw. MK-Fehlerstrategie ver-
starkt wird. In Anlehnung an Leonard/Grisvard [11] kénnen wir Dezimalbriiche (mit glei-
chem ganzzahligen Anteil) nimlich nach zwei Gesichtspunkten typisieren, die fiir die KK-
bzw. MK-Strategie relevant sind:

1. Anzahl der Stellen nach dem Komma, also Anzahl der Dezimalen,
2. aus den Ziffern nach dem Komma gebildete natiirliche Zahl.
So weist beispielsweise 0,567 drei Dezimalen auf und ist 567 die aus den Ziffern nach

dem Komma gebildete natiirliche Zahl. Beim Vergleich von zwei Dezimalbriichen kdnnen
folgende Fille auftreten:

1. Anzahl der Dezimalen

Die zweite Zahl hat mehr Dezimalen (+), sie hat weniger Dezimalen (=) bzw. beide Zah-
len haben gleichviel Dezimalen (=).

Anzahl der Dezimalen
2. Gebildete Zahl

Die zweite Zahl ist groBer (+), sie ist + = -
kleiner () bzw. beide gebildeten Zahlen
sind gleich groB (=). + ] 2 3
‘ Gebildete
Die nebenstehende Tabelle weist iber-  7ani
sichtlich alle neun Kombinationsmaglich- = 4 5 6
keiten auf: |
- 7 1 8 9
|
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So bedeutet beispielsweise der Fall 1: Die zweite Zahl besitzt jeweils mehr Dezimalen,
und die aus ihren Dezimalen gebildete natiirliche Zahl ist groBer als die erste Zahl (Bei-
spiel: 5,01 (1. Zahl); 5,312 (2. Zahl)).

Anzahl der Dezimalen

Die Anwendung der KK-Strategie fithrt ‘ + l =
in obigen neun Fillen zu folgenden Ergeb-

nissen: Die Regel ist — neben dem Trivial-
fall 5 — immer dann anwendbar, wenn die
gebildeten Zahlen verschieden sind, alsoin  Gebildete ;
den Fillen 1, 2, 3, 7, 8, 9. Die KK-Regel er- Zahl = : 0 = = 0
gibt folgende Aussagen:

<]

Hierbei kiirzen wir in der Tabelle die verschiedenen Ergebnisse folgendermaBen ab:
Die Anwendung der KK-Strategie fiihrt stets zu dem Ergebnis, daB die erste Zahl kleiner ist
durch <, daB die erste Zahl gréBer ist durch >, daB beide Zahlen gleich sind durch =. Fille,
in denen die KK-Strategie nicht anwendbar ist, kennzeichnen wir durch 0. In den Fillen 1
bis 3 ist nach der KK-Regel die erste Zahl offensichtlich stets kleiner als die zweite Zahl, in
den Fillen 7 bis 9 umgekehrt stets groBer. Wihrend die KK-Strategie in den Fillen 1und 9
teils zu richtigen, teils zu falschen Ergebnissen fithrt (Beispiel zu 1:0,23 < 0,578 (r), 0,23 <
0,0578 (f); ein Beispiel zu 9 erhalten wir durch Vertauschen der Reihenfolge und des Relati-
onszeichens), fiihrt sie in den librigen Fillen 2, 3, 7 und 8 offensichtlich stets zu einem rich-
tigen Ergebnis. (Hierbei entsprechen 2 und 8 sowie 3 und 7 einander genauso wie 1 und 9.)

Anzahl der Dezimalen

Die MK-Strategie ist — neben dem Trivi- + = -
alfall 5 — immer dann anwendbar, wenn die
Anzahl der Dezimalen unterschiedlich ist, + > 0 <

also in den Fillen 1, 3, 4, 6, 7und 9. Die MK-

Regel liefert folgende Ergebnisse (wobeidie  Gebildete
Symbole analog zur KK-Strategie definiert Zahl = > | = <
sind): | .

In den Fillen 1,4 und 7 ist nach der MK-Strategie die erste Zahl offensichtlich stets gro-
Ber als die zweite Zahl, in den Fillen 3, 6 und 9 umgekehrt stets kleiner. Wihrend die MK-
Strategie in den Fillen 1 und 9 teils zu richtigen, teils zu falschen Ergebnissen fiihrt (Bei-
spiel zu 1: 0,2 > 0,234 (f), 0,1 > 0,023 (r), Beispiel zu 9 durch Vertauschen der Reihenfolge
und des Relationszeichens), fiihrt sie offensichtlich in den Filten 3 und 4 und damit auch in
den Fillen 7 und 6 stets zu einem richtigen Ergebnis.

Die vorgestellte Analyse belegt, daB zur Vermeidung einer ungewollten, versehentli-
chen Verstirkung der KK- bzw. MK-Fehlerstrategien eine sorgféltige Aufgabenauswahl
wichtig ist.

Die Untersuchung der vier letzten Aufgabentypen zur Anordnung liefert folgende Ergeb-
nisse:

5. Nenne eine Zahl zwischen 8,3 und 8.4:
8% f:7% n.b.S5S%
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6. Zihle weiter:
20,97 2098 2099
r:75% n.b. 1%
30,00 9% 20991 3%
30 6% 20,100 1%

7. Umrande die /dngste Strecke:

0,3 km 0,13 km 0,42 km 0,135 km 0.287 km n. b.

14 % 76 % (1) 9 1 %
8. Umrande die kleinste Zahl:

2z5h 6z2h5t 5z 3z7h5t3zt 1z2h5t n. b.

3% 5% 8 % 6 % 69 % (r) 9 %

Antworthdufigkeiten bei einigen Aufgaben zur Anordnung (Auswahl)

Eine Zahl zwischen 8,3 und 8.4 anzugeben, bereitet den Schiilern keine Schwierigkei-
ten. Am hdufigsten wird die in der Mitte gelegene Zahl 8,35, daneben haufiger auch 8,31 ge-
nannt. Eine klare Fehlerhdufung ist nichr erkennbar. Bei der Aufgabe, eine Zahl zwischen
0,4 und 0,41 anzugeben, tun sich dagegen die Schiiler wesentlich schwerer. Rund jeder dritte
Schiiler 16st die Aufgabe falsch, am haufigsten wird fehlerhaft 0,40 genannt. Diese Lésung
sowie auch die meisten anderen Fehlldsungen wie 0,6; 0,8; 0,11: 0,12; 0,30; 0,35; 0,36: 0,37
usw. kdnnen als KK-Fehler gedeutet werden. Einige Schiiler antworten explizit, daB es kei-
nen weiteren Dezimalbruch dazwischen gibt, »weil 0,41 die nachfolgende Zahl von 0.4 ist.
Man kann nach den Zahlen ja beliebig viele Nullen anhingen«.

Weiterzuzihlen von 0,7;0,8: 0,9 aus bereitet den Schiilern kaum Schwierigkeiten. Hiu-
figster Fehlerist 0,10 bzw. 0.1. DaB es sich hierbei allerdings nichtum einen KK-Fehler, son-
dern um Probleme mit dem Umbiindeln handelt, belegt 6. Die Fehllésung 20,100 im Sinne
der KK-Strategie kommt dort nur duBerst selten vor, die hdufigeren Fehlisungen lassen
sich als Probleme mit dem Umbiindeln iiber das Komma hinaus deuten.

Durch 7 soll abgetestet werden, wieweit Grifenangaben hinter Dezimalbriichen (hier:
km) Aufgaben zur Anordnung fiir Schiiler leichter oder schwerer machen. Ein Vergleich
mit 2., wo dieselben Dezimalbriiche vorkommen, ergibt eine Verbesserung, vor allem be-
dingt durch einen Abfall bei den MK-Fehlern. Die Ursache: Neben dem iiblichen Weg wie
bei 2. kann bei 7. durch Umwandlung in kleinere GriéBeneinhejten (z. B. m) ein zusiitzli-
cher Losungsweg beschritten werden. Wichtig hierfir ist natiirlich, daB die Schiiler mit den
betreffenden GréBeneinheiten gut vertraut sind. Abweichend von unseren Befunden be-
richten allerdings Léonard/Grisvard {11], daB bei ihrer Untersuchung beim Vergleich von
Dezimalbriichen mit Nullen nach dem Komma die Anzahl der Fehler nach dem Hinzufii-
gen der Grofieneinheiten kg und m sogar noch deutlich hdher liegt als beim Vergleich der
entsprechenden »reinen« Dezimalbriiche, wihrend sich bei Dezimalbriichen osne Nullen
nach dem Komma keine Unterschiede ergeben. Die unterschiedlichen Ergebnisse der bei-
den Untersuchungen kénnten nach unserer Einschitzung auf Unterschieden in der Lei-
stungsfihigkeit der jeweiligen Schiiler beruhen. In unserer Untersuchung ergeben sich je-
q_enfails auch bei einer entsprechenden Aufgabe mit Nullen nach dem Komma durch den
Ubergang zu GréBen (km) starke Verbesserungen.

Die Betonung des quasikardinalen Aspektsim Sinne von Griesel [5] ist bei der Behand-
tlung der gemeinen Briiche an verschiedenen Stellen sehr hilfreich (vgl. Padberg [18]). Wie-
weit dieser Aspekt beim GroéBenvergleich von Dezimalbriichen mit Gewinn eingesetzt
werden kann, dazu soll 8. Hinweise liefern. Ein Vergleich mit 1. ergibt, daB die Lésungsquo-
ten in beiden Fillen gleich hoch sind. Der deutliche Abfall bei den MK-Fehlern sowie der
Anstieg der KK-Fehler bei 8. fillt allerdings ins Auge. Beides kénnte durch die »Optik« der
dortigen Schreibweise bedingt sein. Die Tatsache jedoch, daB3 die Schiiler mit der Schreib-
weise in 8. kaum vertraur sind und daB die betreffende Aufgabe — im Gegensatz zu 1. — sehr
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weil hintenim Test steht, laBt vermuten, daB eine inhaltliche Sprech- und Schreibweise im
Sinne des quasikardinalen Aspektes beim GroBenvergleich zu einer Fehlerreduzierung bei-
tragen kann.

Wir konnen abschlie8end festhalten: Der GroBenvergleich bereitet den Schiilern mehr
Schwierigkeiten als die Addition und Subtraktion (vgl. 5, 6). Diesberuht z. T. auf fehlenden
auBerschulischen Erfahrungen; denn im tiglichen Leben wird der GroBenvergleich fast
immer durch Ubergang zu kleineren MaBeinheiten auf der Ebene der natiirlichen Zahlen
durchgefiihrt. Zwei Fehlerstrategien setzen Schiiler hdufig ein, nimlich — vor allem — die
MK-Strategie sowie — bei dem Leistungsstand dieser Stichprobe seltener — die KK-Strate-
gie. Hierbei werden diese Fehlerstrategien nicht nur gelegentlich aus Flichtigkeit benutzt,
sondern hiufiger auch sysrematisch, und zwar die MK-Strategie von 6 %, die KK-Strategie
von 3 % der Schiiler, Wegen der unterschiedlichen Effekie dieser Fehlerstrategien bei glei-
cher bzw. verschiedener Anzah! von Dezimalen bewirk! dieses Merkmal eine deutliche Stu-
Jung im Schwierigkeitsgrad.

4.6 Umformungen

Fur ein fundiertes Verstiindnis des Dezimalbruchbegriffs ist neben einer griindlichen
Kenntnis des dezimalen Stellenwertsystems die Kenntnis des Zusammenhanges zwischen
gemeinen Briichen und Dezimalbriichen wichtig. Die Héhe der Fehler in diesem Bereich
ist dariiber hinaus ein guter Indikator fiir die Fehlerhdhe bei den schriftlichen Rechenoper-
ationen mit Dezimalbriichen {vgl. Padberg [20]).

Bei den Umformungen von gemeinen Briichen in Dezimalbriiche und umgekehrt fillt
den Schilern iiberraschenderweise die Umformung von Zehnerbriichen in Dezimalbrii-
che i. a. leichter als die umgekehrte Richtung. So formen beispielsweise 82 % der Schiiler
richtig ]—0556 in 0,005, aber umgekehrt nur 68 % der Schiiler den Dezimalbruch 0,009 richtig in
T(ﬁTO um. Bei der Umformung von gemeinen Briichen in Dezimalbriiche ist allerdings eine
sehr deutliche Stufung im Schwierigkeitsgrad in Abhingigkeit vom Nenner erkennbar.
Wihrend die Umformung von Briichen mit Zehnerpotenzen als Nennern jeweils von min-
destens 80 Prozent der Schiiler richtig geldst wird, bereitet die Umformung beispielsweise
von % (67 % der Schiiler richtig), % (55 % richtig) oder gar % (45 % richtig) selbst Gymnasial-
schiilern erhebliche Schwierigkeiten.

Bei der Umformung von Dezimalbriichen in gemeine Briiche massieren sich die Fehler

auf einige typische Fehlerstrategien:
1

~ So formen viele Schiiler (15 % bzw. 13 %!) fehlerhaft 0,29 in %% oder 0,017 in ﬁ um. Fol-
gende Ursachen sind hierfur verantwortlich:

O Fehlerhafter Transfer von N bzgl. des Stellenwertes: Abweichend von den Verhiltnis-
sen in N stehen bei den Dezimalbriichen bekanntlich an zweiter Stelle nach dem
Komma schon die Hundertstel (und nicht die Zehntel), an dritter Stelle schon die
Tausendstel (und nicht die Hundertstel). Weitere Belege fuir diese Fehlerursache sind
Fehlldsungen wie 2,7 =21,27=2,403=4 75 oder 4,03 =48 (vgl. auch 4.1).

© Fehlerhafter Transfer von N bzgl. der Notation von Biindelungen héherer Ordnung:
Weil man in N 29 Zehner oder 17 Hunderter ausgehend von der Zehner- bzw. Hun-
derterstelle nach links hin notiert, notieren eine groBBere Zahl von Schiilern — wegen
der umgekehrten »Blickrichtung« bei den Dezimalen — 29 Zehntel bzw. 17 Hundert-
stel beginnend bei der Zehntel- bzw. Hundertstelstelle nach rechts — bzw. setzen sie
als »Block« auf die Zehntel- bzw. Hundertstelstelle (Probleme mit dem Umbiin-
deln!).

2

— Die—selteneren — Fehllosungen wie 0,7 = g {(bzw. %), 0,017 = %(bzw. (% oder Tl7)’ 2,7=5
oder 4,03 = % {(bzw. 6—45) resultieren aus der Gleichsetzung von Komma und Bruchstrich (vgl.
auch Hiebert [10]), wobei im Fall des Zihlers 0 hiufiger ersatzweise die 1 genommen
wird,
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Bei der Umformung von gemeinen Briichen in Dezimalbriiche spielen im wesentlichen
dieselben Fehlerstrategien eine Rolle:

— Fehlerhafter Transfer von N bzgl. des Stellenwertes. Beispiele hierfur sind Fehllosungen
wie 5= 0,03 ; 135 = 0,003 ; ;555 =0,0005 ; 287 = 0,287 oder 4 }, = 4,03, die jeweils von rund

4 % der Schiiler gemacht werden.

— Fehlerhafter Transfer von N bzgl. der Noration von Biindelungen héherer Ordnung
(bzw. fehlerhafte »Block«-Losungen). Losungen wie % = (0,048; ﬁ-}gﬁ = (,0037
oder § ]%% = 5,038, die jeweils von mindestens 7 % der Schiiler gemacht werden, sind
Beispiele fir diese Fehlerstrategie.

— Gleichsetzung von Bruchstrich und Komma. Diese Strategie wird hiufiger benutzt, wenn
die Nenner keine Zehnerpotenzen sind (Beispiele: % =125, % = 3,8 oder % = 2.3), also bei
den fur die Schiiler schwierigeren Aufgaben (Fluchtreaktion?).

— Notation des Zihlers bei Zehnerbriichen direkt hinter dem Komma. Fehllosungen wie
% =0,3; %ﬁ =0,37 oder %%% =0,287 kénnen so erklirt werden. Eine bei speziellen Zeh-
nerbriichen richtige Vorgehensweise (Beispiel: T36 =03; % = (,48 oder % = (,526)
wird hier fehlerhaft iibergeneralisiert. Dies passiert besonders hiufig, wenn vorher meh-
rere Aufgaben von der gerade genannten Art geldst werden (»Einschleifeffekte«) oder
aber auch, wenn ein Umbiindeln — insbesondere tiber das Komma hinweg — erforder-
lich ist (Beispiel: 287 = 0,287).

Einige weitere — allerdings seltener vorkommende — Fehlerstrategien verdeutlichen
schlieBlich die folgenden Fehlldsungen:

L. 135 = 3,00 oder 2 = 5,000
2. 35 = 0,300 oder 5 = 0,5000

5. Addition

Die Addition von Dezimalbriichen fillt den Schiilern von allen Rechenoperationen mit
Abstand am leichtesten. Die Quoten richtiger Lésungen liegen hier zwischen rund 80 % und
100 %. Aufgaben mit Ubertrigen iiber das Komma sind auf den ersten Blick fehlertrachtiger
als Aufgaben ohne Ubertriige. So wird z. B. die Aufgabe 4,2 + 3,6 von 100 % der Schiiler, da-
gegen die Aufgabe 5,7 +2.8 nur von 87 % der Schiiler richtig gel6st. Die Unterschiede beru-
hen jedoch — neben einigen Ubertragsfehlern — vor allem auf der KT-Strategie: Diese fiihrt
bei der ersten Aufgabe niamlich zu einer richtigen, dagegen bei der zweiten Aufgabe zu ei-
ner falschen Losung. Der Unterschie_:.d in den Losungsquoten bei den Aufgaben 3,48 + 4,2
(ohne Ubertrag) und 2,75 + 3,8 (mit Ubertrag) ist dagegen minimal, weil die Schiiler in bei-
den Fillen in fast gleichem Umfang KT-Fehler machen (18 % bzw. 16 % der Schiiler!), fast
alle Fehler auf diesen Fehlertyp entfallen und daher die wenigen Ubertragsfehler nicht ins
Gewicht fallen. Daher ist zumindest bei Gymnasialschiilern fiir die Beurteilung der Fehler-
haufigkeit bei einer Aufgabe die Frage, ob KT-Fehler zu einer falschen Losung fiihren,
wichtiger als die Frage, ob bei der Aufgabe Ubertrige {iber das Komma erfolgen.

Uberhaupt dominiert bei der Addition von Dezimalbriichen eine einzige Fehlerstrate-
gie, ndmlich die Komma-Trennt (KT)-Strategie. Sie wird von den Schiilern nicht nur bei ein-
zelnen Aufgaben aus Fliichtigkeit angewandt, sondern 13 % (!) der Schiiler machen diesen
thier bei der Addition von Dezimalbriichen mit einer unterschiedlichen Anzahl von De-
zimalen Systematisch. Die KT-Strategie schleift sich bei Schiilern besonders leicht ein,
wenn bei einer schrittweisen Einfithrung der Addition zu Beginn hiufig Aufgaben mit glei-
cher Anzahl von Dezimalen sowie ohne Ubertrag uber das Komma gerechnet werden.
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Schiiler begehen den KT-Fehler ferner hiufiger bei Aufgaben wie 3.48 + 4.2 als bei Aufga-
ben wie 6,3 + 2.42. Im ersten Fall wird offensichtlich bedenkenloser 48 + 2 = 50 gerechnet,
wihrend im zweiten Fall eher »Alarmglocken« schrillen. KT-Fehler spielen auch im Aus-
land bei der Addition von Dezimalbriichen eine wichtige Rolle. So erhiilt beispielsweise in
einer in den USA durchgefiihrten Reprasentativerhebung (vgl. Carpenter u. a. [2]) jeder
vierte Schiler bei der Aufgabe 0.70 + 0,40 + 0.30 als Ergebnis 0.130 bzw. 0.13.

Vergleichen wir den KT-Fehler mit dem Hauptfehlertyp bei der Addition gemeiner Brii-
che, ndmlich 2 + :-} =224 so fillt die vollige Entsprechung unmittelbar ins Auge. In beiden
Fillen greifen dic Schiler auf eine weithin bewiihrte Strategie zuriick, nimlich Gleiches
zusammenfassen bzw. zu addieren. Sind hiermit bei den Dezimalbriichen jeweils Zehntel,
Hundertstel usw. gemeint, so fithrt dies zu einem richtigen Ergebnis. Fassen die Schiiler
dagegen auch die Zahlen vor dem Komma bzw. die Zahlen nach dem Komma oder die Zah-
len oberhalb des Bruchstrichs bzw. unterhalb des Bruchstrichs als Gleiches auf, so resultie-
ren hieraus gerade obige Fehlerstrategien.

Weitere in der Literatur beschriebene Fehlerstrategien wie die rechtsbiindige Anord-
nung ohne Riicksicht auf das Komma mit anschlieBender Addition der Summanden (Bei-
spiel: 537 + 1.4 = 5,51) oder die verschiedenen von Daubert [4] beschriebenen Wege, wie
Schiiler bei der schriftlichen Addition durch verschiedene fehlerhafte MaBnahmen das
Problem fehlender Rechtsbiindigkeit l6sen, spielen in unserer Untersuchung keine nen-
nenswerte Rolle.

Die Vermutung, daB der Ubergang zu Grifien wegen moglicher weiterer Losungsstrate-
gien die Losungsquote erhoht, ist naheliegend. Ein Vergleich der Losungsquoten und der
Hauptfehler bei den Aufgaben

J48m+42 m 348+ 42
0,7 m+005m 07 +0,05

ergibt jedoch jeweils gleiche Werte. Der Ubergang zu GréBen (hier Meter) verindert also
nicht unbedingt die Lésungsquoten oder die Fehlerstruktur. Ebenso gilt auch nichr gene-
rell, daB Nullen bei den Dezimalen den Schwierigkeitsgrad von Additionsaufgaben erhg-
hen. So werden die Aufgaben 5.07 + 2.3 und 3.48 + 4.2 gleich hiufig richtig gelost. Haupt-
fehler ist bei beiden Aufgaben der KT-Fehler, wobei gerade die nullfreien Dezimalen bei
der zweiten Aufgabe stirker zu diesem Fehler fiihren.

Aufdie Frage: »Wie addierst Du zwei Dezimalbriiche?« kénnen selbst bei groBBziigiger
Wertung der Antworten nur 30 % der Schiiler eine richtige Antwort geben, 20 % geben kei-
ne, rund 50 % eine falsche Antwort. Bemerkenswert ist, daf3 bei dieser Frage 6 % der Schiiler
die KT-Strategie sogar als Regel formulieren. Dies Ergebnis belegt, dafl die Beherrschung
von Kalkiilen selbst fiir Gymnasialschiiler wesentlich leichter ist als die — selbst unprizise
— Formulierung der benutzten Regeln.

Die Addition von Dezimalbriichen und natiirlichen Zahlen fillt den Schiilern — im deutli-
chen Gegensatz zu diesem Aufgabentyp bei den gemeinen Briichen (vgl. Padberg [14]) —
leicht. Ein Hauptfehlermuster ist hier einheitlich zu beobachten, ndmlich beispielsweise
03+ 6=10,9 oder 0,45 + 7 = 0,52 zu rechnen, also jeweils um 6 bzw. 7 »weiterzuzihlen«.
Dies wird von 4 % der Schiiler systematisch gemacht. Dieses Fehlermuster kann man bei-
Spielsweise auch in den USA beobachten: So rechnen nach Wearne-Hicbert [26] dort »sehr
viele« Schiiler 6 + 0,32=0,38 oder 4 + 0,3 =0.7. Eine — ebenfalls mégliche — Deutung der
Fehler als Addition nach rechtsbiindiger Anordnung der Summanden ist nach unseren
Testunterlagen duBerst unwahrscheinlich. Nuflen hinter dem Komma konnen bei diesem
Aufgabentyp jedoch die Losungsquote deutlich senken. So 16sen die Schiiler die Aufgabe
0,03 + 5 im gewohnten Umfang fehlerhaft durch 0,08 im Sinne des »Weiterzihlens«. Hinzu
kommt hier jedoch relativ hiufig eine weitere Fehllosung, nimlich 0,53, bei der die 5 zur er-
sten Dezimalen hinzuaddiert wird.
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6. Subtraktion

Subtraktionsaufgaben mit gleicher Anzahl von Dezimalen fallen den Schiilern beson-
ders leicht. Bei Aufgaben ohne Ubertrag werden kaum Fehler gemacht, bei Aufgaben mit
Ubertrag bereitet insbesondere der Ubertrag iiber das Komma einigen Schiilern Schwierig-
keiten. Das Problem wird haufiger durch Vernachlissigen dieses Ubertrages gelost, wie bei-
spielsweise bei der Losung 9,4 - 4,8 =15.6. Aufgaben mit verschiedener Anzahl von Dezima-
len im Minuend und Subtrahend bereiten den Schiilern generell mehr Schwierigkeiten.
Aufgrund unserer Untersuchung liBt sich allerdings nicht belegen, daBB Aufgaben mit we-
niger Dezimalen im Minuend —wie man meinen kdnnte — generell schwieriger sind als Auf-
gaben mit mehr Dezimalen im Minuend als im Subtrahend.

Bei Aufgaben, bei denen ein Komma-Trennt-Fehler moglich ist, wird dieser hiufiger ge-
macht. So rechnen 7 % der untersuchten Gymnasialschiiler 087 - 0,3 = 0.84 oder 8 %
5,07-1,3=4,04 (bzw. 4,4). Der Fehler wird nach unseren Befunden von Realschiilern deut-
lich hdufiger gemacht (vgl. Padberg [20]). KT-Fehler findet man allerdings bei der Subtrak-
tion generell wesentlich seltener als bej der Addition, weil die KT-Strategie hier — im Ge-
gensatz zur Addition — Gberhaupt nur bei einigen Aufgaben einsetzbar ist und — noch viel
seltener! — zu einem richtigen Ergebnis fiihrt. Daher ist die Zah| der Erfolgserlebnisse bei
Einsatz dieser Strategie nur sehr beschriinkt und entsprechend gering die Verstarkung. Der
KT-Fehler bei der Subtraktion entspricht auch vOllig dem Hauptfehler bei der Subtraktion
gemeiner Briiche, nimlich 2 - ¢ = o zu rechnen. Allerdings wird dieser Fehler dort sehr
viel hdufiger gemacht (vgl. Padberg[14] ). Uber KT-Fehler wird auch in amerikanischen Un-
tersuchungen berichtet. So rechnen in der Untersuchung von Wearne-Hiebert [26] Schiiler
»sehr oft« 0,86 - 0,3 = 0,83, oder es rechnet bei Ruddock u. a. [24] fast jeder achte Schiiler
5,07 - 1,3 = 4,04.

Die Subtraktion von Dezimalbriichen entspricht weitestgehend der Subtraktion von
natiirlichen Zahlen. Von daher ist die Vermutung naheliegend, daB die dortigen Hauptfehler
auch auf den Bereich der Dezimalbriiche »durchschlagen«. Nach unseren Untersuchungen
(vgl. Padberg [15]) sind rund die Hilfte aller Fehler bei der Subtraktion in N Ubertragsfehler,
und zwar wird in der weit uberwiegenden Zahl der Fille der Ubertrag tuberhaupt nicht be-
riicksichtigt (Beispiel: 34

— 18

©26).
Dies geschieht in N besonders hiufig in Sonderfillen. So erfolgt in N besonders hiufig
1. kein Ubertrag in eine leere Stelle, wenn im Minuenden eine Null steht, 2. kein Uber-
trag, wenn gleiche Ziffern (insbesondere Nullen) iibereinanderstehen, 3. kein Ubertrag
zur 9, wenn im Minuend eine Null steht und schlieBlich 4. kein Ubertrag zur Null (vgl.
Padberg [15]). Auch bei den Dezimalbriichen bildet die Nichtberiicksichtigung von Ubertri-
gen, und zwar insbesondere {iber das Komma, eine wichtige Fehlerquelle, wie die folgen-
den Fehllésungen belegen: 5,05-1,3=477 (5 % der Schiiler), 5,23 -25=3,73 (3 %), 5,6 -
2,84=3,76 (3 %) oder 0,4 - 0,275 = 0,135 (3 %) bzw. 0,4 - 0,275=0,225 (2 %). Bei der Behand-
lung der Subtraktion von Dezimalbriichen solite daher hierauf gezielt eingegangen wer-
den. Bei der Lésung 5,8~ 3,47 = 1,33 wird falschlich ein Ubertrag zuviel berucksichtigt, und
zZwar in der Einerspalte. Entsprechend wie auch schon in N wird dieser Fehler allerdings
wesentlich seltener gemacht als die Nichtberiicksichtigung von Ubertréigen.

Vergleichen wir die folgenden L&sungen 56 - 2,84 = 284 58 - 3,47 = 2,47,
O,§ -0,004=0,504 und 0.4 - 0,275=0,275, die jeweils 3% der Schiiler notieren, so erkennen
wir folgende Gemeinsamkeiten. [n allen Aufgaben hat der Minuend weniger Dezimalen als
der Subtrahend. Die »iiberstehende« Ziffer bzw. Ziffern im Subtrahend bereiten den Schii-
lern Schwierigkeiten. Ein heitlich wird hierbei dieses Problem durch Ubernahme dieser Zif-
fel.'n in das Ergebnis gelost. Ursache hierfiir ist vermutlich die Vorstellung: Null bzw. Nichts
minus z. B. 4 ergibt 4. Imn Sonderfall 0,5 - 0,004 = 0,504 wirkt dies wie eine Addition.
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Weitere in der Literatur beschriebene Fehler wie beispielsweise die rechtshiindige
Anordnung (Beispiel: 5,07 - 1,3 =4,94), die auf einer Ubergeneralisierung der Subtraktion in
N ohne Beriicksichtigung des Kommas beruht, spielen in unserer Untersuchung keine
Rolle. Die schon aus N bekannten Rechenfehler der Nihe, also Einsundeinsfehler, bei denen
das Ergebnis um + | oder - | von der richtigen Lésung abweicht, kommen beim Rechnen
mit Dezimalbriichen ecbenso vereinzelt vor wie Assoziationsfehler. Dies trifft auch zu
fir die spaltenweise Unterschiedsbildung, fir die die folgende Losung ein Beispiel ist
(5,6 - 2,84 = 3.24).

Eine Aufschliisselung der Testaufgaben nach der Anzahl der Ubertrige wie auch danach,
ob Nullen im Minuend oder Subtrahend vorkommen, ldBt bei unserer Gruppe keine deutli-
chen Unterschiede im Schwierigkeitsgrad erkennen. KT-Fehler andererseits kdnnen i. a.
nur vorkommen, wenn der Minuend mindestens soviele Dezimalen wie der Subtrahend
hat, daher massieren sich hier die KT-Fehler.

Unsere Untersuchung, ob die Benurzung von Grifien oder die Betonung des quasikardi-
nalen Aspektes im Sinne von Griesel 5] Vorteile mit sich bringt, liefert folgende Ergebnisse:
In der Fehlerh6he wie im Fehlerprofil lassen sich jeweils zwischen 5,8 m - 3,47 m und
5,8 - 3,47 sowie zwischen 6 DM - 0,03 DM und 6 - 0,03 nur geringfiigige Unterschiede fest-
stellen. Die Benutzung von Grdflen bietet an dieser Stelle in dieser Form bei unserer Ziel-
gruppe keine (wesentliche) Hilfe. Die Betonung des quasikardinalen Aspektes bringt bei
den gemeinen Briichen u. a. auch bei der Subtraktion Gewinn. Es liegt daher die Vermu-
tung nahe, daB auch bei den Dezimalbriichen die Benutzung der Schreibweise 3z fiir 0,3
oder 4h fur 0,04 zumindestens in der Anfangsphase auch bei der Subtraktion hilfreich sein
konnte. Ein Vergleich der Fehlerhdhe und des Fehlerprofils bei 0,87 - 0,3 und 8z7h - 3z so-
wie 0,4 - 0,275 und 4z - 2z7h5t zeigt jedoch, daB bei der jeweils zweiten Schreibweise die
Fehlerhohe deutlich Adherliegt und daher die Benutzung des quasikardinalen Aspektes bei
diesem Aufgabentyp und in dieser Form keine Erleichterung bringt. Zum Teil mag dies na-
turlich auch damit zusammenhingen, daB die zweite Schreibweise fiir die Schiiler mit Si-
cherheit ungewohnt ist.

Aufgaben vom Typ Natiirliche Zah! minus Bruch (Beispiel: 5 - l) verzeichnen von samt-
lichen Additions- und Subtraktionsaufgaben mit gemeinen Bruchen trotz des sehr leichten
Grundverstindnisses die schwdchsten Ergebnisse. Dies trifft fiir die Aufgaben vom Typ Na-
tirliche Zah! minus Dezimalbruch (und umgekehrt) nicht zu. Die Fehlerhohe ist hier recht
gering, die Fehler beruhen weit {iberwiegend auf fehlenden Ubertriigen, sei es zu den bei
den natiirlichen Zahlen zu erginzenden Nullen, sei es im Bereich des Kommas (Beispiel:
8 - 0,54 =756 oder 8 - 0,54 = 8,46). Wihrend bei unserer Untersuchung mit Realschiilern
jeder 10. Schiiler 7,20 - 4 = 7,16 rechnet, also entsprechend zur Vorgehensweise bei der
Addition bei der Subtraktion um 4 zuriickzihlt (vgl. Padberg [20]), macht bei der Untersu-
chung an Gymnasialschiilern kein Schiiler diesen Fehler.

Bei der Frage nach der Subtraktionsregel schlieBlich sind die Ergebnisse dhnlich wie bei
der Addition. Nur knapp 40 % der Schiiler nennen die Regel im groBen und ganzen richtig.

7. Multiplikation

Die Aufgaben zur Multiplikation von Dezimalbriichen fallen den Schiilern entschieden
schwerer als die Aufgaben zur Addition oder Subtraktion. Die Fehlerquote liegt hier beiden
meisten Aufgaben drastisch héher. Die Multiplikation von Dezimalbriichen bereitet aber
auch deutlich mehr Probleme als die Multiplikation von (gingigen) gemeinen Briichen, be-
dingt durch die mnemotechnisch sehr viel leichtere Multiplikationsregel und den meist
deutlich geringeren Schwierigkeitsgrad der in N erforderlichen Multiplikationen bei Brii-
chen. Hinzu kommt, daB bei der Multiplikation von Briichen die Strategie, Gleiches mit
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Gleichem zu verkniipfen, die sich in vielen anderen Bereichen bei gemeinen Briichen wie
auch Dezimalbriichen als groBe Fehlerquelle entpuppt. hier zu richtigen Ergebnissen fuhrt.
Die Muttiplikation von Dezimalbriichen entspricht weitestgehend dem entsprechen-
den Kalkiil in N. Daher ist zu erwarten, dal generell auch die wichtigsten Fehler der Multi-
plikation in N unverindert hier wiederzufinden sind. Nach unseren Untersuchungen (vgl.

Padberg [16]) werden die folgenden Fehler am hiufigsten in N systematisch gemacht:

— Die stellenwertbelegende Rolle der Null im zweiten Faktor wird nicht beachtet.

— Die Teilprodukte werden fehlerhaft untereinander angeordnet (kein »Herausrucken«).

— Bei Teilprodukten mit der Null im zweiten Faktor (seltener mit der Null im ersten Fak-
tor) wird fehlerhaft gerechnet 0 - a = a (Einmaleinfehler mit der Null).

Neben diesen systematischen Fehlern werden auch noch folgende weitere Fliichtig-
keitsfehler in N hiufig gemacht:

— Einmaleinsfehler der Nihe (Beispiel: 8 - 3 = 21);

— Fehler mit der Behalteziffer (besonders hiufig: 1. Die Einerstelle des vorangehenden
Teilproduktes wird als Behalteziffer addiert, bedingt durch die Betonung dieser Zifter
beim begleitenden Sprechen (Perseverationsfehler). 2. Die Behalteziffer wird als zu-
satzliche Stelle im (Teil-)Produkt notiert.).

Diese Fehler spielen in unserer Untersuchung allerdings wegen des bewuBt einfach ge-
haltenen rechnerischen Schwierigkeitsgrades — um so gezielt die fur die Dezimalbruchrech-
nung typischen Fehler herauszufinden — und wegen der speziellen Untersuchungsgruppe
(Gymnasialschiiler) bei den meisten Aufgaben nur eine geringe Rolle.

Die Behandlung der Multiplikation von Dezimalbriichen wird im Regelfall eingeleitet
durch den besonderen einfachen Fall der Multiplikation von Dezimalbriichen mit Zehner-
potenzen. Diese Aufgaben werden in unserer Untersuchung auch deutlich am hiufigsten
richtig gelést. Wihrend bei den von uns untersuchten Realschiitern (Padberg [20]) ein Teh-
terhafter Transfer von N, nimlich das Anhingen von Endnullen, der Hauptfehler ist (Bei-
spiel: 10 - 2,3 = 2,30), spielt dieser Fehler bei den Gymnasialschiilern in dieser Form keine
Rolle. Allerdings ist denkbar, daBl die Fehllosungen 3,4- 10 = 3.4 und 0,48 - 1000 = 0,48 die-
selbe Ursache haben, nur dafl man hier vor dem Notieren die iiberfliissigen Endnullen wie-
der fortldBt (vgl. hierzu auch die weiter unten folgenden Aussagen tiber die Multipli-
kationsregel). Von den drei untersuchten Aufgaben (3.4 - 10; 2,56 - 100: 0,48 - 1000) bereitet
die dritte Aufgabe die meisten Schwierigkeiten, da hier nicht nur einfach das Komma ver-
schoben, sondern zusitzlich eine Endnull angehéingt werden muf3. Entsprechend ist hier
die hiufigste Fehllosung 48. Fehler wie 3,4 - 10 =30.40; 2,56 - 100 = 200,56 oder 0.48 - 1000 =
0,48000, die zwischen 1 % und 3 % der Schiller machen, lassen sich als KT-Fehler deuten.
Unsere Frage nach der Rege! fiir die Multiplikation eines Dezimalbruches mit 100 wird nur
von rund 40 % der Schiiler richtig beantwortet, eine Begriindung dieser Regel nur von 4 %
der Schiler gegeben. Hauptfehler bei der Regelnennung sind Richtungsfehler beim Ver-
schieben des Kommas (nach links, nach vorne) sowie — deutlich seltener — Nullanhédn-
gungsfehler (»zwei Nullen anhingen«).

Die Multiplikation von Dezimalbriichen mit natiirlichen Zahlen, die keine Zehnerpo-
tenzen sind, bereitet den Schillern mehr Schwierigkeiten als der Sonderfall der Multiplika-
tion mit Zehnerpotenzen, der allein durch Kommaverschiebung und ggf. Nullanhingung
gelost wird. Fehler wie 6-0,4=0,24 und 4 - 2,3 = 8.12 kommen am hdufigsten vor und beru-
hgn auf der K7-Vorstellung wie aber auch auf Problemen beim Umbiindeln iiber das Komma
hinweg. Hierbei ist die Multiplikation beider Teile des Dezimalbruches naheliegend und
grgndsﬁtzlich richtig, nur nicht die getrennte Multiplikation. Der KT-Fehler entspricht in
seiner Struktur vollig dem Hauptfehler bei der Multiplikation von gemeinen Briichen mit na-

tirlichen Zahlen, nimlich n-2 = 2% zurechnen. Wihrend allerdings jeder vierte Real-

schiiler (!) c!iesel:n Fehler pei bemeinen Briichen systematisch macht und dieser Teilbereich
dgr Multiplikation dort die mit Abstand schwichsten Ergebnisse zeitigt (vgl. Padberg [14]).
wird der KT-Fehler hier bei den Dezimalbriichen fast nie systematisch und nur jeweils von
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rund 4 % der Schiiler als Fliichtigkeitsfehler gemacht. Aufgaben mit Nullen nach dem Kom-
ma wie 6 - 0,008 fallen den Schiilern wesentlich schwerer. Zwei Fehllosungen kommen am
hdufigsten vor, nimlich 6,008 (5 %) und 0,0048 (4 %). Die erste Fehllosung 148t sich als
Fluchtreaktion zur leichteren Addition deuten. Wegen der bekannten Einmaleinsfehler
mit der Null in N, die sich auch in unserem Test an verschiedenen Stellen beobachten las-
sen, 1aB¢ sich das Ergebnis aber auch durch die Rechnung 6 - 0 =6 erklaren. Der zweite Feh-
ler (0,0048) beruht auf der KT-Strategie sowie auf Problemen mit der Umbiindelung. (Auf
welcher Stelle missen die 48 Tausendstel notiert werden?)

Den allgemeinen Fall der Multiplikation von Dezimalbriichen mit Dezimalbriichen unter-
suchen wir zunichst am Sonderfall der Multiplikation von Dezimalbriichen mit 0,1; 0,01 bzw.
0,001 Hier 1dBt sich die Kenntnis der Kommasetzungsregel besonders gut abtesten, da Re-
chenfehler in N so gut wie ausgeschlossen sind. Es ist iiberraschend, daB rechnerisch so
leichte Aufgaben wie 5,6-0.1; 3.8 - 0,01 oder 4,7 - 0,001 von jeweils rund 30 % bis 40 % der
Gymnasialschiiler (!) fehlerhaft gelost werden. Es ist kennzeichnend fiir das vielfach stark
formale Vorgehen, daB diese Aufgaben von rund jedem dritten Schiiler nicht im Kopf, son-
dern schriftlich gelost werden. Die Aufgaben 3,8 0,01 und 4,7- 0,001, bei denen im Ergebnis
bei den Dezimalen eine bzw. zwei Nullen ergidnzt werden miissen, fallen den Schiilern
deutlich schwerer als die Aufgabe 5.6 - 0.1, bei der dies nicht erforderlich ist. Den jeweiligen
Hauptfehler, namlich 5,6 -0,1 = 5.6 (22 % der Schiiler); 3,8 - 0,01 =038 (13%) und 4,7 - 0,001 =
0,047 (9 %) zu rechnen, konnen wir durch einen fehlerhaften Transfer von der Addition/
Subtraktion von Dezimaibriichen erklaren: Die Anzah! der Dezimalen im Ergebnis richtet
sich nach der Zahl mit den meisten Dezimalen. Die Fehlldsung 5,6 - ,1=15,6 kommt beson-
ders hdufig vor, da sie gleichzeitig auch durch eine weitere Fehlerstrategie erklart werden
kann, die bei den librigen Aufgaben am zweithaufigsten vorkommt (jeweils rund 10 % der
Schiiler) und dort zu anderen Ergebnissen fithrt, nimlich Zahlen bei Multiplikation mit 0,1;
0,01; oder 0,001 ebenso wie bei einer Multiplikation mit 1 unverdndert zu lassen. Die Fehllo-
sungen bei 8 % der Schiiler kénnen als systematische Anwendung dieser Strategie gedeutet
werden. SchlieBlich lassen sich die Losungen 3,8 - 0,01 =381 und 4,7 - 0,001 = 4,701 als Aus-
weichen auf die leichtere Addition erkliren.

Die Anzahl der Fehler bei der Multiplikation von Dezimalbriichen mit Dezimalbriichen
liegt im allgemeinen Fall noch hoher als die schon sehr hohe Fehlerquote im gerade behan-
delten Sonderfall. Soist es auf den ersten Blick nur schwer zu glauben, daB gut die Hilfte (1)
der Gymnasialschiiler () Aufgaben wie 0,2-0.3; 0,8-0,11 oder 0,4 - 0,05 falsch 16st. Ursache
hierfiir ist eine sehr starke Massierung der Fehlldsungen auf 0,6 bei 0,2 - 0,3 (38 % der Schii-
ler), auf 0,88 bei 0,8 0,11 (42 %) und auf0,2 bei 0,4 - 0,05 (31%). Eine naheliegende Erkldrung
fiir all diese Fehler ist die K7-Strategie, insbesondere wenn die Aufgaben rein im Kopf ge-
16st werden. Daneben lassen sich aber auch alle drei Lésungen durch den gerade schon er-
wihnten fehlerhaften Transfer von der Addition/Subtraktion erklidren (wenn bei der drit-
ten Aufgabe 0,2 fir 0,20 notiert wird). Eine Tendenz der Schiiler zu diesem fehlerhaften
Transfer kénnen wir nimlich auch bei der Aufgabe »Setze das Komma im Ergebnis an die
richtige Stelle: 0,456 - 3,7 = 16872« feststellen. Fast jeder fiinfte Schiiler setzt hier das Kom-
ma ganz im Sinne obigen Transfers an die drittletzte Stelle. Obige Fehlldsungen lassen sich
ferner erkldren durch eine Null-Komma (NK)-Strategie, bei der man bei Dezimalbriichen
mit Null als ganzzahligem Anteil die Dezimalen als natiirliche Zahlen auffaBt, diese multi-
pliziert und das Ergebnis in der Form Null-Komma — obiges Produkt schreibt. Fiir eine
Uberlagemng verschiedener Fehlerstrategien bei obigen drei Aufgaben spricht auch, daB
die Losungen 6,8 bei 3,2 - 2,4 und 45,48 bei 15,2 - 3,24 wesentlich seltener vorkommen (nur
9 % bzw. 2 % der Schiiler). Diese Aufgaben werden allerdings auch weithin schriftlich ge-
rechnet. Durch den iiblichen Kalkiilrahmen wird hier der KT-Fehler weithin quasi automa-
fisch vermieden. Neben den drei genannten Fehlerstrategien spielt bei unseren Untersu-
chungen nur noch die Fluchtreaktion zur Addition eine breitere Rolle, insbesondere, wenn
Nullen bei den Dezimalen vorkommen (Beispiele: 0,4 - 0,05 = 0,45 oder 0,02 - 0,004 = 0,024).
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Bei der letzten Aufgabe mit ihren vielen Nullen wird eine groBe Unsicherheit der Schiler
an der starken Variationsbreite bei der Anzahl der Nullen nach dem Komma im Ergebnis
sichtbar: Bei 0,02 - 0,004 erhalten 14 % der Schiiler 0,008 (Transfer von der Addition/Sub-
traktion), 9 % 0,08 (Anzahl der Dezimalen wie beim ersten Faktor) und 7 % 0,0008 (Anzahl
der Nullen wie bei beiden Faktoren zusammen) als Ergebnis.

Ein Vergleich der Fehlerhohe und -profile bei den Aufgaben 0,2 -0,3 und 2z - 32,04 -
0,05und 4z-Shsowie 6- 0,4 und 6- 4z ergibt schlieBllich bei allen drei Aufgabenpaaren keine
positiven Effekte durch die Benutzung des quasikardinalen Aspektes bei der Multiplikation
von Dezimalbruchen. Im Gegenteil: Bei simtlichen quasikardinal formulierten Aufgaben
steigen die Fehler insgesamt drastisch an.

Bei der Multiplikation von Dezimalbriichen mit Dezimalbriichen unterlaufen 8 % der
Schiiler systematisch Fehler, dieim Sinne der KT-Strategie gedeutet werden konnen. Auch
Wearne/Hiebert [26] berichten bei ihren Untersuchungen in den USA lber haufige KT-
Fehler: So rechnen dort Schiiler ebenfalls »sehr oft« (0,4 - 0.2 = 0,8 und 0,05-0,4=0,2. Die
Multiplikationsregel fiir gemeine Briiche, bei der Ziahler mit Zihler und Nenner mit Nen-
ner multipliziert wird, konnte iibrigens die Tendenz von Schiilern zur getrennten Multipli-
kation der Zahlen vor dem Komma und der Zahlen nach dem Komma — und damit zum
KT-Fehler — verstiarken.

Wie wir schon bei den anderen Rechenoperationen beobachten konnten, bereitet auch
die Formulierung der Multiplikationsregel fir Dezimalbriiche den Schiilern sehr groBe
Schwierigkeiten. Einige formulieren hier explizit die KT-Strategie als Multiplikationsregel.

Viele der in diesem Abschnitt vorgestellten typischen Fehlerstrategien fihren offen-
kundig zu Ergebnissen, die stark vom richtigen Ergebnis abweichen. Uberschlagsrechnun-
gen konnen diese Rechnungen daher leicht als fehlerhaft entlarven. Deshalb sollte die
Uberschlagsrechnung gerade bei der Multiplikation von Dezimalbriichen gezielt einge-
setzt werden. Runden ist aber auch bei Anwendungsaufgaben, die Multiplikationen erfor-
dern, notwendig, um dort unsinnige Scheingenauigkeiten zu vermeiden.

8. Division

Schon die Division im Bereich der natiirlichen Zahlen gilt zu Recht als die bei weitem

schwierigste Grundrechenoperation. Folgende Schrittfolge muB bei ihr immer wieder
durchlaufen werden:

— Bestimmung eines (Teil-)Dividenden;
— uberschlagsmiBiges Dividieren;

— schriftliches Multiplizieren;

— schriftliches Subtrahieren.

Das GiberschlagsmiBige Dividieren bereitet — insbesondere bei mehrziffrigen Diviso-
ren—die mit Abstand gréBten Probleme. Fehlerhafte Uberschlige bemerkt man bei zu grof
geschdtzter Quotientenziffer erst nach erfolgter Multiplikation, bei zu klein geschitzter
Quotientenziffer sogar erst nach der anschlieBenden Subtraktion. Erschwerend kommt
hinzu, daB die schriftliche Division durch mehrziffrige Divisoren — im Gegensatz zu allen
anderen Grundrechenarten — nicht volistindig auf die Anwendung von Grundaufgaben in
Form des Kleinen 1durch 1 bzw. 1 mal 1 reduziert werden kann, da nur der Dividend, nicht
aber der Divisor bei dem Divisionskalkiil zerlegt wird. Fiir das Verstindnis des Divisions-
kalkiils ist auch eine griindliche Einsicht in das dezimale Stellenwertsystem unerliBlich.

Der genannte Komplexititsgrad gilt unverindert auch fiir die Division von Dezimalbrii-
chen, als zusitzliche Erschwerung kommt hier noch das Problem der richtigen Kommaset-
zung hinzu. In Anbetracht dieser Tatsache iiberrascht es nicht, daB auch bei der Division
von Dezimalbriichen die schon beim Dividieren in N begangenen Fehler ebenfalls »durch-
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schlagen«. Nach unseren Untersuchungen (Padberg [17]) treten beim Dividieren in N mit
einziffrigen Divisoren folgende Fehlermuster am haufigsten auf:
— Im Quotienten fehit eine erforderliche Endnull.
— Es werden Fehler bei der Staffelanordnung gemacht.
— Es wird fehierhaft subtrahiert.
— Im Quotienten fehlt eine erforderliche Zwischennull.
Beim Dividieren mit zweistelligen Divisoren sind folgende Fehler am hiufigsten:
- Subtraktionsfehler;
— Zwischennullfehler;
— Multiplikationsfehler;
— Endnulifehler;
— Fehien des letzten Divisionsschrittes bei Divisionen mit Rest (der letzte Teildividend
geht nicht in die Quotientenziffer ein, er wird nur als Rest festgehalten).

Hierbei treten Zwischennullfehler am haufigsten bei folgenden Situationen auf:

— Die vorhergehende Teildivision geht auf, und die »heruntergeholte« Ziffer ist kleiner als
der Divisor.

— Die vorhergehende Teildivision liefert eine Null als Quotientenziffer und auch der neue
Teildividend ist kleiner als der Divisor (zwei Nullen hintereinander).

— Die vorhergehende Teildivision 148t einen Rest, der kleiner als der Divisor ist, und die
»herunterzuholende« Ziffer Null wird einfach ignoriert.

Endnulifehler beruhen im wesentlichen auf folgenden Ursachen:

— Der letzte Divisionsschritt wird bei einer Division mit Rest nicht durchgefiihrt, da der
letzte Teildividend sofort und ausschlieBlich als Rest notiert wird (Hauptursache).
— Der Dividend besitzt als letzte Stelle eine Null, diese wird nicht heruntergeholt.

Neben den genannten Endnull- und Zwischennullfehlern werden noch die folgenden
beiden Fehlermuster hiufiger als Fliichtigkeitsfehler, aber auch als systematische Fehler
begangen:

— Bei der Bildung von Teildividenden werden mehrere Ziffern filschlich gleichzeitig her-
untergeholt, und nicht Schritt fiir Schritt nacheinander.
~ Es wird falschlich mehrmals in derselben Stellenwertspalte dividiert.

In Anbetracht dieser vielen Fehlerquellen beim Dividieren schon von natiirlichen Zah-
len und erst recht von Dezimalbriichen iiberrascht es nicht, daB die Erfolgsquoten der Schii-
ler beim Dividieren von gemeinen Briichen — allein schon wegen des i. a. wesentlich gerin-
geren rechnerischen Aufwandes — deutlich éber den entsprechenden Werten fiir Dezimal-
briiche liegen.

Der Behandlung der Division von Dezimalbriichen wird im Regelfall die Division von
Dezimalbriichen durch Zehnerpotenzen vorgeschaltet. Die Untersuchung des Sonderfalles
der Division von natiirlichen Zahlen durch Zehnerpotenzen (in unserem Test: 5 : 10; 5 : 100
und 5 : 1000) vermittelt hierbei gute Einblicke in die Beherrschung des dezimalen Stellen-
wertsystems. Die Erwartung, daB diese — bei Kenntnis des dezimalen Stellenwertsystems
fir Dezimalbriiche ~ vollig problemlosen Aufgaben hochprozentig richtig geldst werden,
trifft jedoch selbst bei Gymnasialschiilern nicht zu. So 1ésen z. B. 30 % der Schiiler die Auf-
gabe 5: 100 fehlerhaft. Hier wie bei den tibrigen Aufgaben beobachten wir zwei Hauptfehler:
Jeder siebte Schiiler (1) erhiilt als Ergebnis 20 (meist) bzw. 0,2; 0,02 oder 0,002 (seltener), di-
vidiert also einfach die groBere durch die kleinere Zahl und paBt das Ergebnis ggf. noch for-
mal der Dezimalbruchschreibweise an. Dieser Fehlertyp wird von 10 % der Schiiler sogar
systematisch begangen. Daneben 148t sich der schon an anderer Stelle hiufiger beobachtete
fehlerhafte Transfer von N feststellen, nimlich Hundertstel entsprechend den Hundertern
an die dritte, Tausendste! an die vierte Stelle nach dem Komma zu schreiben
(5 : 100 = 0,005; 5 : 1000 = 0,0005).

Die eigentliche Behandlung der Division von Dezimalbriichen beginnt iiblicherweise
mit der Division von Dezimalbriichen durch natiirliche Zahlen. Vergleicht man hier bei-
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spielsweise die Aufgaben 8,24 : 4 und 18,27 : 9 mit den Aufgaben 7.5 : 2und 9.5 : 4. so erwar-
tet man bei einer theoretischen Analyse des Schwierigkeitsgrades, daB die letztgenannten
beiden Aufgaben den Schiilern mehr Schwierigkeiten bereiten, da bei ihren Losungen End-
nullen angehiingt werden miissen. Unsere Untersuchung ergibt jedoch, da8 bei den — theo-
retisch leichteren — ersten beiden Aufgaben wesentlich mehr Fehler gemacht werden. Ursa-
che hierfur ist die K7-Strategie. So rechnet jeder vierte (!) Schiiler 824 : 4 = 2.6 oder
18,27 : 9=23, dividiert also im Kopf getrennt die Zahlen vor dem Komma und die Zahlen
nach dem Komma durch den Divisor. Hierbei wird dieser Fehler bei geeigneten Aufgaben
von den Schiilern hdufig auch systematisch gemacht. Daneben erhalten einige Schiler die-
se Ergebnisse auch trotz schriftlicher Rechnung, aber dann nicht infolge der KT-Strategie,
sondern infolge eines der typischen — weiter vorne erwihnten — Rechenfehler in N (24
bzw. 27 werden félschlich auf einmal, und nicht Schritt fiir Schritt »heruntergeholt«). Die-
ser Fehler 148t sich bei einer Reihe weiterer Aufgaben ebenfalls konstatieren. Daneben be-
obachtet man héufiger auch Rechenfehler der Niihe ( Beispiel 84 : 12 = 6) und Assoziations-
fehler (Beispiel 8 : 4= 4 oder 84 : 4=24). Greifen wir gezielt Aufgaben heraus, bei denen die
KT-Strategie nichr anwendbar ist (Beispiel: 7,2 : 6 und 1,5 : 2), so wirkt sich die Schwierig-
keitskomponente » Anhingen von Endnullen erforderlich« deutlich aus: Wihrend nur 10 %
die Aufgabe 7,2 : 6 falsch 18sen, 16sen beachtliche 24 % die im Test unmittelbar folgende
Aufgabe 7,5 : 2 fehlerhaft, wobei die Fehlermuster breit streuen (u. a. Zwischennullifehler,
aber auch Rechnungen wie: 7,5:2= 3,7 Rest 1). Ferner erhoht sich der Schwierigkeitsgrad i.
a. mitder Zahl der anzuhiingenden Endnullen. Unterteilen wir die Aufgaben des Typs Dezi-
malbruch durch natiirliche Zahl weiterhin danach, ob ein Ubertrag von den Einern zu den
Zehnteln erforderlich ist, so beobachtet man nur selten Fehler, die hierdurch verursacht
sein kdnnten wie z. B. bei der Rechnung 7,2 : 6 =1,02.

Die Untersuchung der Division durch Dezimalbriiche beginnen wir mit dem Sonderfall,
daB der Dividend eine natiirliche Zahlist. Wir unterscheiden zusatzlich zwischen den Dezi-
malbriichen 0,1; 0,01 und 0,001 und anderen Dezimalbriichen als Divisor. Bei den drei Auf-
gaben des ersten Typs (5:0,1;5:0,01: 5 : 0,001) 148t sich die Beherrschung der Kommaset-
zungsregel besonders gut abtesten, da Rechenfehler in N das Ergebnis nicht beeinflussen.
Die Tatsache, dal mehr als jeder vierte Schiiler trotz vorderer Position im Test beispiels-
weise die Aufgabe 5 : 0,1 nicht 16st, 148t deutlich Unsicherheiten gegeniiber diesem Aufga-
bentyp erkennen, ebenso wie die Tatsache, daB weiter 28 % der Schiiler diese einfache Auf-
gabe fehlerhaft 16sen. Als Hauptfehler kann man hier wie bei den iibrigen Aufgaben zwei
fehlerhafte Losungsstrategien identifizieren: Bei den Losungen 5:0,1=0,5 (8 % der Schii-
ler),5:0,01=0,05(5%) und 5:0,001 = 0,005 (6 %) richten sich die Schiiler bei der Anzahl der
Dezimalen im Ergebnis nach dem (einzigen) Dezimalbruch. Dieser Fehler wird von 4 % der
Schiiler systematisch gemacht. Die einheitliche Losung § bei allen drei Aufgaben wird da-
gegen durch die Kein-Komma-(KK)-Strategie verursacht. Bej den sechs iibrigen Aufgaben
dieses Typs (2:0,5;3 :0,6: 3 : 0,4;35:0,7;9 : 0,05 und 8 : 0,004} liegt die Fehlerquote
vergleichbar hoch wie im Sonderfall, ebenso auch die Quote fehlender Losungen selbst bei
den Aufgaben im vorderen Bereich unseres Tests. Eine deutliche Unsicherheit der Schiiler
— vermutlich bedingt durch die erforderliche Einbettung der natiirlichen Zahlen in die
Menge der Dezimalbriiche durch das Anhéngen von Endnullen nach vorheriger
Kommasetzung — ist unverkennbar. Hauptfehler ist auch hier — mit einem Fehleranteil
von meist rund 10 % — die Ausrichtung der Anzahl der Dezimalen im Ergebnis nach der An-
zahl der Dezimalen des (einzigen) Dezimalbruchs in der Aufgabe (Beispiele: 3 : 0,6 =0,5;
35:0,7=0,5 oder8: 0,004 = 0,002). Bei Aufgaben, die direkt schon in N 16sbar sind (etwa
35:0,7im Gegensatz zu 3 : 0,4), spielt ebenfalls die KK-Strategie eine — allerdings wesent-
lich geringere — Rolle. Vergleichbares gilt nach Befunden von Wearne/Hiebert auch fiir die
USA: So losen die Schiiler dort die Aufgabe 42 : 0,6 »sehr oft« durch 0,7, »oft« durch 7.

Bei der Division von Dezimalbriichen durch Dezimalbriiche lassen sich mindestens drei
Fdile unterscheiden:
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— Beide Dezimalbriiche besitzen dieselbe Anzahl von Dezimalen (Testaufgabe: 0,44 : 0,11;
56:0,7).

— Der Dividend besitzt mehr Dezimalen als der Divisor (0.028 : 0.4; 0,36 : 0,9).

— Der Divisor besitzt mehr Dezimalen als der Dividend (3,3 : 0,11; 0,5 : 0,25; 0,6 : 0,02).

Analysiert man den Divisionskalkiil in allen drei Fillen, so miiBlten die Aufgaben des
ersten Typs generell am leichtesten, die des letzten Typs am schwierigsten sein, da dort
beim Dividieren beim Dividenden Endnullen angehingt werden miissen. Diese Abfolge
im Schwierigkeitsgrad wird von unserer Untersuchung bestitigt. Sind von den Zahlen her
KT-Fehler moglich (dies ist nur bei 0,44 : 0,11 und 0,6 : 0,02 der Fall), so dominiert auch hier
dieser Fehlertyp. So rechnen beispielsweise 18 % aller Schiiler 0,44 : 0,11 =(,4. Die weiteren
Fehlertypen entsprechen den Fehlern bei der Division von natiirlichen Zahlen durch Dezi-
malbriiche: Die Division wird im Kopf durchgefiihrt, bei der Anzahl der Dezimalen im Er-
gebnis richtet man sich teils nach dem Dividend., teils nach dem Divisor, wobei allerdings
bei fast allen Aufgaben eine deutliche Tendenz zugunsten des Dividenden festzustellen ist.
Die meisten Fehler hier lassen sich aber auch als Null-Komma(NK)-Strategie beschreiben:
Man dividiert die gegebenen Zahlen im Kopf und notiert dann dies Ergebnis in der Form
Null-Komma — gefundenes Ergebnis. Ferner spielt die KK-Strategie eine Rolle. Bei Aufga-
ben wie 0,5: 0,25, die auf den ersten Blick leichterin der Richtung 0,25 : 0,5 16sbar sind, dre-
hen ferner eine Reihe von Schiilern (5 %) die Aufgaben beim Ldsen entsprechend um und
erhalten dann Losungen wie 0,5, aber auch 5 und 0,005. Neben den drei eingangs genann-
ten Fallunterscheidungen kann auch die Frage, ob Nullen unter den Dezimalen vorkom-
men, deutlichen EinfluB auf die Anzah! richtiger L6sungen haben, wie beispielsweise ein
Vergleich der beiden Aufgaben 0,028 : 0,4 und 0,36 : 0,9 belegt.

Ein Vergleich der Fehlerquoten bei den Aufgaben »3 : 0,6« (24 % falsch) und »Anja
macht 0,6 m lange Schritte. Wieviel Schritte braucht sie um 3 m zuriickzulegen?« (nur 8 %
falsch trotz der Position dieser Aufgabe fastam Ende des Tests) zeigt, daB die Einbeziehung
des Aspektes des Messens bei einfachen Aufgaben zur Division die Anzah! von Fehlldsun-
gen stark reduzieren kann. Dies beruht darauf, da3 die Schiiler die Textaufgbabe — neben
der Losung durch Division — auch auf anderen, leichteren Wegen losen, so z. B. iiber die
wiederholte Addition oder Subtraktion, also auf Wegen, die offenkundig bei der Losung
der Rechenaufgabe 3 : 0,6 nicht benutzt werden. Diese — leichteren — Ldsungswege liber-
kompensieren die zusitzliche — durchaus fehleranfillige — Ubersetzungsarbeit bei der
Losung der Textaufgabe.

Wie schon bei den anderen Rechenoperationen gesehen bereitet auch die Formulie-
rung der Divisionsregel — selbst im einfachen Sonderfall der Division eines Dezimalbruchs
durch 100 — den Schiilern groBe Schwierigkeiten: Nur jeder 5. Schiiler formuliert diese ein-
fache Regel richtig. Hauptfehler ist die Verschiebung des Kommas in die falsche Richtung.
Sogar nur 3 % der Schiiler kénnen diese Rege! richtig begriinden.

9. Schlu3bemerkungen

Dezimalbriiche spielen im tiglichen Leben und im Mathematikunterricht eine grofe
Rolle. Um so erschreckender ist es daher, daB selbst Gymnasialschiiler beim Umgang mit ih-
nen groffe Probleme haben und daB diese Probleme in wesentlichen Bereichen noch deut-
lich grofer sind ais bei den — allgemein als schwer bekannten — gemeinen Briichen.

Fir ein fundiertes Verstindnis des Dezimalbruchbegriffs ist neben der Kenntnis des
Zusammenhangs zwischen gemeinen Briichen und Dezimalbriichen eine griindliche
Kenntnis des dezimalen Stellen wertsystems notwendig. Bei der Einfihrung der Dezimalbrii-
che werden allerdings im Unterricht offensichtlich hiiufig die Analogien zu den natiirlichen
Zahlen iiberbetont, wihrend die Unterschiede nicht deutlich genug herausgestellt werden:
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— Hingen wir bei natiirlichen Zahlen rechts Nullen an, so werden sie grifer. Dezimalbru-
che dagegen bleiben gleich grof.

— Dezimalbriiche besitzen keinen zum Komma symmertrischen Aufbau: Links vom Komma
stehen Einer, dann Zehner usw., rechts vom Komma dagegen keine »Eintel«, sondern
sofort Zehntel, dann Hundertstel usw.

— Fortbewegen vom Komma bedeutet fur die natiirlichen Zahlen eine Vergroferung, flir
die Dezimalen eine Verkleinerung der Biindelungseinheiten.

— Bewegen wir uns bei natiirlichen Zahlen und bei den Dezimalen von Dezimalbriichen
einheitlich von links nach rechts, so ist die Abfolge der Biindeleinheiten vollig unterschied-
lich (Hunderter, Zehner, Einer — Zehntel, Hundertstel, Tausendstel).

— Kleine Verinderungen bei den Endungen haben groBe Wirkungen: So entsprechen
10 Zehner einem Hunderter, aber 10 Zehntel keineswegs einem Hundertstel genauso wie
zwar 1 Zehntel 10 Hundertstel entspricht, aber keineswegs |1 Zehner 10 Hundertern.

— Auch beim Umbiindein gibt es deutliche Unterschiede. So werden beispieclsweise
25 Hunderter auf die Hunderterstelle und die niachste — weiter vom Komma entfernte —
Stelle notiert, dagegen ist eine entsprechende Notation bei 25 Hundertsteln selbstver-
stiandlich falsch, jedoch ein hidufiger gemachter Fehler.

Die genannten Unterschiede sind offenkundig selbst vielen Gymnasialschiilern nicht
vollig klar und bilden eine deutliche Fehlerquelle, die auf verschiedene Bereiche ausstrahlt, so
u. a. auf die Schreibweise der Dezimalbriiche (vgl. 4.1), auf die Umformungen zwischen ge-
meinen Briichen und Dezimalbriichen (vgl. 4.6) oder auf die Ordnung zwischen Dezimal-
briichen (insbesondere KK-, aber auch MK-Strategie; vgl. 4.5). Zur Vermeidung von Uberge-
neralisierungen sollten daher Unterschiede deutlich herausgestellt werden. Ein wichtiges
Hilfsmittel hierbei ist der Einsatz von Srellenwerttafeln, gerade zu Beginn, aber auch immer
wieder im weiteren Unterrichtsverlauf an geeigneten Stellen. Daneben sollte vor allem bei
der Behandlung der Anordnung der quasikardinale Aspekt beriicksichtigt und auch auf
Grdflen mit gut vertrauten GréBeneinheiten zuriickgegriffen werden. Bei der Sprechweise
der Dezimalbriiche ist unbedingt auf die ziffernweise Sprechweise zu achten (vgl. 4.1).

Bei den vier Rechenoperationen mit Dezimalbriichen konzentrieren sich die typischen
und systematischen Fehler bei Gymnasialschiilern auf refativ wenige Typen: So finden wir
die K7-Strategie vor bei allen vier Rechenoperationen. Wihrend sie bei der Addition als ein-
zige Fehlerstrategie dominiert, kann sie bei den tibrigen Rechenoperationen — im Gegen-
satz zur Addition —ldngst nicht in allen Fallen benutzt werden. Ist ihr Einsatz jedoch még-
lich, so wird sie insbesondere bei im Kopf zu 16senden Multiplikations- und Divisionsauf-
gaben sehr stark, aber auch bei Subtraktionsaufgaben hiufiger eingesetzt. Bei der Multipli-
kation und z. T. auch der Division kann man dartiber hinaus haufiger einen fehlerhaften
Transfer von der Addition/Subtraktion von Dezimalbriichen feststellen: In der Anzahl! der
Dezimalen beim Ergebnis richtet man sich nach der Zah! mit den meisten Dezimalen, bei
der Division daneben hiufiger auch nach der Anzahl der Dezimalen des Dividenden. Die so-
wohl bei der Multiplikation wie bei der Division festzustellenden NK-Strategie basiert nach
unserer Einschitzung im Regelfali weniger aufinhaltlichen Uberlegungen, als vielmehr auf
dem Bemiihen, ein formal richtig aussehendes Ergebnis zu erhalten. Dagegen kénnte die
KK-Strategie bei der Division das Ergebnis einer zu kleinschrittigen Behandlung der Dezi-
malbruchrechnung sein (s. u.). Neben diesen fur Dezimalbriiche typischen Fehlerstrategien
lassen sich insbesondere bei der Multipliktion und Division wegen der weitestgehenden
Entsprechung der Kalkiile auch typische Fehler aus dem Bereich der natiirlichen Zahlen be-
obachten (vgl. 7., 8.).

Aufgaben, bei denen natiirliche Zahlen und Dezimalbriiche kombiniert aufireten, sind —
im deutlichen Unterschied zu den entsprechenden Verhiltnissen bei den gemeinen Brii-
chen — weithin problemlos. Dies hingt vermutlich mit dem engen inneren Zusammenhang
der Schreibweisen zusammen, wihrend bei den gemeinen Briichen und natiirlichen Zah-
len zwei unterschiedliche Notationssysteme aufeinanderstoBen.
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Unsere Untersuchung gibt Hinweise, daB die eingesetzten Fehlerstrategien je nach Lei-
stungsvermaogen der untersuchten Schiler bei ein und demselben Aufgabentyp deutlich un-
terschiedlich sein konnen: So setzen bei der Anordnung von Dezimalbriichen leistungs-
schwdchere Schiiler eher die simplere KK- und deutlich seltener die anspruchsvoliere MK-
Fehlerstrategie ein, wiihrend dies bei feistungsstdrkeren Schiilern genau umgekehrt ist. Un-
sere Untersuchung belegt auch, daB eine theoretische Analyse des Schwierigkeitsgrades von
Aufgaben zum Abschitzen der Fehlerhdufigkeit allein keineswegs ausreicht, So l9sen die
Schiiler beispiclsweise die — nach theoretischen Analysen — schwereren Aufgaben 3,2-24
und 9.5 : 4 deutlich hdufiver richtig als die hiernach feichteren Aufgaben 0,2-03und 8,24 : 4.
Ursache hierfur ist, daB bei den letzteren beiden Aufgaben die KT-Strategie sehr hiufig
Fehler verursacht, wihrend der iibliche Kalkiilrahmen bei 3.2 - 2.4 und die speziellen Zah-
len bei 9.5 : 4 diese Fehlerstrategie bei den ersten beiden Aufgaben verhindern. Gleichzei-
tig erklirt dies auch, daf} bei ein und denselben Aufgabentypen miindlich gerechnete Auf-
gaben u. U. héhere Fehlerquoten aufweisen als schriftlich gerechnete.

Die Nennung der Rechenregeln bereitet selbst den Gymnasialschiilern bei allen vier Re-
chenoperationen grofie Schwierigkeiten, obwohl die entsprechenden Kalkiile von einem
GroBteil der Schiiler erfolgreich beherrscht werden. Die Begriindung, warum die entspre-
chenden Regeln gelten, wird selbst in den einfachen Fillen des Multiplizierens mit und des
Dividierens durch 100 nur von verschwindend wenigen Schiilern einigermafen beherrscht,

Ein Vergleich der Hauptfehlerstrategie bei der Addition und Subtraktion von gemeinen
Briichen und von Dezimalbriichen 1Bt schlieBlich eine gemeinsame Wurzel erkennen: In al-
len vier Fillen gehen die Schiiler nach dem sonst hiufig erfolgreichen Motto vor: Fasse
Gleiches zusammen. Auch die KT-Strategie bei der Multiplikation und auch bei der
Division beruht auf diesem Grundsatz.

Die von uns beobachtete Konzentration der typischen und systematischen Fehler auf ei-
ne jeweils relativ geringe Anzahl je Rechenoperation erleichtert schlieBlich eine gezielte
Bekampfung bzw. Vorbeugung vieler Fehler. Folgende Gesichtspunkte sollten hierbei be-
achtet werden:

— Typische Fehler konnen als wichtiger Bestandteil beim Lernprozefd eingesetzt werden. An-
hand der Analyse typischer Fehllosungen konnen die Schiiler diese Fehler erkennen
und iiberwinden.

— Vorder Behandlung der Kalkiile muB der Dezimalbruchbegriff durch variationsreiche Auf-
gaben gut fundiert werden, Erst auf dieser Grundlage kénnen dann die Kalkiile einge-
fihrt werden. Sorgfiltize Regelabteilungen sind hierbei in vielerlei Hinsicht wichtig.

— Die Behandlung der Dezimalbruchrechnung darf keineswegs zu kleinschrittig gestuft er-
folgen, etwa indem man zuniichst nur Dezimalbriiche mit einer, dann mit zwei Dezima-
len usw. behandelt. Eine jeweils gleiche Anzahl von Dezimalen bringt namlich die groBe
Gefahr mit sich, daB auf diese Art Fehlerstrategien eingeschliffen werden, und zwar etwa
bei der Anordnung die KK-Strategie, beim Addieren und in gewissem Umfang auch
beim Subtrahieren die KT-Strategie oder beim Dividieren — sofern die Division in N
»aufgeht« — ebenfalls die KK-Strategie.

— Zur Bekdmpfung der weit verbreiteten K7-Strategie muf die Einsicht vermittelt werden,
daB ein Dezimalbruch nichr aus zwei Zahlen besteht, ndmlich aus einer Zahl vor dem
Komma und einer Zahl hinter dem Komma, sondern daB er eine einzige Zahl darstelit.
Zur Gewinnung dieser Einsicht ist die Stellenwerttafel hilfreich.

— Viele der vorgesteliten Fehlerstrategien fiihren schlieBlich bei der Multiplikation und
Division zu Ergebnissen, die stark vom richtigen Ergebnis abweichen. Uberschlagsrech-
nungen konnen daher diese Rechnungen leicht als fehlerhaft entlarven.

Unsere Untersuchung hat einige Problembereiche bei der Behandlung der Dezimal-
briiche aufgezeigt und niiher beleuchtet. Neben einigen gefundenen Antworten und Er-
gebnissen bleiben allerdings noch viele Aufgaben und offene Fragen bestehen. Zum Ab-
schiuB dieses Beitrags wollen wir daher einige derartige Punkte knapp auflisten:
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— Eine Erginzung der gefundenen Daten durch diagnostische Interviews ist unbedingt
wlinschenswert, um so zu genaueren Aussagen {iber die Ursachen von Schiilerfehlern
Zu gelangen.

— Effektive, erfolgversprechende Gegenmafinahmen miissen erarbeitet und erprobt wer-
den.

— Wieweit niitzen, wieweit stiren gemeine Briiche bei der Behandlung der Dezimalbriiche
(z. B. Multiplikation gemeiner Briiche, Addition gemischter Zahlen, ... )?

— Wieweit greifen Schiiler beim Operieren mit Dezimalbrichen bej Unsicherheit bezug-
tich der anzuwendenden Regeln auf gemeine Briiche und deren Rechenregeln zuriick?

— Sollen gemeine Briiche und Dezimalbriiche parallel behandelt werden oder in der Ab-
folge »Erst gemeine Briiche, dann Dezimalbriiche« oder in der umgekehrten Abfolge?

— Wieweit besteht eine Abhiingigkeit zwischen dem Unterrichtserfolg und dem benutzten
methodischen Weg bei der Einfilhrung der Ordnungsrelation und der einzelnen Rechen-
operationen?

— Warum tauchen Fehlerstrategien (z. B. die KT-Strategie) bei einem Schiiler nur ganz sel-
ten bei allen Aufgabentypen auf, wo dies moglich ist, sondern meist nur bei einem Teil
(vgl. auch Giinther [7])?

— Welche (verschiedenen) Fehlerstrategien verwendet ein Schiiler bei Aufgaben eines

Aufgabentyps? So kann die in dieser Untersuchung benutzte Betrachtungsweise durch

eine individuenzentrierte Betrachtungsweise (vel. Lorenz [12]) erginzt werden.

Welche Konsistenz und welche Persistenz besitzen die Fehlerstrategien in der Dezimal-

bruchrechnung? Wieweit handelt es sich um Reparaturen im Sinne Van Lehn’s [25]?

— Welche Probleme ergeben sich bei der Behandlung periodischer Dezimalbriiche?
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