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typische Schiilerschwierigkeiten

in der Bruchrechnung —
Bestandsaufnahme und Konsequenzen

von Friedhelm Padberg
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Einleitende Bemerkungen

Die Bruchrechnung bereitet vielen Schii-
lern bei ihrer systematischen Behandlungin der
6. Klasse, aber auch noch in héheren Klassen
grofie Schwierigkeiten. Um zu einer Vergrofie-
rung des Unterrichtserfolges zu gelangen, kén-
nen idealtypisch zwei Wege beschritten wer-
den: einmal eine sorgfiltige, vergleichende
Analyse verschiedener Einfiihrungswege be-
zliglich des Bruchzahlbegriffs wie insbesondere
auch beziiglich der Rechenoperationen auf-
grund theoretischer Uberlegungen, um so un-
ter Beriicksichtigung gegebener Faktoren zu ei-
nem méglichst effizienten Lehrgang zu gelan-
gen (fiir nihere Details vergleiche man Padberg
1978 und Padberg 1982), oder aber eine detail-
lierte empirische Untersuchung der typischen
Schiilerschwierigkeiten in der Bruchrechnung,
um so auf der Grundlage einer genauen und
mdglichst umfassenden Kenntnis dieser Pro-
blembereiche wirksame Mafinahmen zu er-
greifen und entsprechende Konsequenzen bei
der Gestaltung der Bruchrechenlehrginge zu
ziehen. Im folgenden wollen wir an dieser Stel-
le den zweiten Weg beschreiten, also Daten
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iiber charakteristische Schiilerfehler im Bereich
der Bruchrechnung erheben, diese genauer
analysieren und hieraus Folgerungen zichen.
Unter den verschiedenen methodischen Még-
lichkeiten zur Erhebung und Analyse von
Schiilerschwierigkeiten (Analyse schriftlicher
Arbeiten, »lautes Denken« der Schiiler bei der
Autgabenbearbeitung, Beobachtung der Schii-
ler, diagnostisches Interview; fiir genauere De-
tails vgl. man z. B. Radatz 1980) haben wir uns
bewufit fiir eine Analyse schriftlicher Schiiler-
arbeiten entschieden, weil nur bei dieser Me-
thode mit vertretbarem Aufwand eine hinrei-
chend breite Basis fiir Aussagen iiber Problem-
bereiche (in der Bruchrechnung) sichergestellt
werden kann, die fiir einen Grofiteil der Schii-
ler — und nicht nur fiir u. U. ziemlich singulire
Einzelfille — bedeutsam sind. Eine anschlie-
flende Erginzung der gewonnenen Daten
durch diagnostische Interviews ist sinnvoll und
wiinschenswert, konnte jedoch von uns in die-
sem Zusammenhang bislang nur in Finzelfillen

und nicht in gréflerem Umfang durchgefiihrt
werden.

Grundlagen und Charakteristika dieser Untersuchung

Nach einer Bestandsaufnahme vorliegen-
der deutscher und insbesondere angloamerika-
nischer Fehleruntersuchungen zur Bruchrech-
nung haben wir zwei Voruntersuchungen mit
jeweils rund 200 Schiilern des 7. Schuljahres im
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Herbst 1979 und im Herbst 1981 in jeweils sie-
ben Realschulklassen aus drei verschiedenen
Schulen durchgefiihrt. Die auf dieser Grundla-
ge fuflende Hauptuntersuchung, auf die wir
uns in dieser Arbeit beziehen, haben wir im
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Herbst 1982 in 28 Realschulklassen (aus 8 ver-
schiedenen Schulen) mit insgesamt 861 Schii-
lern im Bielefelder Raum durchgefiihrt. Um bei
der Testerhebung ein Abschreiben zu verhin-
dern, aber auch um den Test im Umfang praku-
kabel (Dauer: 1 Unterrichtsstunde) und den-
noch in der Aufgabenstruktur je Rechenopera-
tion moglichst breit zu halten, haben wir 2 ver-
schiedene Testbogen (Version A und B) ent-
worfen. Hierbei testet jede Version mit jewetls
gut 10 Aufgaben bei der Addition, Subtraktion
und Muluplikation sowie knapp 20 Aufgaben
bei der Division zwei vollstindige Rechenope-
rationen (mit rein rechnerischen Aufgaben, mit
Text/Bildaufgaben und mit Fragen zur Regel-
formulierung und z. T. zur Begriindung) sowie
mit entsprechenden zusitzlichen Aufgaben die
Subtechniken des Kirzens, Erweiterns und
Einrichtens bzw. Umwandelns ab. Wir fafiten
jeweils 2 bis 5 Aufgaben unterschiedlichen Typs
je Rechenoperation (oder Subtechnik) zu ei-
nem Block zusammen und grenzten diesen
sehr deutlich vom nichsten Block ab, um so
Fliichtigkeitsfehler und insbesondere irrtiimli-
che Operationsverwechslungen durch FEin-
stelleffekte im Sinne Luchins (vgl. Weis) zu ver-
meiden. Die genaue methodische Vorgehens-
weise der Lehrer wihrend des Bruchrechen-
kurses erfaiten wir durch eine sehr ausfiihrli-
che standardisierte Befragung.

Unsere Untersuchung weist dariiber hin-
aus die folgenden Charakteristika auf:
— Wir wihlten die Klassen bewufit nach den
benutzten Schulbiichern so aus, dafl dasin gut
der Hilfte (16) der zu untersuchenden Klassen
benutzte Schulbuch die Bruchrechnungim Sin-
ne des Mischkonzepts darstellte (also unter Be-
nutzung von Komponenten des Operatorkon-
zepts an geeigneten Stellen, insbesondere im
Bereich des Kiirzens, Multiplizierens und Divi-
dierens; fiir nihere Details bzgl. des Mischkon-
zepts wie auch des weiter unten erwihnten
Gréflenkonzepts vgl. Padberg 1978), wihrend
das in den iibrigen Klassen (12) benutzte Schul-
buch zwar auch vereinzelte Andeutungen des
Operatorkonzepts enthielt, aber dennoch fast

ausschlieflich rein auf der Basis des Grofien-

konzepts vorging. Hierbei bestanden zwischen
der effektiven Vorgehensweise der Lehrer in
der Bruchrechnung und dem globalen Konzept
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des benutzten Schulbuches zwar gewisse Be-
ziehungen, genauer ergab sich jedoch: Nur we-
nige Benutzer des Groflenkonzept-Schulbuchs
gingen im Unterricht nach dem Mischkonzept
vor, wihrend durchaus eine grofiere Zahl von
Benutzern des Mischkonzept-Schulbuchs die
Bruchrechnung im Sinne des Grofienkonzepts
behandelte. Somit gingen in unserer Stichprobe
effektiv rund die Hilfte der Klassen nach dem
Groflenkonzept, rund die andere Halfte nach
dem Mischkonzept vor.

— Die Aufgaben zu den Rechenoperationen
wihlten wir in dieser Hauptuntersuchung —
aufgrund von Befunden in einer der Vorunter-
suchungen — gezielt so aus, dafl ein Kiirzen
oder Umwandeln nicht erforderlich war (bis
auf bewufit eine Ausnahme je Rechenolaeg—\

tion). Das Wissen der Schiiler iiber das Kiirzey,
Erweitern und Umwandeln/Einrichten teste-™-
ten wir getrennt in eigenen Aufgaben ab. Diese
bewuflte Isolation der Schwierigkeitsfaktoren
fiihrt zu klareren Ergebnissen und Befunden
iiber Problembereiche als die Untersuchung
komplexerer Fille, bei denen sich eine Reihe
von Ursachenfaktoren iiberlagern. Wegen ge-
nauerer Hinweise, wie die Schwierigkeits-
merkmale Kiirzen und Umwandeln die Lo-
sungsquoten bei Additions- und Subtraktions-
aufgaben beeinflussen, verweisen wir an dieser
Stelle auf entsprechende Befunde von Lorcher.
— Um den Test praktikabel zu halten, verzich-
teten wir bewufit auf die Einbeziehung ge-
mischter Zahlen, klirten jedoch in der standar-
disierten Lehrerbefragung genau ab, in wel-
chem Umfang und wie die Lehrer die gemisch-
ten Zahlen bei den vier Rechenoperationen ein-
setzten. (Nach Beobachtungen von Lorcher
liegt der Losungsprozentsatz bei der Addition
gemischter Zahlen bei den von ithm untersuch-
ren Realschulklassen bei 90 %, bei der Subtrak-
tion bei 80 % des Standes von vergleichbaren
Aufgaben zur Addition bzw. Subtrakton von
Briichen.)

— Als Untersuchungszeitpunkt wihlten wir
den Beginn des 7. Schuljahres, kurz nach dem
Ende der Sommerferien, um so zur systemati-
schen Behandlung der Bruchrechnung einen
Abstand von mindestens einigen Monaten (bis
zu einem halben Jahr) sicherzustellen. Dadurch
liegen unseren Befunden die aussagekriftigeren
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Langzeit-Lerneffekte zugrunde.

— Der Test wurde von den Klassen unvorbe-
reitet geschrieben, da unsere Vorgespriche mit
den Schulleitern bewuflt keine Hinweise auf
die Bruchrechnung enthielten. (Dies ist beim
Vergleich dieser Untersuchung mit anderen
Untersuchungen wie auch mit einer unserer
Voruntersuchungen zu beachten.) Wir testeten
dariiber hinaus alle ausgewihlten Klassen einer
Schule jeweils an einem Tag, wobei Effekte
durch die Testabfolge innerhalb einer Schule
nicht feststellbar waren.

In der folgenden Darstellung der Untersu-
chung benutzen wir hiufiger die Termini »sy-
stematische Fehler« bzw. »typische Fehler«
oder »charakteristische Fehler«, Hierbei mei-
nen wir mit der Bezeichnung »systematische
Fehler« Fehler, die bei mindestens 50 % aller
entsprechender Aufgaben bzw. in den (weni-
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gen) Fillen, in denen nur zwei Aufgaben als Be-
zugsbasis zur Verfiigung stehen, in beiden Fil-
len von dem einzelnen Schiiler gemacht wer-
den. Unter »typischen Fehlern« oder »charak-
teristischen Fehlern« verstehen wir Fehler, die
bei einer Rechenoperation (aufgrund unserer
Befunde) hiufiger vorkommen und daher da-
fir typisch oder charakteristisch sind.

Beziiglich der vier Rechenoperationen ge-
wannen wir die im folgenden dargestellten Be-
funde und Einsichten. Die Ergebnisse hinsicht-
lich des Kiirzens, Erweiterns und Umwandelns
konnen wir aus Platzgriinden an dieser Stelle
nicht genauer darstellen. Wir kénnen aber hier
global festhalten, dafl die Schiiler bei der
Durchfiihrung dieser Subtechniken nur relativ
selten Schwierigkeiten hatten und beachtlich
hohe Lésungsquoten erreichten.

Schiilerschwierigkeiten bei der Addition und Subtraktion
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Vorbemerkung

Unser urspriinglicher Ansatz im Bereich
der Addition und Subtraktion war es, die Klas-
sen, die die Bruchrechnung rein im Sinne des
Groflenkonzepts kennengelernt hatten, den
Klassen gegeniiberzustellen, die nach dem
Mischkonzept vorgegangen waren. Unsere
Auswertung ergab hierbei einen durchgingi-
gen Vorsprung fiir die Gréflenkonzept-Grup-
pe. Genauere Analysen lieflen uns vermuten,
dafl die mit dem Mischkonzept sehr haufig ver-
bundene Voranstellung der Muluplikation im
Bruchrechenlehrgang eine wesentliche Ursa-
che hierfiir sein kénnte. Entsprechend unter-
tellten wir anschlieflend die Klassen nach ihrem
Operationsbeginn (Addition oder Multiplika-
tion). Hierbei bestand zwar ein deutlicher Zu-
sammenhang zwischen diesem Operationsbe-
ginn und dem benutzten Konzept, genauer galt
jedoch: Klassen, die nach dem Mischkonzept
vorgegangen waren, begannen sehr oft — aber
nicht immer! — mit der Muluplikation, wih-
rend die Klassen, die nach dem Groflenkon-
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Zept vorgegangen waren, mit grofler Mehrheit
— aber lingst nicht alle! — mit der Addition an-
fingen. Unsere Auswertung bestitigte die ent-
scheidende Rolle des Operationsbeginns (vgl.
3.2). Entsprechend unterteilten wir im folgen-
den die Ergebnisse nach diesem Gesichtspunkt.

3.2
Abfolge im Schwierigkeitsgrad

Beziiglich der Addition und Subtraktion

erhielten wir folgende Abfolge im Schwierig-
keitsgrad:

Erwartungsgemif} wird die Addition und
Subtraktion gleichnamiger Briiche deutlich
hiufiger richtig gelst als die entsprechende Re-
chenoperation bei den ungleichnamigen Brii-
chen, bedingt durch die geringeren Anforde-
rungen (kein Erweitern), aber auch infolge der
im 1. Fall besonders hilfreichen, starken Analo-
gie zu dem vertrauten Bereich der natiirlichen
Zahlen im Sinne des quasikardinalen Aspekts
(vgl. Griesel). In Anbetracht der sehr leichten
Grundvorstellung im Fall » natiirliche Zahl plus
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Bruch« aber auch »Bruch plus natiirliche Zahl«  tungsgemaf} bereitet die Subtraktion {natiirki-

iiberrascht auf den ersten Blick das relativ  che Zahl minus Bruch) spiirbar mehr Schwie-
schwache AbschneidenindiesenFillen. Erwar-  rigkeiten als die entsprechende Addition.

1. Additionsaufgaben:

. A ey .
Additionsbeginn 90 —l— Multiplikationsbeginn
gleichnamige Briiche =
80 ——
£ gleichnamige Briiche
ungleichnamige Briiche 55 ——
60 mE—
natiirliche Zahl plus Bruch 3
50 _f— ungleichnamige Briche
Bruch plus naviiliche Zah! £ natiirliche Zahl plus Bruch
40 _:\ Bruch plus natiirliche Zahl
30 1o

Bild 1: Prozentsatz richtig geléster Aufgaben je Typ (Durchschnitr) bei der Addition

2. Subtraktionsaufgaben:

Additionsbeginn 90 A Multiplikationsbeginn
+
gleichnamige Briiche 1o
T gleichnamige Briiche
ungleichnamige Briiche 707
60 e
T ungleichnamige Briiche
50 o
natiirliche Zahl minus Bruch T
40 ——
natiirliche Zahl minus Bruch
30 e

Bild 2: Prozentsatz richtig geloster Aufgaben je Typ" (Durchschnitt) bei der Subtraktion

61
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Bei allen unterschiedenen Aufgabentypen
sind klare Effekte des unterschiedlichen Ope-

rationsbeginns feststellbar.
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Addition und Subtraktion gleichnamiger
Briiche

Die relatuv wenigen Fehler entfallen weit

tiberwiegend auf einen Fehlertyp, nimlich bei
der Addition wie Subtraktion auf das Fehler-
muster < mit »+« statt » o « bei
der Addition (Fehlermuster A 1) und »—« (ggf.
mit Absolutbetrigen) bei der Subtraktion (Feh-
lermuster S 1), also auf ein Rechnen nach dem
Motto:
Zihler plus (minus) Zzhler durch Nenner plus
(minus) Nenner. Mehr als 10 % der Schiiler for-
mulierten sogar die entsprechenden Rechenre-
geln in dieser Form aus (!), besonders hiufig bei
der Addition. Hierbei besteht kein wesentli-
cher Unterschied in der Haufigkeit der Benut-
zung dieses Fehlermusters zwischen der Addi-
tion und Subtraktion. Deutlichen Einfluf} auf
die Hiufigkeit hat jedoch die Frage des Opera-
tionsbeginns: so begehen doppelt soviele Schii-
ler diesen Fehler bei Beginn der Bruchrechnung
mit der Multiplikation (13 % je Aufgabe) gegen-
liber einem Beginn mit der Addition.

Als Ursache fiir dieses Fehlermuster gene-
rell sowie speziell auch fiir die Haufung bei der
Abfolge »erst Multiplikation, dann Addition«,
kommen in Frage (vgl. auch 3.4):

— eine ungeniigende Bruchvorstellung: die
Zahlen im Zihler und Nenner werden als von-
einander unabhingige natiirliche Zahlen aufge-
faflt und entsprechend getrennt addiert bzw.
subtrahiert. Durch die bewufite Zerlegung der
Bruchzahl beim Operatorkonzept in zwei ver-
schiedene, weitgehend selbstindige Kompo-

) ==
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Addition und Subtraktion
ungleichnamiger Briiche

Wie schon bei den gleichnamigen Briichen
massieren sich auch hier — nur mit noch etwas
hgheren Fehlerquoten — die Fehler auf ein Feh-
lermuster, nimlich auf 4o g=F25AL
bzw. S 1). Hierbei unterliuft dieses Fehlermu-
ster Schiilern, die mit der Multiplikation den
Bruchrechenlehrgang begonnen haben, fast
doppelt so hiufig wie den iibrigen Schiilern,
nimlich der Fehler A 1 durchschnittlich 18 %
und der Fehler $1 15 % der Schiiler pro Aufga-
be. Der Beginn mit der Multiplikation erhcht
auch die Unsicherheit gegeniiber diesen Addi-
tions- und Subtraktionsaufgaben, erkennbar an
der héheren Quote von Auslassungen, und re-
duziert die Zahl der richtigen Lésungen erheb-
lich (vgl. Bild1und 2 in 3.2). Auf mégliche Ur-
sachen fiir das Fehlermuster A 1/8 1 sind wir
schon in 3.3 eingegangen. Erginzend bieten
sich noch folgende Gesichtspunkte an:

— die Verkniipfung von Gleichartigem (hier:
die jeweilige Verkniipfung der Zahlen im Zih-
ler sowie der Zahlen im Nenner) ist psycholo-
gisch naheliegend. Dieser Ansatz ist von den
Schiilern schon hiufig erfolgreich praktiziert
worden, so insbesondere auch beim schriftli-
chen Addieren und Subtrahieren im Bereich
der natiirlichen Zahlen (Einer zu Einer, Zehner
zu Zehner usw.). Ubertragen die Schiiler diesen
Ansatz auf die Briiche, so ergibt das — wie Ger-
ster/Daubert zu recht herausstellen — bei der
Addition und Subtraktion von Briichen gerade
das typische Fehlermuster A 1 bzw. § 1,

— auch unscharfe, anschauliche Bruchvorstel-
lungen konnen das Fehlermuster A 1 (eventuell
auch S 1) verursachen oder verstirken, wie das
folgende Diagramm belegt (vgl. Peck/Jencks):

nenten (Multiplikationsoperatoren, Divisions- 2 L
operatoren) konnte diese Tendenz noch ver- > >
stirkt werden, Z/ =
— eine Ubertragung des rechnerisch sehrleich. 22 =
ten und einprigsamen Multiplikationsrahmens
(oder -frame; vgl. Goffman) te g=12% 3
a) die Addition und Subtraktion, wobei dieser — 3 —
fehlerhafte Transfer bei einem Beginn der ?é é
Bruchrechnung mit der Multiplikation beson- = —=
ders naheliegt.
62
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Die starke Dominanz der Fehlerstrategie
A 1bei der Addition belegen auch die Ergebnis-
se breit angelegter Reprisentativerhebungen in
den USA, bei denen u. a. auch jeweils einige
Aufgaben zur Bruchrechnung abgetestet wur-
den (vgl. Carpenter u. a.; Post). Jeweils 20 bis
30 % der Schiiler machten hier bei der Addition
ungleichnamiger Briiche den Fehler A 1. Ahnli-
che Ergebnisse bzgl. der Hiufigkeit der Fehler-
strategie A 1 erbrachte auch eine breitere Un-
tersuchung von Hart in England sowie Unter-
suchungen von Flade in der DDR und von Ha-
semann und Lorcher in der BR Deutschland.
Die Tatsache, dal S 1 bei ungleichnamigen Brii-
chen etwas seltener vorkommt als A 1, beruht
darauf, daf} das Fehlermuster S 1 — im Gegen-
satz zum Fehlermuster A 1! — den Schiilern nur
bei bestimmten Beziehungen der Zahlen im
Zihler wie im Nenner unterliuft, wie die fol-
gende Auswahl von Aufgaben belegt:
Den Fehler S 1 machten bei

2— 118 %, bei 2—-310%undbei3—210% d¢r
Schiiler.

Das Fehlermuster S 1 unterliuft den Schii-
lern also nur, wenn sie die Zahlen im Zihler so-
wie die Zahlen im Nenner jeweils in »gleicher«
Richtung subtrahieren kénnen (wobei der Feh-
ler $1 am hiufigsten vorkommt, wenn die
Schiiler die Zahlen im Zihler wie im Nenner
»normal« von links nach rechts subtrahieren
konnen). Ist jedoch ein »gleichsinniges« Sub-
trahieren — wie im Fall 3— £— nicht méglich, so
l6sen die Schiiler den kognitiven Konflikt
(meist) durch Auslassen der Aufgabe bzw. (sel-
tener) durch Ausweichen auf eine andere Feh-
lerstrategie, nimlich etwa auf die Strategie, die
Zihler wie gewohnt zu subtrahieren und bei
den Nennern einen der beiden Nenner als Nen-
ner des Ergebnisses zu verwenden.

Neben dem dominanten Fehlermuster A 1/
S 1 spielen folgende charakreristischen Fehler
nur noch eine sehr untergeordnete Rolle (je-
weils 2 bis 3 % der Schiiler je Aufgabe) bei der
Addition bzw. Subtraktion ungleichnamiger
Briiche:
— Addition bzw. Subtraktion der urspriingli-
chen Zihler bei korrekter Bildung des Haupt-
nenners oder bei Benutzung des Nennerpro-
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dukts als gemeinsamen Nenner (Beispiel: 2 —1
—_ i.__.l . - . .
= <5 ), moglicherweise verursacht durch die
Regelkurzformulierung: »erst gleichnamig ma-
chen, dann die Zihler addieren (subtrahieren) «
— Multiplikation statt Addition.

3.5
Additon und Subtraktion im kombinierten
Fall (Bruch und natiirliche Zahl)

3.5.1 Addition im Fall »natiirliche Zahl plus
Bruch«/»Bruch plus natiirliche Zahl«

Bei diesem Aufgabentyp ist der deutliche
Kontrast zwischen dem sehr leichten Grund-
verstindnis dieser Aufgaben und threm sehr
schlechten Abschneiden (mit deutlichem Ab-
stand an letzter Stelle von allen Additionsauf-
gabentypen) auflerst frappierend (man vgl.
auch die dhnlichen Ergebnisse von Wearne/
Hiebert bzgl. der Dezimalbriiche in diesem
Heft!). Uberraschend auch der nur geringe
Vorsprung von Aufgaben des Typs »natiirliche
Zahl plus Bruch« vor Aufgaben vom Typ
»Bruch plus natiirliche Zahl«. Die Fehler —
mehr an der Zahl als im Fall der Addition von
Briichen — massieren sich auf einen Fehlertyp,

nimlichn o f=0-¢-2bzw.f o n=25"L(A2)
mit »+« fiir » o «. Zum Teil unterlauft den
Schiilern hier zusitzlich noch der aus der Addi-
tion natiirlicher Zahlen bekannte Fehler
n + 1 = n. Im Durchschnitt machen rund
20 % (!) der Schiiler je Aufgabe den Fehler A 2,
dabei die Schiiler mit Multiplikationsbeginn —
nicht iiberraschend — etwas hiufiger. Neben
A 2 sind nur noch Einbettungsfehler von Be-
deutung, also Fehler im Zusammenhang mit
der Einbettung der natiirlichen Zahlen in die
Menge der Bruchzahlen. Drei fehlerhafte Stra-
tegien sind hier zu beobachten, nimlich n =2
(am hiufigsten) oder n=1oder n=2 zu setzen,
wobei m der Nenner des nichsten Bruches in
der Aufgabe ist (die letztere falsche Einbettung
und A 2 lassen sich aufgrund der Schiilerauf-
zeichnungen nicht immer genau auseinander-
halten).

Die Schwierigkeiten der Schiiler mit die-
sem eigentlich sehr einfachen Aufgabentyp ba-
sieren nach unserer Einschitzung auf folgen-
den Ursachen:

— einer Unterschitzung dieses Aufgabentyps
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durch die Lehrer (»vollig trivial«) und ent-
sprechend eine weitgehende oder vollige Ver-
nachlissigung im Unterricht (vgl. auch Brueck-
ner und Lorcher). Infolgedessen rechnen die
Schiiler diesen Aufgabentyp sehr hiufig du-
ferst formal. Statt durch Riickgriff auf an-
schauliche Bruchvorstellungen direke 3 + 1 =
3 %zu rechnen, wird vielfach duflerst umstind-

lich
—_ | — =11
R L TSWRTErY

gerechnet mit diversen Fehlerméglichkeiten
bei der Einbettung, dem Erweitern sowie dem
Einrichten,

— einer fehlerhaften Ubertragung des eingin-
gigen Multiplikationsrahmens n o g = 2
auf den Bereich der Addition (A 2),

— einer nicht hinreichend griindlichen und an-
schaulichen Behandlung der Einbettung der
natiirlichen Zahlen in die Menge der Bruchzah-
len.

3.5.2 Subtraktion im Fall »natiirliche Zahl
minus Bruch«

Die Beobachtungen in diesem Fall decken

sich weitgehend mit den entsprechenden Be-
funden beziiglich der Addition (3.5.1) mit fol-
genden beiden kleineren Abweichungen:
= die Quote richtig geldster Aufgaben liegt er-
wartungsgemif noch niedriger als im additiven
Fall (wir finden hier die schwichsten Ergebnis-
se beziiglich der Addition und Subtraktion ins-
gesamt), obwohl auch hier simdiche Aufgaben
(Beispiele: 1 —£,5— 1) rein aufgrund von an-
schaulichen Bruchvorstellungen ohne jeden
formalen Kalkiil gelst werden konnten. Diese
Daten belegen klar deutliche Defizite in den an-
schaulichen Bruchvorstellungen (s. u.!) sowie
méglicherweise eine mangelnde Flexibilitit der
Schiiler (stattdessen herrscht ein stures Abar-
beiten simtlicher Aufgaben nach starren Sche-
mata vor),
— emne besonders grofle Unsicherheit der
Schiiler, erkennbar an der hchsten Quote von
Auslassungen beziiglich der gesamten Addi-
tion und Subtraktion.

Die starken Defizite in den anschaulichen
Bruchvorstellungen belegt auch klar die folgen-
de Aufgabe:

»Von einer Tafel Schokolade wurden 7 Stiicke
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gegessen (siche Zeichnung). Welcher Bruchteil
bleibt noch iibrig?« . .

7

AN

DN

MR

Kannst du die obige Aufgabe auch rechne-
risch15sen? Wie lautet die Rechenaufgabe? . . .«

Nur die Hilfte der Schiiler gibt den Bruch-
teil richtig an, einige weitere Fehler lassen sich
méglicherweise durch Fliichtigkeit und Mifk-
verstindnisse erkliren (Angabe des anderen
Bruchreils, Angabe der Kistchenzahl), jedoch
weit iiber ein Drittel der Schiiler gibt den
Bruchteil vollig falsch an bzw. gibt keine Ant-
wort, und dies trotz einer Position dieser Auf-
gabe fast ganz zu Beginn des Tests. Das Auffin-
den der zugehorigen Rechenaufgaben bereitet
den Schiilern grofle Schwierigkeiten: rund die
Hilfte der Schiiler lifit diese Teilaufgabe ganz
aus und nur gut ein Viertel 16st sie véllig richtig
(wihrend weitere 11 % diese Aufgabe als Sub-
traktionsaufgabe mit Kistchen im Bereich der
natiirlichen Zahlen formulieren).

Wegen der zusitzlichen leichten Losungs-
strategle (Abzihlen, Bruchteilauffassung) fin-
den wir bei dieser zeichnerischen Aufgaben-
stellung (etwas) mehr richtige Losungen als bei
der — an einer anderen Stelle des Tests stehen-
den — Rechenaufgabe 1 — % .

Als Fehlermuster finden wir auch hier sehr
dominant den Rahmen n o g="3-2(S2) mit
»—« statt » o « (und ggf. Absolutbetrigen) so-
wie die typischen Einbetrungsfehler n = 8 und
n=21 (vg. 3.5.1).

Im Durchschnitt je Aufgabe stolpert jeder
5. Schiiler hieriiber, iiberwiegend iiber das Feh-
lermuster § 2.

Ursachen fiir diese massiven Schwierigkei-
ten der Schiiler diirfren auch hier die schon in
3.5.1 genannten Gesichtspunkte sein.

3.6
Einige Folgerungen

Eine gezielte und effektive Bekimpfung
der Schiilerfehler bei der Addition und Sub-
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traktion ist aufgrund der Massierung auf nur
wenige verschiedene Fehlermuster gut mog-
lich. Insbesondere sollten hierbei die folgenden
Gesichtspunkte beriicksichtigt werden:

— Schreibt man die Briiche anfangs entspre-
chend unserer Sprechweise (also z. B. 2 Drittel,
3 Fiinftel), so ist bei der Addition und Subtrak-
tion insbesondere gleichnamiger Briiche die
starke Analogie zu dem — den Schiilern sehr
vertrauten — Rechnen mit natiirlichen Zahlen
und Groflen sehr hilfreich (vgl. auch Payne).
Diese Betonung des quasikardinalen Aspekts
durch Schreibweisen wie 2 Fiinftel + 1 Fiinftel
= 3 Fiinftel (analog bei der Subtraktion) zu Be-
ginn der Behandlung im Unterricht miifite hel-
fen, ein hohes Widerstandsniveau bei den
Schiifern gegen den charakteristischen Fehler
A 1/8 1 aufzubauen, wie auch eine gute Merk-
hilfe fiir die entsprechende Additions- bzw.
Subtraktionsrege! darstellen.

— Die Rechnungen bei § + § und 2 - §
sollten gezielt miteinander verglichen und ge-
geneinander abgesetzt werden, um so eine feh-
lerhafte Ubertragung des sehr einprigsamen
und rechentechnisch viel leichteren Multiplika-
tionsrahmens auf die Addition
und Subtraktion mit dem hieraus resulteren-
den Fehlermuster A 1/S 1 méglichst zu verhin-
dern und um so eine méglichst umfassende Im-
mumtit gegen die IN-Verfiihrer im Sinne
Streeflands (vgl. den Beitrag von Streefland in
diesem Heft) aufzubauen.

4

— DieFillen+ g'ﬁ + n, die von vielen Lehrern
offenkundig in ihrem Schwierigkeitsgrad vollig
unterschitzt werden, sollten bewufit beriick-
sichtigt werden, um so unerwartet grofle
Schwierigkeiten der Schiiler an dieser Stelle zu
vermeiden.

— Unter inhaltlichen Gesichtspunkten leichte
Aufgaben — wie z. B. die gerade erwihnten
Fille — sollten auf der Grundlage anschauli-
cher Grundvorstellungen iiber die Briiche und
auf keinen Fall formal anhand eines Kalkiils
gelést werden, um so die Schiiler zu mehr
Flexibilitit und zur Vermeidung der sturen Be-
nutzung starrer Schemata und Kalkiile zu er-
ziehen.

— Die Einbettung der natirlichen Zahlen in
die Bruchzahlen sollte sorgfiltig und anschau-
lich behandelt und eingeiibt werden, um die in
vielen Bereichen der Bruchrechnung von uns
beobachteten fehlerhaften Einbettungsstrate-
gien zu vermeiden.

— Die Rechnungen indenFillenn+ gundn-#
sollten — wie schon im Fall »Bruch plus Bruch«
— bewuflt kontrastiert werden, um so bei den
Schiilern Abwehrmechanismen gegen das
hiufig benutzte Fehlermuster n o ¢ = 842
(A 2/S 2) aufzubauen.

— Aufgrund unserer Befunde ist ein Beginn
des Bruchrechenlehrgangs mit der Addition
wesentlich weniger fehlertrachuig als ein Ein-
stieg mit der Multiplikation und von daher un-
bedingt zu empfehlen.

Schiilerschwierigkeiten bei der Multiplikation

4.1
Abfolge im Schwierigkeitsgrad

Im Bereich der Multiplikation haben wir
aufgrund unserer Voruntersuchungen vier Auf-
gabentypen unterschieden (vgl. Bild 3). Drei
Stufen im Schwierigkeitsgrad sind deutlich zu
erkennen;

Bild 3: Prozentsatz richtig geloster Aufgaben je
Typ (Durchschnitt) bei der Multiplikation
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A

-
80 e

- Bruch mal Bruch (ungleichnamig)
70 ————

—— Bruch mal Bruch (gleichnamig)

80— Bruch mal natiirliche Zahl

(natiirliche Zahl mal Bruch}

50
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Hierbei ist auf den ersten Blick sicher die
Unterteilung nach gleichnamigen und un-
gleichnamigen Briichen im Bereich der Mulu-
plikation ungewohnt und iiberraschend. Ab-
weichend von den Verhiltnissen bei der Addi-
tion, Subtraktion und z. T. auch der Division ist
nimlich der Sonderfall der Multiplikation
gleichnamiger Briiche keineswegs vorstel-
lungsmiflig leichter, daher sind hier bei ober-
flichlicher Betrachtungsweise auch keine ande-
ren Richtigkeitsquoten als im allgemeinen Fall
zu erwarten. Der deutliche Abfall ergibt sich je-
doch durch zwei charakteristische Fehlerstra-
tegien, die speziell bei gleichnamigen Briichen
besonders naheliegen und daher dort gehiuft
auftreten (vgl. 4.2). Die Kombination von
Bruch und natiirlicher Zahl bereitet auch hier —
wie schon bei der Addition und Subtraktion —
den Schiilern die meisten Schwierigkeiten, und

dies — iiberraschenderweise! —unabhingig von
der Reihenfolge.

4.2
Multiplikation gleichnamiger Briiche

Bei der Muluiplikation gleichnamiger Brii-
che ist ein Haupdfehlertyp klar zu identifizie-
ren, der in praktisch allen untersuchten Klassen
gehduft auftritt und auf den sich iiber die Hilfte
aller Schiilerfehler massiert. Viele Schiiler
tibertragen den von der Addition und Subtrak-
tion gleichnamiger Briiche her vertrauten Rah-
men oder »frame«filschlich auf die Multiplika-
tion gleichnamiger Briiche und rechnen bei-
spielsweise fehlerhaft 2- 2= 353 = L by, 4ll-
gemein - f=21< (M1). Dieser Fehler unter-
lauft 17 % der Schiiler, also jedem 6. Schiiler,
mindestens einmal. Meist handelt es sich hier-
bei um einen Fliichtigkeitsfehler, der dann be-
sonders gehiuft auftritt, wenn vorher Addi-
tions- oder Subtraktionsaufgaben zu lésen
sind, und wenn die betreffende Aufgabe ziem-
lich am Ende des Tests steht und daher die Auf-
merksamkeit schon etwas reduziert ist. Nur
4 % der Schiiler machen diesen Fehler systema-
tisch in beiden Aufgaben. Eine theoretisch
denkbare stirkere Hiufung dieses Fehlers bei
den Schiilern, die die Bruchrechnung mit der
Addition begonnen haben und daher diesen
Additionsrahmen besonders gut verinnerlicht
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haben, wird durch unsere Untersuchung nicht
bestatigt.

Einen weiteren Fehlertyp, der bei der Mul-
tiplikation gleichnamiger Briiche hiufiger auf-
tritt, illustriert die folgende Rechnung: 2 - 2 =
12 | also allgemein g f=f=f M2). Die Tar-
sache, dafl der entsprechende Fehler auch im
Sonderfall gleicher Zihler auftritt (vgl. 4.3), be-
legt, daf} hier vermutlich eine Verwechslung
von b? und 2b die Ursache ist. Diese Schiiler
rechnen also stattb - b= b2 filschlichb - b=2b.
Eigenartigerweise tritt dieser Fehler be1 7 - 7
(Primzahl) deutlich hiufiger auf als bei 8 - 8 (zu-
sammengesetzte Zahl). 8 % der Schiiler bege-
hen diesen Fehler mindestens einmal, aller-
dings fast immer nur aus Gedankenlosigkeit
und fast nie systematisch.

Diese beiden fehlerhaften Schiilerstrate-
gien, die bei der Multiplikation gleichnamiger
Briiche besonders naheliegen und daher sehr
viel hiufiger benutzt werden als im allgemeinen
Fall (vgl. 4.3) bewirken hier die hohere Fehler-
quote.

Daneben dividieren einige wenige Schiiler
statt zu multiplizieren. Dies geschieht nur sel-
ten aus Fliichtigkeit, sondern in diesen wenigen
Fillen fast immer systematisch (2 % der Schii-

ler).

4.3
Multiplikation ungleichnamiger Briiche

Die Multiplikation ungleichnamiger Brii-
che bereitet den Schiilern von allen Aufgaben-
typen der Multplikation am wenigsten
Schwierigkeiten, sie fillt ihnen leichter als die
entsprechenden Additions-, Subtraktions- und
Duvisionsaufgaben. Dies beruht nicht auf ei-
nem besonders griindlichen, inhaltlichen Ver-
stindnis der Multiplikation (vgl. 4.5 und 4.6!),
sondern darauf, daf} die Multiplikationsregel
memotechnisch besonders einfach und ein-
prigsam ist und die Multiplikation deshalb sehr
leicht rein mechanisch ohne jegliches Verstind-
nis kalkiilmafig richtig durchgefiihrt werden
kann. Das »Zuschlagen« der IN-Verfithrer im
Sinne Streeflands ist hier iuflerlich nicht er-
kennbar, da es in diesem Fall zu rechnerisch
richtigen Ergebnissen fithrt. Eine frithzeitige
Gewdhnung an diese IN-Falle bzw, an diesen
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Muluplikationsrahmen durch einen Beginn der
Bruchrechnung mit der Multiplikation — und
damit verbunden mangelnde Resistenz hierge-
gen — erhoht, wie wir im 3. Abschnitt gesehen
haben, stark die Fehlerquoten im Bereich der
Addition und Subtraktion.

Der Hauptfehlertyp M 1 bei der Muluipli-
kation gleichnamiger Briiche spielt hier — we-
gen des hoheren Schwierigkeitsgrades durch
das erforderliche Erweitern auf einen Haupt-
nenner nicht iiberraschend — eine deutlich ge-
nngere Rolle. Die (wenigen) Schiiler, denen er
unterliuft, machen ihn meist systematisch (3 %
der Schiiler). Bei »giinstigen« Nennern (Bei-
spiel 2 - %) erhch sich allerdings die Fehler-
quote spiirbar. 4 % der Schiiler — und damit
mehr als im Sonderfall gleichnamiger Briiche —
d}vidieren systematisch statt zu muluplizieren,
ein Fehler, der auch schon bei der umfangrei-
chen amerikanischen Untersuchung von
Brueckner vor fast 60 Jahren der wichtigste
Verstindnisfehler bei der Multiplikation von
Briichen war und der auch nach den Untersu-
chungen von Flade fiir die DDR und von Lor-
cher eine wichtige Rolle spielt. Der in diesen
Untersuchungen ebenfalls genannte Fehler der
Invertierung des Multiplikators mit anschlie-
f‘eflder Muluplikation (also: - §= b -¢) spielt
bet unseren Untersuchungen keine Rolle.

Vergleichbar hiufig wie im Fall gleichnami-
ger Briiche tritt auch hier speziell bei den Auf-
gaben mit gleichen Zihlern (-1 ;2- &) derzu
M 2 analoge Fehler auf, der vermutlich auf ei-
ner nur ungeniigenden Unterscheidung (Dis-
krimination) von a? und 2a beruht.

4.4
Natiirliche Zah! mal Bruch / Bruch mal
natiirliche Zahl

Die Schiilerleistungen sind in diesem Son-
derfall die schwichsten von allen untersuchten
Multiplikationsfillen. Dies steht zumindest
'be1m Aufgabentyp natiirliche Zah! mal Bruch
im eklatanten Widerspruch zu dem vom be-
grlfﬂi.Chen Aufwand her wesentlich geringeren
Schwierigkeitsgrad dieses Aufgabentyps ver-
glichen mit dem allgemeinen Fall (Bruch mal
Bruch); denn hier wird bei der Multiplikation
nur die schon fiir den Bruchzahlbegriff grund-
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legende Vorstellung des Vervielfachens von
Bruchteilen benotigt. Unsere Untersuchung
belegt jedoch, da dieser Sonderfall (Kombina-
tion von natiirlicher Zahl und Bruch) generell
bei allen vier Rechenoperationen fehlertrichti-
ger ist als der Standardfall (Bruch kombiniert
mit Bruch).

Ursache hierfiir ist generell eine gewisse
Unsicherheit und Hilflosigkeit der Schiiler in
diesen Fillen, kombiniert mit typischen Aus-
weichreaktionen. Dies ist am deutlichsten und
hiufigsten im Bereich der Multiplikation zu be-
obachten, wo rund 2 Drittel aller Schiilerfehler
auf ein dominantes Fehlermuster entfallen, und
dies durchgingig in praktisch allen Klassen. So
begeht jeder vierte(!) Schiiler systematisch den
Fehler: n- g =8-"¢bzw. - n=§02 (M3), er-
weitert also formal statt zu multiplizieren.
Hierbei besteht zwischen den beiden — vonden
zugrundeliegenden inhaltlichen Vorstellungen
her uflerst verschiedenen — Fallen (Bruch mal
natiirliche Zahl bzw. natiirliche Zahl mal
Bruch) kein Unterschied in den Richugkeits-
quoten. Dies ist auf den ersten Blick iiberra-
schend und bedeutet, dafl die Schiiler in diesem
Stadium weithin rein formal durch Riickgriff
auf die Regeln — und nicht durch Riickgriff auf
anschauliche Grundvorstellungen — diese Auf-
gaben l6sen.

Fin besonders deutliches Indiz hierfiir ist
die Tatsache, dafl die unter semantischen Ge-
sichtspunkten extrem leichte Aufgabe 4- Lnicht
hiufiger richtig gelést wird als die Aufgabe
# - 5! Dies ist nicht durch »Einstelleffekte« im
Sinne Luchins zu erkliren; denn die Aufgabe
4 - 1 steht ganz zu Beginn eines entsprechen-
den Aufgabenblocks (nach einer Aufgabe vom
Typ Bruch mal Bruch). Diese Beobachtung be-
lege, daf fiir die richtige Losung dieses Aufga-
bentyps nicht die semantische Ebene, sondern
rein die syntaktische Ebene — auf der offen-
sichtlich kein Unterschied zwischen beiden
Aufgabentypen besteht — entscheidend ist. Zur
Ursachenerklirung fiir das dominante Fehler-
muster M 3 bietet sich folgendes Biindel von
sich iiberlagernden und gegenseitig verstirken-
den Faktoren an: Schwierigkeiten der Schiiler
mit der Einbettung der natiirlichen Zahlen in
den Bereich der Bruchzahlen (hiufiger Fehler:
n = 1), mangelnde Diskrimination der Regel
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des Erweiterns und des Multiplizierens sowie
eine Ubergeneralisierung der vertrauten Multi-
plikationsregel »Zzhler mal Zihler durch Nen-
ner mal Nenner« auch auf diesen Sonderfall:
»Notgedrungen« — da nichts anderes zur Ver-
figung steht — multipliziert man in moglichst
starker Anlehnung an diese Regel den Zihler
und den Nenner mit der gegebenen natiirlichen
Zahl. Schiiler, die die Bruchrechnung mit der
Addition begonnen haben, begehen den Fehler
M 3 etwas hiufiger. Die stirkere Einprigung
des Erweiterns bei diesen Schiilern wegen ihrer
hiufigen Benutzung zu Beginn kann hierfiir
ebenso die Ursache sein wie insbesondere eine
stirkere Betonung dieser Aufgabe als Grund-
aufgabe bei den Schiilern, die mit der Multipli-
kation begonnen und die diesen Teil der Bru-
chrechnung — dies trifft fiir den grofiten Teil zu
— dann mit Operatoren behandelt haben.

Neben dem extrem stark vorherrschenden
Fehlermuster M 3 spielt nur noch ein weiterer
Fehler eine Rolle, nimlich die Invertierung ei-
nes der beiden Faktoren (meist wird unabhin-
gig von ihrer Position die naturliche Zahl ge-
nommen) mit anschliefender Multiplikation,
also im Sonderfall der Invertierung des 2. Fak-
tors die Division. Etwa 4 % der Schiiler bege-
hen diesen Fehler systematisch.

4.5
Regelformulierung und Begriindung

Die sehr leicht zu merkende Multiplika-
tionsregel fiir den allgemeinen Fall wird vonal-
len vier Rechenregeln mit deutlichem Abstand
am haufigsten richtig formuliert, und zwar von
gut der Hilfte der Schiiler. Zwei Beobachtun-
gen sind in diesem Zusammenhang allerdings
bemerkenswert: 1. Wesentlich mehr Schiiler
wenden die Regel effektiv richtig an als sie
hier explizit formulieren kdnnen oder wollen.
2. Die beiden wichtigsten Fehlerstrategien,
nimlich M 1 und die irrtiimliche Division, wer-
den hiufiger auch explizit als Regel ausformu-
liert — M 1 sogar von 5 % der Schiiler —, ein
weiteres Beleg dafiir, wie stark diese Schiiler die
entsprechenden fehlerhaften Strategien schon
verinnerlicht haben.

In den untersuchten Klassen legten die be-
treffenden Lehrer zurecht grofien Wert auf eine
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sorgfiltige Ableitung der Muluplikationsregel.
Durch die folgende Aufgabe sollte das — rund
ein halbes Jahr spiter — noch vorhandene Wis-
sen uber die Begriindung der Multiplikations-
regel getestet werden: »Einer deiner Mitschi-
ler war krank, als in der Schule die Muluplika-
tion von Bruchzahlen behandelt wurde. Nenne
ihm die Multiplikationsregel. Zu Recht fragt
dein Mitschiler: »Warum mulupliziert man
Bruchzahlen gerade auf diese Art?« Begriinde
dies am Beispiel £ - £ .« [Als Hilfe war auf dem
Testbogen im Anschluff an die Aufgabe ein Ka-
romuster — wie in Rechenheften iiblich — auf-
getragen worden.] Selbst eine derartige kon-
krete, beispielgebundene Begriindung der Mul-
tiplikationsregel schaffte, unabhingig von den
benutzten Ableitungswegen (liber Gleichungs-
ketten, Anwendungen von Operatoren auf
Groflen, Verkettungen von Operatoren oder
Flicheninhalten), kein einziger der untersuch-
ten Schiiler. Obwohl uns bewufit war, daf diese
Aufgabe recht komplex ist, iiberraschte uns
dennoch dieses derartig eindeutige Ergebnis.

4.6
Uber Probleme ber der rechnerischen
Umsetzung von »von«-Situationen

Bei den anwendungsbezogenen Fragestel-
lungen, bei denen wir die Muluplikation von
Bruchzahlen zur Lésung bendtigen, spielen
»von«-Situationen die entscheidende Rolle.
Die folgende Aufgabe zeigt deutliche Probleme
der Schiiler bei der rechnerischen Umsetzung
konkreter »von«-Situationen in die entspre-
chenden Multiplikationsaufgaben auf.
Aufgabe: »Schraffiere zunichst die Hilfte des
Rechtecks. Firbe anschlieflend ein Viertel des
schraffierten Teils schwarz. Welchen Brucheil
des ganzen Rechtecks hast du schwarz ge-
farbe? . . . Lose die Aufgabe auch rein rechne-
risch (ohne Zeichnung)! Welche Rechenopera-
tion mufit du benutzen? [. . .]. Wie lautet die
Rechenaufgabe?«
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Ergebnisse:

(1) Zeichnung richtig: 72 % (Der Hauptfehler:
statt 1 des schraffierten Teils wurde hiufi-
ger 1 der Gesamtfliche gewihlt.)

(2) Zahlenangabe nchug: 52 %

(3) Richtige Angabe der Rechenaufgabe 1 - 1
(oder dhnlich): 1 % der Schuler.

Neben den Defiziten in den anschaulichen
Bruchvorstellungen — dokumentiert durch den
deutlichen Abfall von (1) nach (2), aber auch
durch andere Aufgaben des Tests — tiberrascht
vor allem die sehr geringe Anzahl von Schii-
lern, die erkennen, daf? die vorstehende Aufga-
be rechnerisch durch eine Multiplikation zu 16-
sen ist. Dieses Ergebnis deckt sich mit neueren
Betunden von Payne, wonach — entgegen sei-
nen ersten Erwartungen — viele Schiiler
Schwierigkeiten hatten, Bruchteilbildung und
Muluplikation in Beziehung zu setzen. Wir
konnen also nicht erwarten, daf8 Schiiler ohne
Vorarbeiten spontan »von«-Situationen durch
eine Multiplikation l6sen, zumal hier deutliche
Unterschiede zwischen den vertrauten natiirli-
chen Zahlen und den Bruchzahlen zu beobach-
ten sind (2 von 3; £ von 12). Entsprechende
Vorarbeiten sind also unbedingt erforderlich.
Ein wichtiger Gesichtspunkt ist in diesem Zu-
sammenhang der benutzte Weg zur Ableitung
der Multiplikationsregel. Hierbei fiel auf, daft
in keiner der untersuchten Klassen die Mulu-
plikation explizit iiber einen entsprechenden
»von«-Ansatz eingefiihrt wurde. Bei den be-
nutzten Ableitungswegen iiber Gleichungsket-
ten und Flicheninhalt ist eine direkte Verbin-
dung zum »von«-Ansatz offenkundig nicht
vorhanden, aber auch bei den beiden Operator-
ableitungswegen (Operatorverkettung, An-
wendung von Operatoren auf Gréflen) kommt
qffenbar die von-Auffassung der Multiplika-
tion infolge der vielfach rigiden Formalisierun-
gen — entgegen den urspriinglichen Intentio-
nen! — nicht mehr zum Tragen. Daher ist eine
stirkere Betonung der »von«-Auffassung bei
qer Behandlung der Multiplikation erforder-
lich, und zwar in umgangssprachlicher For-
mulierung und nicht in der formalisierten
()_peratorsymbolik. Dagegen ist der andere
Einsatzbereich der Multiplikation von Bruch-
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zahlen, nimlich die Berechnung von Flichen-
inhalten, nicht mit entsprechenden Problemen
befrachtet, da hier ein Transfer vom Bereich
der natiirlichen Zahlen her moglich und sinn-
voll ist.

4.7
Einige Folgerungen

Eine gezielte Bekimpfung der Schiilerfeh-
ler bei der Multiplikation ist wegen ihrer star-
ken Massierung auf nur wenige Typen sicher
erfolgversprechend. Insbesondere empfehlen
sich folgende konkreten Mafinahmen (vgl.
auch 6):

— ein bewufites Kontrastieren von Aufgaben
zur Addition und Multiplikation gleichnamiger
Briiche, um so den falschen Transfer M 1 zu ver-
hindern bzw. wieder abzubauen,

— ein gezieltes Gegeniiberstellen von Multiphi-
kations- und Divisionsaufgaben, da hier von
beiden Seiten her systematisch Regelverwechs-
lungen erfolgen,

— eine Betonung des quasikardinalen Aspekts
im Fall »natiirliche Zahl mal Bruch« und damit
ein Riickgriff auf die vertrauten — und hier hilf-
reichen! — Analogien zum Bereich der natiirli-
chen Zahlen, um so den Fehler M 3 zu reduzie-
ren, ebenso wie durch ein bewufltes Gegen-
iiberstellen von Aufgaben zum Erweitern und
Multiplizieren,

— eine griindliche und anschauliche Einiibung
der Einbettung der natiirlichen Zahlen in die
Bruchzahlen; bei der Multiplikation von
Bruchzahlen sollte abschlieBend nur eine Regel
formuliert werden mit expliziter Erwihnung
der Einbettung n = %,

— eine Betonung der »von«-Auffassung der
Multiplikation in umgangssprachlicher — und
nicht in formalisierter — Fassung.
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5

Schiilerschwienigkeiten bei der Division

5.1
Abfolge tm Schwierigkeitsgrad

Bei der Division haben wir in unserer Un-
tersuchung 5 Aufgabentypen unterschieden
(vgl. Bild 4). Wir erhielten folgende Abfolge im
Schwierigkeitsgrad:?

-

70 =1—

=4

——Bruch durch Bruch (ungleichnamig)
60—+ Bruch durch Bruch

4+ (gleschnamig, spezieller Zihler)

50

—— natiirliche Zahl durch natiirliche Zahl
40 ——__ Bruch durch natiirliche Zahl
4+ natiirtiche Zahl! durch Bruch

30 -

Bild 4: Prozentsatz richtig gel&ster Aufgaben je
Typ bei der Division

Zwei Schwierigkeitsstufen sind deutlich er-
kennbar: einmal der Fall Bruch durch Bruch,
sodann auf deutlich niedrigerem Niveau — und
zwar krasser als bei der Multiplikation! — der
Fall bei dem Briiche und natiirliche Zahlen
kombiniert bzw. natiirliche Zahlen allein vor-
kommen.

52
Bruch durch Bruch

Bei der Division gleichnamiger Briiche be-
nutzen die Schiiler sehr hiufig den schon bei
den entsprechenden Multiplikationsaufgaben
beobachteten Additions-/Subtraktionsrahmen
und rechnen z. B. fehlerhaft 5= 3 = &
O 1).

Im Unterschied zur Multiplikation kann
hier dieser Fehler jedoch nur in Sonderfillen
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auftreten, falls nimlich speziell der zweite Zih-
ler ein Teiler des ersten Zihlers ist. In diesem
Fall unterlauft fast jedem 5. Schiiler quer durch
beinahe alle Klassen dieser Fehler mindestens
einmal, jedoch passiert dies nur 4 % der Schiiler
systematisch bei beiden Aufgaben.

Die urspriingliche Erwartung, dafl die
Schiiler diese unter dem Gesichtspunkt des
Messens extrem leichten Aufgaben wie 2 : 2
durch Riickgnff auf diese anschauliche Grund-
vorstellung rein intuitiv — ohne formale Rech-
nungen — hochprozentig richtig 16sen wiirden,
hat sich also nicht erfiillt. Ein theoretisch denk-
barer, verstirkter fehlerhafter Transfer in Rich-
tung D 1 bei Beginn der Bruchrechnung mit der
Addition ist auch hier — wie schon bei der Mul-
tiplikation — nicht festzustellen.

Der Abstand der Richtigkeitsquote zwi-
schen diesem Sonderfall und dem allgemei-
nen Divisionsfall ist nur relativ gering, da die
hohe Fehlerquote beziiglich D 1 im Sonderfall
gleichnamiger Nenner weitgehend wieder
wettgemacht wird durch die besonders einfa-
che Rechnung in diesem Fall.

Mit Ausnahme des Fehlers D 1, der im all-
gemeinen Fall nicht zu erwarten ist, gibt es kei-
nen Unterschied im Fehlerprofil und in der
Fehlerhiufigkeit zwischen dem allgemeinen
Fallund dem Spezialfall gleichnamiger Nenner.
So spielt in beiden Fillen von den drei nahelie-
genden fehlerhaften Varianten der Divisionsre-
gel (j) Multiplikation, Kehrwert des 1. Bru-
ches, Kehrwert beider Briiche und Multiplika-
tion) nur die Multiplikation eine gréfiere — mit
der irrtiimlichen Division bei der Multiplika-
tion vergleichbare — Rolle. (3 % der Schiiler be-
gehen diesen Fehler systematisch, allerdings
massiert in nur einigen Klassen, wihrend die
beiden Kehrwertfehler deutlich seltener vor-

kommen.)
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5.3
Bruch durch natiirliche Zahl / natiirliche
Zahl durch Bruch

Auch bei der Division ist der kombinierte
Fall (Bruch und natiirliche Zahl) — in Uberein-
summung mit theoretischen Analysen und
praktischen Befunden von Klauer — fiir die
Schiiler deutlich fehlertrichtiger und — wie die
gehduften Auslassungen erkennen lassen —
schwerer als der Fall »Bruch durch Bruch«,
Trotz deutlicher Unterschiede unter inhaltli-
chen Gesichtspunkten liegt die Fehlerquote in
den beiden Fillen »Bruch durch natiirliche
Zahl« und »natiirliche Zahl durch Bruch«
gleich hoch. Entscheidend ist auch hier offen-
bar wiederum die syntaktische Ebene; denn
hier sind die beiden Fille gleich schwer. Wah-
rend namlich im Fall »Bruch durch natiirliche
Zahl« sich an die schwierigen Inversenbildung
der natiirlichen Zahl nur noch die Anwendung
der leichten Multiplikationsregel anschliefit,
mufl im Fall »natiirliche Zahl durch Bruch«
nach der leichteren — da viel ofter geiibten! —
Inversenbildung des Bruches anschliefend die
deutlich schwierigere Aufgabe der Multiplika-
tion eines Bruchs mit einer natiirlichen Zahl ge-
[6st werden (vgl. 4.4).

Zwei charakteristische Hauptfehlerstrate-
gien sind im Fall »Bruch durch natiirliche
Zahl« zu beobachten: so multiplizieren 10 %al-
ler Schiiler quer durch praktisch alle Klassen
systematisch bei diesem Aufgabentyp statt zu
dividieren, vermutlich durch Probleme bei der
Kehrwertbildung natiirlicher Zahlen (»geht
nicht«) bedingt®), wihrend zusitzlich 6 % sy-
stematisch rechnen ¢ : n = -0 (»erweitern«),
vermutlich — wie auch in 4.4 — als Folge von
Schwierigkeiten mit der Einbettung der natiir-
lichen Zahlen in die Menge der Bruchzahlen
(n=121, Daneben ist die Bildung des Kehrwer-
tes des 1. Bruches mit anschlieflender Multipli-
kation als Fehler nur von untergeordneter Be-
deutung (2 % der Schiiler, praktisch immer sy-
stematisch).

Bei speziellen Zahlen kann man auch hiufi-
ger »Polgeschiden« der gesonderten Regelfor-
mulierung fiir den Aufgabentyp »Bruch durch
natiirliche Zahl« beobachten, wie es die beiden
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Fehlerbelsplele 2:9=233=dsowief5: 2=
T = deuthch belegen.

Im Fall » Natiirliche Zahl durch Bruch«
sind folgende charaktenstische Fehlerstrate-
gien (nach der Hiufigkeit angeordnet) zu beob-
achten:

— ein fehlerhatter Transfer von der Multiplika-
tion (Beispiel: 2 : 4=4-4-2 =1) bzw. die impli-
zite Benutzung einer Art Kommurtauvgesetz
~ Einbettungsprobleme (n = 8 ) mit entspre-
chenden Fehlerstrategien (»Erweitern«)

— Muluplikation (ohne Kehrwertbildung)

— Kehrwertfehler

Die erstmals groflere Anzahl] verschiede-
ner, hiufiger vorkommender Fehlertypen bei
diesem Fall fillt auf. Eine Verbreiterung der
UntersuchungsbaSis bei diesem Aufgabentyp
ist allerdmgs wiinschenswert, da wir hierzu
nur zwei besonders einfache Aufgaben, nim-
lich2: % und 1: % , bet unserer Untersuchung
zugrundelegen konnten. Obwohl beide Aufga-
ben sehr einfach ohne formale Rechnungen im
Sinne des Messens losbar sind, wurde dieser
Weg von den Schiilern hier offenbar nur selten
beschritten (vgl. auch 5.6).

54
Nattirliche Zahl durch natiirliche Zahl

Die hier untersuchten Aufgaben wie z. B.
4 : 5 beziehen sich auf eine der beiden Grund-
vorstellungen iiber Briiche, nimlich auf die
Vorstellung von Briichen als Teil mehrerer
Ganzer (vgl. Padberg 1978). Die Ergebnisse of-
fenbaren starke Defizite der Schiiler hinsicht-
lich dieser Grundvorstellung. Trotz der Wahl
der Nenner 5 in den Aufgaben und der damit
verbundenen leichten Ausweichmaoglichkeit
auf Dezimalbriiche 16sen im Durchschnitt nur
41 % der Schiiler die entsprechenden Aufgaben
richtig (und zwar 25 % mit Bruch- und 16 % mit
Dezimalbruchnotation). An der sehr hohen
Quote von Auslassungen — der hochsten iiber-
haupt bei allen Rechenoperationen — wird die
grofle Unsicherheit der Schiiler beziiglich die-
ser Aufgaben sichtbar. Die (schwachen) Befun-
de decken sich im iibrigen mit Ergebnissen ei-
ner breiten empirischen Untersuchung von
Hart in England, wo in der vergleichbaren
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Alrersgruppe nur 30-35 % der Schiiler die Auf-
gaben 3 : 5 richug 16sen konnten.

Einige Schiiler weichen in unserer Unter-
suchung von der fiir sie unldsbaren Aufgabe
wie z. B. 4 : 5 systematisch auf die fiir sie |6sba-
re »umgekehrte« Aufgabe 5 : 4 aus. Andere (je-
weils rund 2 %) straucheln bei der Einbettung
der natiirlichen Zahlen in die Bruchzahlen und
rechnen systematischz, B. 2:5=4:2=2-2
(n =1,

Die Hinzufiigung einer Grofleneinheit bei
der 1. Zahl, also z. B. durch Ubergang von 2 : 5
zu 2 m : 5, reduziert deutlich die Zahl der Aus-
lassungen und erhsht die Richtigkeitsquote im
Durchschnitt um gut 10 %, vor allem durch den
zusitzlichen, leichteren Rechenweg im Bereich
der nariirlichen Zahlen durch Ubergang zu
kleineren Mafleinheiten (Beispiel: 2 m : 5 =
200 cm : 5 = 40 cm).

5.5
Regelformulierung und Begriindung

Die Beobachtungen decken sich weitge-
hend mit den Ausfiihrungen zur Multiplika-
tion. Die Regel wird wegen ihres grofleren
Schwierigkeitsgrades allerdings seltener richtig
formuliert, eine (auch nur annihernd richtige)
beispielgebundene Begriindung der Divisions-
regel schafft auch hier kein Schiiler.

5.6
Praktische Anwendung der Division von
Briichen

Die Division von Briichen bzw. die Divi-
sion durch Briiche spielt bei praktischen An-
wendungen in zwei Ausprigungen eine Rolle,
ndmlich als Messen bzw. Teilen. In diesem Zu-
sammenhang enthielt unser Test je eine Aufga-

Aufgabe 1 (Messen):
»Ein Brett ist 2 m lang, Wieviele Stiicke von

jeweils 2 m Linge kannst du hiervon ab-
sdgen?«

Ta
wI..

3

'

wlw
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Wesentlich mehr Schiiler, nimlich 77 %, 16-
sten diese Aufgabe richtig als die entsprechende
reine Rechenaufgabe 2 : 4, die an einer anderen
Stelle unseres Tests stand (dort nur 37 % rich-
tig). Ursache hierfiir ist die Benutzung von zu-
sitzlichen, sehr einfachen Rechenstrategien bei
obiger Textaufgabe, die bei der reinen Rechen-
aufgabe nicht zum Tragen kommen, nimlich
die Losung durch wiederholte Addition bzw.
Subtraktion oder sogar durch einfaches Ab-
greifen oder Abzihlen.

Der Zusammenhang zwischen Messen und
Dividieren ist hierbei wesentlich mehr Schii-
lern bekannt als der entsprechende Zusam-
menhang zwischen »von«-Situationen und
Multplikation. So konnte knapp die Hilfte der
Schiiler obiger Mefisituation richtig die Aufga-
be 2: % zuordnen, ein Prozentsatz, der durch
das bewufite Ansprechen des Messens im Zu-
sammenhang mit der Division — dies erfolgte
nur in wenigen der untersuchten Klassen! — si-
cher noch gesteigert werden konnte. Hilfreich
ist hierbei die véllige Analogie des Messens im

Bereich der natiirlichen Zahlen und der Bruch-
zahlen.

Aufgabe 2 (Teilen):

»Zwei Schiiler teilen eine £51-Dose Limonade.
Wieviel Limonade bekommt jeder, wenn sie
gerecht teilen?«

Abweichend von den Verhiltnissen bei
Aufgabe 1 liegen die Richtigkeitsquoten bei die-
ser Textaufgabe um rund 10% unter den Werten
bei der entsprechenden reinen Rechenaufgabe.
Dies beruht nicht darauf, daf} das Teilen fiir die
Schiiler vorstellungsmiflig schwieriger ist als
das Messen. Es beruht vielmehr darauf, dafl
diese Textaufgabe keine zusitzlichen, einfachen
Rechenstrategien nahelegt, dafiir aber die zu-
nichst erforderliche Ubersetzung des Aufga-
bentextes in die zugehrige Rechenaufgabe den
Schiilern zusitzliche Schwierigkeiten und Feh-
lerméglichkeiten beschert.

Daf} dennoch auch reine Textaufgaben (oh-
ne bildliche Veranschaulichungshilfen wie im
Beispiel 1) fiir Schiiler sehr hilfreich sein kon-
nen, belegt das folgende Beispiel von Hart:
»Bei einem Stafettenlauf ist jede Etappe § km
lang, Jeder Liufer liuft 1 Etappe. Wieviel Liu-
fer benétigen wir fiir die Gesamtstrecke von 3

km?« Deutlich mehr Schiiler Isten diese Text-
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aufgabe in der Untersuchung von Hart richtig
als die entsprechende reine Rechenaufgabe 2 : §.
Entscheidend ist hierbei, dafl die Textaufgabe
eine zusitzliche, leichte Lésungsstrategie nahe-
legte, nimlich eine Lésung durch wiederholte
Addition, die offenkundig bei der entsprechen-
den reinen Rechenaufgabe von den Schiilern
nicht angewandt wird.

Im Zusammenhang mit praktischen An-
wendungen der Division sollte man daher
bei der Auswahl von Textaufgaben bewufit
darauf achten, daf} die ausgewihlten Aufgaben
zusitzlich (anschauliche) L&sungsstrategien
nahelegen, um so die Schiiler flexibler in ih-
rem oft sehr rigiden Losungsverhalten zu
machen.

5.7
Unterrichtserfolg und benutzte Methode

Wihrend bei der Muluplikation von Brii-
chen die drei in der Schulrealitit der untersuch-
ten Klassen hiufiger benutzten Methoden (Ver-
kettung von Operatoren, Anwendung eines
Operators auf eine Gréfle, Weg tiber Glei-
chungsketten) trotz des deutlich hoheren Zeit-
aufwandes insbesondere beim Weg iiber die
Verkettung von Operatoren zu keinen signifi-
kanten Unterschieden in den Schiilerleistungen
fiihrten, sind die Unterschiede bei der Division
in Abhingigkeit von den benutzten Einfiih-
rungswegen sehr erheblich. Aus dem breiten
Spektrum méglicher Ableitungswege der Divi-
sionsregel (die entsprechenden Schulbicher
bieten jeweils mindestens 3 Wege an) sind in der
Schulwirklichkeit nur zwei Methoden von Be-
deutung, und zwar der Weg iiber Gleichungs-
ketten (GL) sowie der Weg iiber den Gegen-
operator (GOP). Die folgenden drei Ver-
gleichsdaten belegen eindeutig die starken Un-
terschiede in der Effizienz dieser beiden Me-
thoden, verdeutlicht am zentralen Bereich der
Division von Briichen, nimlich am Fall »Bruch
durch Bruch«:

1. Vergleich: Spitzengruppen gegen Schlufilicht

Zur »Spitzengruppe« fafiten wir die 6 be-
sten, zum »Schlufllicht« die 6 schlechtesten
Klassen (hier beziiglich des Rechenfalls »Bruch

durch Bruch«) zusammen.
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Wir erhielten folgendes Ergebnis:

GL |GOP andere
Methoden
Spitzengruppe
(6 Klassen) 4 1 1
Schlufilicht
(6 Klassen) 1 3 2

Tabelle 1: Verteilung der Klassen der Spitzen-
gruppe und des Schlufflichts auf die verschiede-
nen Methoden

2. Vergleich: Erfolgsquote, Auslassungen und
typische Fehler

GL GOP
richtig (%) 67 48
Auslassungen (%) 19 31

Tabelle 2: Erfolgsquote und Auslassungen in
Abhingigkeit von den benutzten Methoden

Wihrend wir bei der GL-Methode nur mi-
nimal typische Fehler vorfanden, macht bei der
GOP-Methode im Durchschnitt jeder 10.
Schiiler bei jeder Aufgabe einen typischen Feh-
ler (Multiplikation, Kehrwert vom 1. Bruch
oder zweimalige Kehrwertbildung), und zwar
besonders hiufig die falschliche Muluplikation.
Diese Probleme mit den verschiedenen Kom-
ponenten der Divisionsregel ((Muluplikation,
Kehrwertbildung) bei der GOP-Methode ba-
siert nicht auf Unterschieden in der Regelfor-
mulierung,.

3. Vergleich: Erfolgsquoten der einzelnen Klas-
sen und benutzte Methode

Fiir diesen Vergleich betrachten wir exem-
plarisch die Aufgabe 4 : 2:

Betrachten Sie hierzu bitte Bild 5 auf der
folgenden Seite.

Die Daten belegen eindeutig einen groflen
Vorsprung der GL-Methode (wesentlich mehr
richtige L&sungen, wesentlich seltener Auslas-
sungen). Hierbei deckt die Untersuchung der
einzelnen Klassen klar auf, dafl der deutliche
Vorsprung von GL nicht auf einzelnen »Aus-
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reifflern« beruht, sondern auf durchgingig bes-

seren Ergebnissen der GL-Klassen. Die grofie
Schwankungsbreite innerhalb der einzelnen
Methoden weist auf die zusitzliche, grofie Be-
deutung der Lehrerpersonlichkeit (und auch
der spezifischen Situation der einzelnen Klas-
sen) hin.

GL % r GOP
X 100 X
X
X 90 ——
X
X 80 X
X
X
70 =—t—
q-
X 60
X
50 | X
X
E ’; 40 X
i -+
' 30 -
i 20 x

|

j

Bild 5: Erfolgsquoten der einzelnen Klassen
und benutzte Methode

Mit der Gleichungskettenmethode haben
also wesentlich mehr Lehrer wesentlich grofie-
re Erfolge bei den Schiilern als mic der Gegeno-
peratormethode. Die Befunde belegen nicht,
dafl die Gegenoperatormethode schlecht ist, sie
belegen nur, daf die Lehrer in der Schulrealicit
mit der Gleichungskettenmethode wesentlich
besser zurechtkommen. (Bei der standardisier-
ten Befragung fielen uns bei der Gegenopera-
tormethode die wesentlich gréfieren Unsicher-
heiten der Lehrer auf, ein Punkt, der fiir den
Unterrichtserfolg moglicherweise von grofler
Bedeutung ist; man vgl. in diesem Zusammen-
hang auch die interessanten Austfithrungen von
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Lester.) Ubrigens lassen sich bei einer sorgfilti-
gen Behandlung der Division im Sinne der
Gleichungskettenmethode sehr gut Verbin-
dungen zu den wichtigen Grundvorstellungen
und auch Anwendungen der Division, nimlich
zum Messen und Teilen, herstellen, und zwar
zum Messen bei den anschaulichen Vorarbeiten
fir die GL-Methode im Bereich der natiirli-
chen Zahlen sowie zum Teilen bei der entschei-
denden Argumentation im Bereich der rationa-
len Zahlen. Weitere vergleichende Untersu-
chungen zwischen GL und anderen Methoden
sind zur Erginzung und Abrundung des Bildes
sehr wiinschenswert.

5.8
Einige Folgerungen

Wie schon bei den iibrigen Rechenopera-
tionen ist auch bei der Division eine starke
Haufung der Schiilerfehler bei jeweils nur eini-
gen wenigen Fehlertypen feststellbar. Daher ist
eine gezielte Bekimpfung bzw. Vorbeugung er-
folgversprechend. Folgende konkreten Mafi-
nahmen empfehlen sich (wegen allgemeiner
Hinweise vgl. 6):

— eine stirkere Betonung der anschaulichen
Grundvorstellungen (Messen, Teilen) der Divi-
sion sowie ein stirkerer Riickgriff hierauf bei
der L&sung von einfachen Aufgaben wie 1.2,
1:4 oder ¢ : £, besonders ausgiebig vor der Re-
gelformulierung, aber bewufit auch noch spi-
ter, um die Schiiler flexibler zu machen und ein
stures, rein schematisches Aufgabenlosen (et-
was) zu verhindern,

— eine breitere, anschauliche Einiibung und
Behandlung der Vorstellung eines Bruches als
‘Teil mehrerer Ganzer,

— ein gezieltes Kontrastieren von Aufgaben
zur Addition und Division (spezieller) gleich-
namiger Briiche, um so bei den Schiilern mehr
Widerstand gegen den naheliegenden — meist
nur auf Fliichtigkeit beruhenden — fehlerhaften
Transfer zu D 1 aufzubauen,

— ein bewufites Gegeniiberstellen von Multi-
plikations- und Divisionsaufgaben im allge-
meinen Fall, wie schon in 4.7 ausgefiihrt, aber
insbesondere auch im Fall »Bruch durch natiir-

liche Zahl«,
— eine sorgfiltige Behandlung des fehlertrich-
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tigen Falles »Bruch durch natiirliche Zahl«*:
Neben anschaulichen Losungen mit Hilfe des
quasikardinalen Aspekts auf der Grundlage des
Teilens (ohne Regelformulierung) sollte in die-
sem Fall wiederum die Einbettung der natiirli-
chen Zahlen in die Bruchzahlen bewufit ange-
sprochen werden,

— Ausformulierung nur einer Regel zur Divi-
sion (vgl. auch Klauer), um fehlerhafte Uberla-

6

gerungen und Verwechslungen mit den Regeln
im Fall »Bruch durch natiirliche Zahl« zu ver-
meiden; ausdriickliche Erwihnung der Einbet-
tung n = §sowie Benutzung einer prizisen — je-
doch noch griffigen — Regelformulierung, die
durch entsprechende klare Angaben Kehrwert-
fehler (kein Kehrwert, Kehrwert vorne, zwei-
mal Kehrwert) bei der Division moglichst ver-
hindert.

Einige abschlieffende Bemerkungen

(1) Die von uns im Bereich der Bruchrech-
nung analysierten Schiilerfehler waren nur sel-
ten zufillig und regellos, sondern wiesen sehr
hiufig eine bestimmte Regelstruktur auf und
wurden oft sogar systematisch gemacht. Die
hierbei beobachtete starke Konzentration der
Fehler auf nur einige wenige dominante Fehler-
typen erleichtert gezielte Mafinahmen. Zwei
auflerst fehlertrichtige Fehlerrahmen oder -fra-
mes sind deutlich zu erkennen, und zwar ein-
mal der Multplikationsrahmen £ o § :
bzw.n o =034, der bei der Addition und
Subtraktion von Briichen bzw. von natiirlichen
Zahlen und Briichen fiir einen Grofiteil der
Fehler verantwortlichist (A1, A 2,51, S 2) so-
wie der Additionsrahmen § = 42-<, der
entsprechend bei der Multiplikation und in
Sonderfillen auch bei der Division gleichnami-

[+]

Schwierigkeiten als die Standardfille (beide
Zahlen Briiche). Neben deutlichen Defiziten in
den anschaulichen Grundlagen (vgl. (3)) und
einer Unterschitzung und entsprechend einer
Vernachlissigung dieser Fille speziell bei der
Addition und z. T. auch bei der Subtraktion
durch die Lehrer sind hierfiir vor allem Schwie-
rigkeiten der Schiiler mit der Einbettung der
natiirlichen Zahlen in die Bruchzahlen verant-
wortlich. Daher ist eine griindliche und an-
schauliche Behandlung dieser Einbettung unter
gleichzeitiger Beachtung der fehlerhaften Stan-
dardstrategien n =8bzw. n =1 (wobei m der
nichste »greifbare« Nenner in der Aufgabe ist)
duflerst wichtig.

(3) Beim Losen von Aufgaben der Bruch-
rechnung gehen viele Schiler sehr mecha-
nisch und formal vor, wie unsere Fehleranaly-

ger Briiche eine sehr grofie Rolle spielt (M 1,
D 1), wihrend er bei der Multiplikation un-
gleichnamiger Briiche (natiirlich) in seiner Be-
deutung als Fehlerquelle deutlich zuriicktritt.
Die Betonung des quasikardinalen Aspekts der
Bruchzahlen (bei den entsprechenden Addi-
tions- und Subtraktionsaufgaben) sowie ein be-
wufltes Kontrastieren der Additions-/Subtrak-
tonsaufgaben mit den entsprechenden Multi-
plikationsaufgaben kann helfen, die Schiiler ge-
gen die filschliche Anwendung des Additions-
und des Multiplikationsrahmens resistenter zu
machen. (Fiir weitere Gesichtspunkte verglei-
che insbesondere auch (3)).

(2) Bei allen vier Rechenoperationen be-
reiten die »gemischten Fille« (Bruch und na-
tirliche Zahl kombiniert) wesentlich mehr
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sen belegen. Thr Losungsweg ist oft sehr starr
und nur wenig flexibel. Krasse Beispiele hierfiir
sind die sehr hiufig extrem formalen und des-
halb oft fehlertrichtigen Rechnungen bei Auf-
gaben wie 3 + % ,5—34- %oder 1: -},anstelle ei-
ner Lésung durch unmittelbaren Riickgriff auf
anschauliche Bruchvorstellungen. Ein Beleg
hierfiir ist aber auch, daff unter semantischen
Gesichtspunkten  deutlich  unterschiedlich
schwere Aufgaben wie 4-4und - 5 praktisch

eich hiufig richtig bzw. falsch gelGst werden,
daf also vielfach fiir die Losungshiufigkeit nur
rein die syntaktische Ebene — auf der kein Un-
terschied zwischen den beiden vorstehenden
Aufgaben besteht — entscheidend ist. Deutliche
Defizite bei den Bruchvorstellungen offenba-
ren aber auch die sehr schwachen Ergebmsse
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bei Aufgaben wie 3 : 5. Daher ist es duflerst
wichtig, daf} bei den Schiilern vor dem Rech-
nen anhand von Regeln zunichst sorgfiltig an-
schauliche Bruchvorstellungen aufgebaut wer-
den und diese auch bewufit beim Losen von
Aufgaben — besonders zu Beginn, aber auch
immer wieder mal spiter nach der Regelformu-
lierung! — eingesetzt werden, Wichtig ist aber
auch, daf! die Schiiler dazu angehalten werden
zu priifen, ob ein gefundenes Ergebnis von
der Gréfenordnung her iiberhaupt stimmen
kann. Dieses Abschitzen muf} ganz bewufit
eingeiibt werden, da sonst die Schiiler hiermit
grofle Schwierigkeiten haben, wie die von Post
geschilderten Ergebnisse einer amerikani-
schen Reprisentativerhebung eindrucksvoll
belegen.

(4) Zur Vermeidung von rein formalen Re-
gelanwendungen ist eine sorgfiltige und nicht
zu frithzeitige Regelableitung unbedingt erfor-
derlich. Dieses Vorgehen ermoglicht ein besse-
res Verstindnis, eine bessere langfristige Riick-
erinnerung und eine bessere Rekonstrukion
der Regel im Falle des Vergessens. Wichtig ist
aber auch, daf die Rechenregeln und die inhalt-
lichen Bruchvorstellungen zueinander jn Be-
ziehung gesetzt werden, und nicht im Kopf der
Schiiler — wie hiufiger zu beobachten — isoliert
und unabhingig voneinander existieren Im
Verlauf des Bruchrechenlehrgangs sollten nur
moglichst wenige, einprigsame Rechenregeln
formuliert werden (vgl. auch 4.7, 5.3 und 5.8).

(5) Unsere Befunde sprechen massiv fiir
einen Beginn der Bruchrechnung mit der Addi-
tion und gegen einen Beginn mit der Mulupli-
kation. Wihrend im Bereich der Multiplika-
tion keine signifikanten Unterschiede zwischen
den Losungsquoten bestehen, fanden wir bei
der Addition, Subtraktion und auch bei der Di-
vision (dort bedingt durch unterschiedliche
Methoden) krasse Unterschiede zugunsten ei-
nes Beginns mit der Addition (vgl. 3.2 und 5.7).
Eine wichtige Ursache hierfiir ist die hiufigere
Ubertragung des Multiplikationsrahmens auf
die Addition und Subtraktion durch die Schii-
ler, die mit der Multiplikation begonnahaben,
wogegen der Additionsrahmen schon wegen
seines hohen Komplexititsgrades bej beiden
Gruppen vergleichbar hiufig bei der Multipli-
kation und Division fehlerhaft verwandt wird.

Neben diesen empirischen Befunden sprechen
aber auch eine Reihe anderer Argumente fiir
den Additionsbeginn: So erfolgt z. B. dann die
Abfolge der Rechenoperationen entsprechend
dem »gesunden Menschenverstand« (Kirsch),
brauchen die einfachen und aliviglichen Sach-
aufgaben mit Additions- oder Subtraktions-
struktur nicht gekiinstelt bis fast an das Ende
des Lehrgangs geschoben zu werden, stehen
die zur Vereinfachung einer Reihe von Aufga-
ben und fiir Groflenvorstellungen notwendi-
gen gemischten Zahlen frithzeitig zur Verfii-
gung oder kann man so gut gestuft schrittweise
die Multiplikation einfiihren.

(6) Nach unseren Befunden bringt der
Einsatz von Operatoren in der Bruchrechnung
— inder bei uns iiblichen formalisierten Form —
in der Schulrealitit massive Nachteile und
kaum Vorteile mit sich. So kénnen wir trotz
des erhéhten Stoff- und Zeitumfangs bei den
drei Gebieten, wo ggf. Operatoren eingesetzt
werden, nimlich beim Kiirzen, Multiplizieren
und Dividieren, keine Vorteile des Operator-
einsatzes insgesamt erkennen. Genauer gll_ti
wihrend beim Kiirzen und Multiplizieren kei-
ne signifikanten Vorteile erkennbar sind, beob-
achten wir im Fall der Division in der Schulrea-
licst fiir viele Lehrer massive Nachteile (vgl
5.7). Der mit dem Operatoreinsatz stark ver-
kniipfte Beginn des Bruchrechenlehrgangs mut
der Multiplikation bringt — wie im vorigen Ab-
satz belegt — massive Nachteile bei der Add}'
tion und Subtraktion mit sich, ebenso wie die
Zerlegung der Bruchzahlen bei Operatorkon-
zepten in zwei recht selbstindige Teilkompo-
nenten nach unserer Einschitzung die Benut-
zung des Multiplikationsrahmens bei der Addi-
tion und Subtraktion begiinstigt. Auch zahlt
sich das formale Arbeiten mit Operatoren of-
fenbar unter Anwendungsgesichtspunkten
nicht aus (vgl. 4.6). Wegen weiterer Probleme
im Zusammenhang mit dem Einsatz von Ope-
ratoren ser an dieser Stelle auf eine entspre-
chende Arbeit von Schwartze verwiesen. _

(7) Beiunserer Untersuchung konnten wir
hiufiger das Phiinomen beobachten, dafd einige
Fehler in manchen Klassen gehiuft auftraten,
wihrend sie wiederum in anderen Klassen nut
eine sehr geringe oder keine Rolle spielten, und
dies trotz einer — nach den erhobenen Daten zu
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urteilen — praktisch gleichen Vorgehensweise
dieser Lehrer. Hierfiir konnte nach unserer
Einschitzung von entscheidender Bedeutung
sein, ob und wieweit die betreffenden Lehrer
typische Schwierigkeiten und Fehlerstrategien

der Schiiler in der Bruchrechnung kennen und
hieraus bewuflt Konsequenzen fiir die Gestal-
tung ithres Unterrichts ziehen. Die vorliegende
Arbeit will hierzu entsprechende Hilfen und
Anregungen bereitstellen.
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Anmerkungen

1) Fehlendes Finrichten bei der umstindlichen Berech-
nung der Aufgaben vom Typn — ﬁ wurde hier nicht als
Fehler gewertet.

2) Zur Vermeidung von Verfilschungen des Ergebnisses
infolge von Unterschieden in den Aufgabenpositionen ha-
ben wir je Typ jeweils nur Aufgaben auf vergleichbaren Po-
sitionen ausgewihlt. Aus demselben Grund haben wir bei
der Division gleichnamiger Briiche und beim Aufgabentyp
»natiirliche Zahl durch Bruch«eventueil fehlendes Kiirzen
bzw. Einrichten nicht als Fehler gewertet.

3) Im umgekehrten Fall, nimlich »Natiirliche Zahl durch
Bruch«, wird deutlich seltener dieser Fehler gemacht, da
die Kehrwertbildung eines Bruches unproblematischer ist.
4) Der Fall »Natiirliche Zahl durch Bruch« mufl dhnlich
sorgfiltig behandelt werden. Genauere Untersuchungen
sind hier noch wiinschenswert.
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