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Geplantes Lehrerverhaiten Erwartetes Schilerverhalten Soz. Organisation/Medien  Did.-meth. Uberiegungen

L. ..Bevor wir unser Lineal jetzt S. beschreiben Lineal, werden
benutzen wollen. missen wir es  evtl. aufgefordert. ihr eigenes Li-
uns erst einmal genau an- neal herauszuholen.

schauen.” L. legt Lineal aut

OHP.

L. erkiart MaBeinheit Zentimeter  S. horen zu.
und schreibt Abkurzungen cm

an die Tafel.

Die neu gewonnene Erkenntnis soll
nun zunachst reprasentativ von drei
S. nachgeprift werden.

L. fordert 3 Schuler auf, nun mit  S. messen und geben ihre MeB-
diesen MeBinstrumenten die ergebnisse bekannt.

Breite des Tisches zu messen.

Festigung
L. stellt uber Transparent Ar. S. horen und sehen zu. Einzelarbeit/ Nun sollen die Schuler erste Lan-
beitsbiatt 2 vor. Arbeitsblatter, genmessungen mit der konventio-
Lineal nelien MaBeinheit Zentimeter vor-
nehmen.
Arbeitsblatter werden ausgeteilt. S, bearbeiten Arbeitsblatt. Das Arbeitsbiatt ist so konzipiert,

daB es dem unterschiedlichen Ar-
beitstempo der S. gerecht wird.

Kontrolie Uber OHP. Lehrer 1aBt  S. nennen ihre Ergebnisse. Je nach Zeit ist dieses Arbeitsbiatt

sich Ergebnisse nennen und
tragt sie auf dem Transparent
ein.
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Zur Behandlung der Teilbarkeitsrelation im Unterricht
der Primar- und Orientierungsstufe

Eine didaktische Analyse

Von Friedhelm Padberg in Bielefeld

Die Teilbarkeitsrelation wird im Unterricht im
Rahmen der elementaren Teilbarkeitslehre be-
handelt, und zwar i. a. gezielt ein erstes Mal am
Ende der Primarstufe (meist im 4. Schuljahr) so-
wie ausfOhrlicher, grindlicher und systemati-
scher in der Orientierungsstufe, und zwar am
Ende des 5. bzw. zu Beginn des 6. Schuljahres.
Diese zweite Behandlung findet vor der Behand-
lung der Bruchrechnung statt — vereinzelt er-
folgt auch eine integrierte Behandlung mit der
Bruchrechnung —, da in der Bruchrechnung
Aussagen der elementaren Teilbarkeitsiehre, et-
wa fur das Karzen oder die Hauptnennerbestim-
mung, bendtigt werden. Vor der gezielten Be-

handlung der Teilbarkeitsrelation im 4. Schul-
jahr werden den Schilern der Primarstufe aber
auch schon friher verschiedene Vorerfahrun-
gen zur Teilbarkeit vermittelt, und zwar etwa
— bei Fragestellungen zum Aufteilen und Ver-
teilen im Zusammenhang mit der EinfGhrung
der Division im 2. Schuljahr,

— bei der LOsung von einfachen geometrischen
Aufgaben, wenn Probleme des Messens (etwa
mit Hilfe von Cuisinaire-Staben) angesprochen
werden,

— bei der Behandlung einfacher Relationen wie
... ist die Halfte von ... oder ,,... ist ein Viertel
von...".

Ich méchte im folgenden mit einer mathemati-
schen Definition der Teilbarkeitsrelation (1) be-
ginnen:

Die natarrliche (2) Zahl a heiBt genau dann Teiler
der natdrlichen Zahl b, wenn eine naturliche
Zahl n existiet mitn - a = b.

Fur ,a ist Teiler von b* schreibt man kurz a | b.

Fur ,,a ist nicht Teiler von b*“ schreibt man 1. Zur Definition der
alb. Teilbarkeitsrelation

Beispiele:

216;denn3 -2 =6

2 \ 5; denn es gibt keine natdrliche Zahl n mit
n-2=5
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Wie 1aBt sich die Einfuhrung der Teilbafkg/tsre-
Jation im Unterricht motivieren? Ginstig ist m.
E. ein umweltorientierter Einstieg, etwa.

An wieviele Kinder kann man 72 Boanns ge-
recht verschenken? (Jedes Kind soll gieichviel
erhalten, kein Bonbon soll abrigbleiben.) (3)

Bei diesem — fur den Primarbereich vorgesehe-
nen — Einstieg mussen als for die angestrebte
Begriffsbildung wichtige Komponenten das
restlose sowie das ,gerechte” Verschenken
herausgestellt werden.

Mathematischer Hintergrund ist hierbei etwa
die Vorstellung des restiosen Aufteilens bzw.
Einteilens einer Menge in gleichmdchtige Teil-
mengen, die eine gute Grundvorstellung flr die
Einfuhrung der Teilbarkeitsrelation fiefert und
die auch tir eine Begrundung vieler Eigenschaf-
ten der Teilbarkeitsrelation tragfahig ist. So
1Bt sich hierdurch die Teilbarkeitsrelation gut
ikonisch — also durch Diagramme — veran-

schaulichen:
2 | 6;denn

dagegen: 2 \ 7;denn '

Entsprechendes gilt auch fur die folgenden
noch vorgestellten Beispiele. Eine andere Ein-
kleidung desselben Sachverhaltes stellt die in
vielen Schulblchern der Orientierungsstufe als
Einstieg gestelite Riegenaufgabe. (In wieviel
verschiedene Riegen kann man im Turnunter-
richt die 36 Schiiler einer Klasse einteilen?) dar.

Dagegen fuhrt das folgende Beispiel von der
Aufgabe des Messens her an die Teilbarkeitsre-
lation heran:

Ein 24 m langer Zaun soll aus Fertigteilen ge-
baut werden. Es gibt Fertigteile von 3 m, 4 m,
5m,6m,7m, 8mund 9m Lénge. Dabei sollen
nur gleichlange Teile benutzt werden. Aus wel-
chen Teilen kann man den Zaun bauen? Zeige
alle Lésungen an der Strecke in obiger Figur! (4)

Vergleicht man jedoch diese Aufgabe mit der
vorigen genauer, so bemerkt man, da8 zwischen
Messen und Aufteilen ein sehr enger Zusam-
menhang besteht.

Wahrend alle vorstehenden Aufgaben eine Ein-
fahrung der Teilbarkeitsrelation tber die . Divi-
sion ohne Rest* bzw. Uber die , Division mit dem
Rest O“ nahelegen (nicht erzwingen!), legt die
folgende Aufgabe eine Einfuhrung der Teilbar-
keitsrelation Gber die »multiplikative Zerle-
gung* nahe, ganz entsprechend der einleitend
genannten Definition:

!_ege mit 12 Platichen Rechtecke. [Schreibe zu
jedem Rechteck eine Mal-Aufgabe). (5)

Wahrend man im Primarbereich diese Aufgabe
ggf. auj der enaktiven Reprasentationsebene 15-
sen wird, wird man in der Orientierungsstufe
rein auf der ikonischen Reprasentationsebene
agieren. So erhalt man u. a. als Ldsungen:

[N SAa—

und wird so zu den Gleichungen 12 = 2 - 6 und
12 = 3 - 4 gefuhnt, die eine Einfahrung der Teil-
barkeitsrelation auf der Grundiage dieser multi-
plikativen Zeriegung nahelegen.

Dabei ist es im Unterricht unbedingt wichtig,
daB die Scholer bei der EinfGhrung der Tetlbar-
keitsrelation beide Grundvorsteliungen (Divi-
sion ohne Rest, multiplikative Zerlegung) und
verschiedene anschauliche Modelle kennenler-
nen, damit der Begritf besser in ihren Koplen
verankert werden kann, und sie vor allem bei der
Begrindung von Teilbarkeitsaussagen gerade
auf die jeweils geeignetere Modeilvorsteliung
zurtickgreifen konnen.

Nach dieser einleitenden EintGhrung findet
man dann vielfach in den Schulbichern — zu-
mindest der Férderstufe — ,, Definitionen® der
Teilbarkeitsrelation. Das folgende Beispiel soll
zeigen, wie man hier unterschiedlich schwierig
formulieren kann und somit Differenzierungs-
mdéglichkeiten aufzeigen.

(1) 3ist Teiler von 36, denn man kann 36 durch 3
ohne Rest dividieren; man sagt auch: 3 teilt 36
und schreibt 3 | 36. 5 ist kein Teiler von 36, denn
36 =7 -5 + 1, man sagt auch 5 teilt nicht 36
und schreibt hierfir 5 { 36 (6).

(2) Kann man eine Zah! n durch die Zahi t ohne
Rest dividieren, so sagt man: ,t ist ein Teifer
von n' oder kurz , .t teilt n*‘. Man schreibt t | n for
HStieilt n“und t ¥ n far .t teilt nicht n*.
Beispiele: 3| 36; denn 36 :3 = 12; 5 \ 36, denn
B=7-5+1(7.

Wahrend im 1. Beispiel die Teilbarkeitsrelation
rein beispielgebunden und implizit eingefahrt
wird, wird im 2. Beispiel die Teilbarkeitsrelation
aligemein und explizit definiert und nur durch
ein Beispiel erlautert. Dabei ist die zweite ,,Defi-
nition* wesentlich anspruchsvoller und daher
nur fur die leistungsstarkeren Gruppen vorgese-
hen. Eine weitere Steigerung im Schwierigkeits-
grad warde erfolgen, wenn die Formulierung der
Definition nicht mehr verbal (so wie hier), son-
dern Gberwiegend mit Symbolen erfoigte:

Far alle a, b €N gilt:
alb+—b:a=nmitneiIN

Allerdings scheint mir eine »Definition*, die
statt des Dividierens ohne Rest — wie im zitier-
ten Schulbuchbeispiel die muiltiplikative Zerle-
gung (wie in der eingangs genannten mathema-
tischen Definition) in den Vordergrund stelit for

K . - N
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den Unterricht besser geeignet zu sein, und
zwar aus den folgenden beiden Grinden:

{1.) Bei der Defimition (ber die Division ohne
Rest tritt folgendes Problem auf:

26, da6: 2 = 3(zur Begrindung ist also eine
Umstellung erforderlich).

das bei der Definition uber die multiplikative
Zerlegung nicht auftritt

2:6.da 3 2 = 6 (hier st keine Umstellung er-
forderlichh

(2.) Daneben stelit die letztere Definition auch
sehr direkt und deuthch den Zusammenhang
zwischen der Teilbarkeits- und Vielfachenrela-
tion heraus, denn mit derselben Gieichung
3 -2 = 6 konnen wir auch direkt begrunden,
daB 6 ein Vielfaches von 2 1st und somit leicht
klarmachen, daB die Aussage

2 1st Teiler von 6

gleichbedeutend ist mit der Aussage

6 ist ein Vielfaches von 2,

da beide Aussagen das Gleiche meinen, nam-
tich daB sich 6 als Produkt mit 2 als einem Fak-
tor schreiben 1aBt. Gerade im Primarbereich
scheint mir eine enge Verknupfung mit der Viel-
tachenreiation besonders angebracht zu sein,
da den Schulern dort die Vielfachen einer Zaht
in Form der Einmaleinsreihen schon oft begeg-
net sind und somit dieses neue Gebiet leichter
in das schon vorhandene Wissen integriert wer-
den kann. Aber auch generell scheint mir im
Sinne des operativen Prinzips eine enge Ver-
knuptung und Parailelbehandiung der Teiibar-
keits- und Vielfachenrelation unbedingt win-
schenswert zu sein (8).

Im Zusammenhang mit der Teilbarkeitsrelation
massen die Schiler unbedingt die Begriffe ,,tei-
len* und , dividieren" auseinanderhalten, zumal
das Dividieren umgangssprachlich oft auch als
Teilen bezeichnet wird. Vom Teilen wird hier da-
gegen nur dann gesprochen, wenn die zugehori-
ge Divisionsaufgabe den Rest O hat bzw. in der
zugehorigen Multiplikationsaufgabe nur natarli-
che Zahien vorkommen.

Ein weiterer Unterschied zwischen Dividieren
und Teilen muB beachtet werden: Bei Divisions-
aufgaben will man wissen, wie oft der Divisor
im Dividenden enthalten ist, bei Teilbarkeitsauf-
gaben dagegen nur, ob eine Zahl Teiler einer
zweiten Zahl ist.

In der didaktischen Literatur findet man zum
Teil auch den Vorschiag, statt des bisiang be-
nutzten . fur ,,ist Teiler von* ein ,, 7' zu benut-
zen (das an das Wort Teiler erinnern soll), also
etwa statt

312 zu schreiben 3T 12

An Argumenten hierfir werden genannt:

{1.) ein leichteres Behalten dieses Zeichens so-
wie

(2.) eine Verhinderung von sonst méglichen Ver-
wechslungen mit der Zahlenpaarschreibweise
{4:11) bzw. mit der Bruchschreibweise (*/,,).

Es stellt sich allerdings die Frage, ob die Ver-
wechslungsgetfahr wirklich so groB ist, daB hier
fir die Schule extra ein neues — in der Hoch-
schulmathematik nicht gebrduchliches — Zei-
chen eingefuhrt werden sollte.

Bislang haben wir nur die Teilbarkeitsbezie-
hung zwischen zwei Zahlen durch Bilder (Men-
genbilder, Strecken, Rechtecke) veranschau-
licht, also auf der ikonischen Reprdsentations-
ebene erfahrbar gemacht. For die Veranschauli-
chung der Teilbarkeitsretation zwischen mehre-
ren Zahlen — als Hilfsmittel zur Erarbeitung
bzw. zur Begrindung von Aussagen — sind fol-
gende Veranschaulichungen wichtig, aut die
ich hier nur ganz knapp eingehen kann:

(1.) Das Pfeildiagramm oder Pfeilbild

Hierzu ordnet man den gegebenen Zahlen Punk-
te der Zeichenebene zu. Ist a Teiler von b, so
zeichnet man einen Pfeil von a nach b.

Beispiel:

WV

Bei einer groBeren Anzahl von Zahlen wird das
Pfeilbild rasch sehr unibersichtlich, im Gegen-
satz zur:

(2.) Teilertabelie:

Kreuzen wir in der Tabelle ein Feld jeweils an,
wenn die links stehende Zahi ein Teiler der oben
stehenden Zahl ist, so erhalten wir fur die er-
sten 6 Zahlen folgende Teilertabelle:

1 2 3 4 5 6
1 X X X b X X
2 X X x
3 b ¢ x
4 x
S x
6 b3

Die hier vorgesteliten Veranschaulichungsmit-
tel sind nicht nur speziell bei der Teilbarkeitsre-
lation einsetzbar, sondern generell bei Relatio-
nen!

Da die Teilbarkeitsrelation einige spezielle Ei-
genschaften aufweist, kann das Pfeildiagramm
zu einem sogenannten

2. Veranschaulichungs-
mittel der
Teilbarkeitsrelation
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e

3.
Die Teilbarkeitsrelation
als Ordnungsrelation

4. Zusammenhénge
zwischen der
Teilbarkeitsrelation
und den
Rechenoperationen

(3) Hasse-Diagramm

vereinfacht werden. ‘

Auf diese wichtige und vielseitig elnsetzpare
Veranschaulichungsmittel gehe ich im néch-
sten Abschnitt knapp ein.

Untersuchungen von Pfeildiagrammen und Tei-
lertabellen zeigen, daB in Pfeildiagrammen zu
jeder Zahl ein Ringpfeil gehort bzw. in Teilerta-
bellen die Hauptdiagonale volistandig mit Kreu-
zen besetzt ist. So schlagt sich anschaulich nie-
der, daB fir jede natirliche Zahl a gilt:a | a, d.h.
daB die Teilbarkeitsrelation {(und natdrlich auch
die Vielfachenrelation) reflexiv ist. Wegen des
aufgezeigten Zusammenhangs zwischen Teil-
barkeits- und Vielfachenrelation kdnnen wir je-
de Teilbarkeitsaussage auch als Vielfachen-
aussage bzw. auch umgekehrt deuten. Ich ver-
zichte darauf, dies im folgenden jeweils extra zu
erwahnen.

An den Pfeildiagrammen falit weiter auf, daB
dort keine Doppelpfeile existieren bzw. an der
Teilertabelle, daB dort unterhalb der Hauptdia-
gonale keine Kreuze sich befinden.

So schlagt sich in diesen beiden Veranschau-
lichungsmitteln nieder, daB fur die Teilbarkeits-
relation fur a# b nicht zugleich gilt: a| b und
b|a, daB also die Teilbarkeitsrelation identiv
(antisymmetrisch) ist.

Die Transitivitdt der Teilbarkeitsrelation (also
der Sachverhalt, daB aus a|b und bjc folgt
alc) laBt sich schlieBlich an Teilertabellen

nicht unmittelbar ablesen, dagegen deutlich an
Pteildiagrammen, namlich in Form sogenannter
Uberbrickungspfeile.

Man wird allerdings diese Begriffe im Unterricht
— wenn Oberhaupt, hochstens in der Orientie-
rungsstufe — nur sehr behutsam einfdhren und
auch erst dann, wenn sich eine derartige alige-
meine Begriffsbildung lohnt, namtich wenn die
Schaler vielfiltige Beispiele und Gegenbeispie-
le [Kontrastprinzip!] entsprechender Relationen
kennengelernt haben und ein gemeinsamer Na-
me fGr die verschiedenen Auspragungen des-
selben Sachverhaltes winschenswert er-
scheint. In den meisten Fallen wird man jedoch
inder anschaulichen — durch die Teilertabellen
bzw. Pfeilbilder vorgegebenen — Sprechweise
verbleiben.

Die spezielien Eigenschaften der Teilbarkeitsre-
lation (Reflexivitat, Identitivitat und Transitivi-
tat) gestatten hier — wie bei allen identitiven
Ordnungsrelationen — eine Vereinfachung der
vielfach recht unibersichtlichen Pfeildiagram-
me zu sogenannten Hasse-Diagrammen. Diese
erméglichen eine Falle sehr interessanter Auf-
gaben, auf die ich an dieser Stelle nicht genauer
eingehen kann (9).

Zwischen der Addition bzw. Subtraktion sowie
der Teilbarkeitsrelation besteht folgender Zu-
sammenhang (10):

aus ajbundajc folgt a| (b +c) sowie
ausajlbundalcundb>cfolgta|(b—c)

lch beschrénke mich im folgenden aut eine
exemplarische Untersuchung der Behandlungs-
mdglichkeiten der Produktregeln, um hieran die
reichhaltigen Moglichkeiten dieses Stoffgebie-
tes zur Erreichung wichtiger ,,Lernziele mittierer
Hierarchie” des Mathematikunterrichts im Sin-
ne Winters aufzuzeigen, namlich des
Argumentieren-Kénnens, des  Sich-Kreativ-
Verhaltens sowie insbesondere auch der geisti-
gen Qrundtechniken des Generalisierens, Spe-
(z;:;;isrerens, Analogisierens und Formalisierens
Hierbei ist eine Erarbeitung des durch die ge-
nannten Regeln ausgedrickten Beziehungsnet-
zes zwischen der Teilbarkeitsrelation und den
Rechenoperationen (Addition, Subtraktion und
Mglt:plikation) auch im Sinne des Integrations-
prinzips sehr erwlnscht; denn — so Wittmann
(6] — ,,Das Individuum kann mit der Umwelt um-
so erfolgreicher in Wechselwirkung treten je
voll;téndiger und mobiler seine Erkenntnissé in
Bgznehungsnetzen integriert und organisiert
sind. Man hat daher im Unterricht auf die Schaf-
tung von Beziehungsnetzen und Sinnzusam-
menhangen hinzuarbeiten*,

Folgende drei Produktregeln \assen sich unter

methodischen Gesichtspunkten unte i
rsc :
(1) allgemeiner Fail heiden:

ausa|bundc1dfo|gta-c}b-d

(2.) Spezialfall 1

ausa|bfolgtajd: b

(3.) Speziaifall 2

ausa|bfolgtd-ajd-b

Hierbei wird der Spezialfall 1 wegen seiner Be-
deutung far die Ableitung von Teilbarkeitsre-

geln in den Schulbiichern am haufigsten ange-
sprochen.

Wieso sind (2.) und (3.) Spezialfatie von (1.)?
Speziellc = 1in (1) ergibt die allgemeingultige
Aussage 1 d und damit (2.).

Speziell ¢ = din (1) ergibt die allgemeing(iltige
Aussage d | d und damit (3.).

[Die Umsteliung bei d - b und d - a ist wegen
des Kommutativgesetzes trivialerweise erlaubt
und erfolgt wegen der hier entsprechend be-
nutzten Vielfachenschreibweise ]

Der allgemeine Fall (1.) eignet sich gut fur eine
Form von DifferenzierungsmaBnahmen, nam-
lich fur eine Differenzierung durch Zusatzstoffe
fir leistungsstérkere Gruppen; denn diese Aus-
sage (1.)ist fUr den weiteren Aufbau der Teilbar-
keitslehre nicht unbedingt erforderlich.

Im Zusammenhang mit der beispielgebundenen
Erarbeitung dieser Aussage (1.} kann man in lei-
stungsstarken Gruppen der Orientierungsstufe
auch schon den Aspekt des Formalisierens kurz
aqsprechen; denn erst durch eine Formulierung
ml't Yariab|en wird diese Aussage tbersichtlich,
gritfig und pragnant [Versuchen Sie einmal, die
Aussage (1.) ohne Variable zu formulieren!)

Im folgenden gehe ich genauer auf den wichti-
gen Spezialfall 1 (aus a|b folgt a| d - b) ein.
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Die entsprechende Aussage kann man im Un-
terricht unterschiedlich schwierig formulieren,
je nachdem, ob man etwa allgemein oder bei-
spielgebunden, verbal oder mit Variablen for-
muliert. So ist also auch von der Art der Formu-
lierung mathematischer Sédtze her eine Differen-
zierungsmoglichkeit far den Unterricht gege-
ben. wie ich es analog far ,,Definitionen* schon
im Zusammenhang mit der Teilbarkeitsdefini-

tion etwas ndher ausgefthrt habe.

Aber nicht nur bei der Formulierung mathemati-
scher Sétze, sondern viel starker noch bei ihrer
Begrindung ergeben sich breite Differenzie-
rungsmoglichkeiten, je nach der ,,Hbhe* des zu-
grundegelegten Begrindungsniveaus.

(1.) Enaktivelikonische Reprédsentationsebene
beispielgebunden

(a) mittels Strecken

2|6 Danngilt auch:2| 3 - 6
—t—— —_—t
H/“/ \_V__/
2cm 2¢cm
\ /\ J
— Y Vv Y
6cm 6cm 6cm 6cm
\ —/
V-
3*6cm
[ j
(b) mittels ,,Punktmengen‘ (12)
216 Dann giltauch:2| 3 - 6
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Die Vorgehensweise ist hier zwar beispielge-
bunden (und nicht allgemein), sie ist aber auf je-
den anderen entsprechenden Fall sofort iber-
tragbar. Griesel [2] spricht in diesem Zusam-
menhang von ,,Einsicht an figural-
anschaulichen Gegebenheiten‘ und sagt [diese
Vorgehensweise] ,liefert eine Strategie und da-
mit eine generalisierbare Einsicht”.

Im Primarbereich ist hier sogar u. U. eine Argu-
mentation auf der enaktiven Reprasentations-
ebene denkbar.

Aber auch der Schritt von der obigen Argumen-
lation zu einer entsprechenden Argumentation
auf der symbolischen Reprisentationsebene
und der Gewinnung einer Beweisstrategie auch
dort ist denkbar kurz und einfach:

{2.) Symbolische Reprisentationsebene
beispielgebunden — allgemein

Ein maglicher AnstoB far die Schiler (in Anleh-
nung an das Schulbuch Gamma) kénnte die
Aufforderung sein:

Begrinde 2| 3 - 6, indem du 3 - 6 in eine Sum-
me zerlegst.

Die Schiiler sollen also die Multiplikation auf
die Addition zurickfihren, also hier konkret
schreiben 3 - 6 = 6 + 6 + 6, und auf die so er-
haltene Summe die schon bekannte Summenre-
gel (verallgemeinert auf mehrere Summanden!)
anwenden. Damit haben sie dann hier gezeigt:
aus 2| 6 folgt 2| 3 - 6. Analog kann man bei al-
len anderen geeigneten Beispielen vorgehen

und so zu einer generalisierbaren Einsicht ge-
langen.

Obige Begrundung 148t sich offenkundig leicht
zu einem Beweis ausbauen, wenn ich statt der
obigen drei Zahlen Variable a, b, d einsetze. Die-
ses hdchste erreichbare Begriindungsniveau
dirfte in leistungsstarken Gymnasialklassen
der Orientierungsstufe an dieser Stelle leicht er-
reichbar sein.

Eine Begrindung dieser Produktrege! auf der
Grundlage des vorgesteliten Weges mdglichst
auf der ikonischen und symbolischen Repré-
sentationsebene bietet folgende Vorteile:

(1.} Durch die Benutzung beider Reprasenta-
tionsebenen ist eine gute Abstufung im Begrin-
dungsniveau méglich, die gerade auch fir inne-
re DifferenzierungsmaBnahmen wichtig ist.

(2.) Wissen, das in verschiedenen Darstellungs-
formen erworben wurde und verflgbar ist, kann
— nach Wittmann [6] — leichter behalten wer-
den. AuBerdem erh6ht die Fahigkeit, Wissen
nach Bedarf von der einen Darstellungsform in
die andere zu Ubertragen — hierbei wird auch
Analogisieren geiibt! — die Flexibilitat und Er-
folge beim Problemidsen.

(3.) Eine gleichzeitige Behandlung beider Repra-
sentationsebenen tragt zu einer wechselseiti-
gen Stitzung und Kldrung des Beweisgedan-
kens bei.

(4.) Durch die Ruckfthrung der (neuen) Produkt-
regel auf die (schon bekannte) Additionsregel
wird eine sehr erwinschte Verzahnung zwi-
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schen diesen beiden Regeln erreicht. (Der Netz-
charakter mathematischer Aussagen wird so
deutlich.) Diese Verzahnung bietet auBerdem
eine gute Gelegenheit zur weiteren Festigung
und Eintbung der Additionsregel.

(5.) Der zentrale Beweisgedanke ist ein reqht all-
gemeiner Gedankengang, den wir hdufig in der
Mathematik anwenden, namlich die Rackfah-
rung einer hoheren Rechenart auf eine einfa-
chere (hier die Multiplikation auf die Addition,
aber auch etwa bei den Potenzgesetzen das Po-
tenzieren auf das Multiplizieren usw.). Dies ist
— nach dem ,,advanced organizer'-Konzept von
Ausubel [1] — fur eine gute Verankerung dieser
Beweisidee sehr férderlich.

Die dargesteliten Begrindungen der Produktre-
gel belegen meines Erachtens auch deutlich,
daB die bei Lernzielformulierungen vielfach vor-
findbaren Anforderungsunterschiede zwischen
leistungsschwacheren Gruppen (entsprechen-
de Aussagen nennen und anwenden kdnnen)
und leistungsstérkeren Gruppen (entsprechen-
de Aussagen zusétzlich begrinden kénnen) viel
zu schematisch und nicht sachgerecht sind,
wenn man verschiedene Repr&sentationsebe-
nen einbezieht und hdchstens — wenn ber-
haupt — auf der symbolischen Reprasen-
tationsebene eine gewisse Berechtigung ha-
ben.

An dieser Stelle kann ich gut auf eine weitere
mogliche Form der Differenzierung im Mathe-
matikunterricht hinweisen, namlich auf die
Moglichkeit der Begrindung einer Aussage
durch einen weiteren — etwa mathematisch
eleganteren — Beweis. So 148t sich die
Produktregel auch — mathematisch eleganter
(13) — Ober die schon behandeite Transitivitat
der Teilbarkeitsrelation beweisen.

Die Produktregel 4Bt sich — das zeigen deut-
lich die verschiedenen aufgezeigten Begrin-
dungsniveaus — sicher schon in der Primarstu-
fe im Rahmen eines Spiralcurriculums sinnvoll
behandeln und begrinden. Allerdings halte ich
die folgende Vorgehensweise eines Schulbu-

ches (14) fur die 4. Klasse fiir ausgesprochen
problematisch.

In diesem Schulbuch werden im Zusammen-
hang mit der Produktregel ausschlieBlich die
folgenden beiden Aufgaben behandelt:

15. Folgende Produkte sind durch 7 teilbar:
7-19-15, 14 - 11 -35,35-16 - 43

Das kann man erkennen, ohne vorher auszu-
rechnen. Warum?

16. Sind die Produkte durch 7 {durch 3, durch 4)
teilbar?
32-15.22 42 - 15 - 21 36 - 35

¥ 1 " 1
28 - 37 58,53 - 82 - 98 - 36 >
Was ist hieran problematisch?

(1.} Sinnvoll ware Zunéchst eine Untersuchung
von Produkten mit 2 Faktoren. Dieser Fall wird
Oberhaupt nicht untersucht.

{2.) Da hier mehr als 2 Faktoren vorkommen, ist
zur ngn‘]ndung eventuell gefundener Aus,sa-
gen ein Rickgriff auf die ikonische Reprasenta-
tlor'wsebene {oder auch ein Ruckgriff auf die na-
hghegende Erklarung der Multiplikation als ver-
kirzte Addition) faktisch nicht méglich.

(3.) Bei Aufgabe 15 lieBe sich zur Not noch rein
auf der symbolischen Ebene eine Begrindung
finden (15). Aufgabe 16 dirfte dagegen in die-
sem Zusammenhang einem falschen Transfer
und fehlerhaften Begrindungen Vorschub lei-
sten; denn wéhrend man in Aufgabe 15 auf-
grund der Auswahi der Zahlenbeispiele zu der
(richtigen) Erkenntnis gelangen kénnte, daB —
wenn ein Faktor eines Produktes durch 7 teilbar
ist — das ganze Produkt durch 7 teilbar ist, ver-
fahrt Aufgabe 16 zu dem erganzenden, jedoch
faischen SchluB: Wenn kein Faktor durch 7 oder
4 oder allgemein durch a teilbar ist, dann ist das
Produkt ebenfalls nicht durch 7 oder 4 oder a
teilbar; denn es gilt beispielsweise:

4118 -22,aber 4 |\ 18 und 4 | 22.

Der obige SchiuB ist vielmehr nur dann richtig,
wenn der Teiler — wie im Fall 7! — eine Prim-
zahl ist.

Eine derartige differenzierte Behandlung — zu-
mal noch rein auf der symbolischen Ebene! —
ist jedoch offensichtlich nicht fur eine erste
Heranfihrung an die Produktrege! in der Primar-
stufe geeignet, sondern héchstens far lei-
stungsstarke Gruppen in der Orientierungstufe
nach einer vorhergehenden grindlichen Be-
handlung der Produktregel fir zwei Faktoren.

Zum SchiuB der Behandlung der Produktregeln
noch einige knappe Hinweise auf einige weitere
gute Moglichkeiten zur logischen Schulung im
Umkreis dieser Regeln:

(1.) Vor der Produktregel behandelt man im Un-
terricht die Summenregel. Diese Tatsache be-
wirkt reichhaltige Méglichkeiten zum Analogi-
sieren und zum selbstandigen Finden von Ver-
mutungen (durch Fragen wie: Wie muBte eine

entsprechende Produktregel lauten? Gilt sie
wirklich?)

(2.)Man kann hier gut beispielgebunden die Fra-
ge der Umkehrbarkeit von Aussagen anspre-
chen. Wahrend namlich die bislang breit behan-
delte Produktregel nicht umkehrbar ist — wie
Gegenbeispiele leicht belegen —, ist die so
ahnlich klingende 3. Produktregel umkehrbar.

(3.) An Beispielen wie der eben schon genann-
ten — in dieser Allgemeinheit falschen — Aus-
Sage aus a \ bund a \ c folgt a \ b - c oder
der ebenfalls — in dieser Allgemeinheit fal-
schen — Aussage aus alc und b|c folgt
a-bjckann man in leistungsstarken Klassen
der Orientierungsstufe das Spezialisieren (oder
Spezifizieren) ben; denn wahrend beide Aussa-
gen f'Ur beliebige natarliche Zahlen falsch sind
— wie Gegenbeispiele rasch belegen — sind
sie spezieli fir Primzahlen richtig. Dieser Tatbe-
stand bietet auch eine gute Gelegenheit, die
Schler durch geschickte Auswahl von Beispie-

len vqr _den Gefahren eines zu leichtfertigen Ge-
neralisierens zy warnen.

Abschl.ieBt‘and mdchte ich knapp und systema-
tisch die bisher schon an verschiedenen Stellen
angesprochenen Grinde far eine Behandiung

der Tei!barkeitsrelation im Unterricht zusam-
menstellen:
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in Anlehnung an Kahle [3] gliedere ich die Grin-
de nach zwei Aspekien:

(1) Die inhaltliche Bedeutung des Stoffgebie-
tes:

(a) Die behandelten Aussagen bilden eine Basis
fur die Begrandung der Teilbarkeitsregeln, die
far die Bruchrechnung wichtig sind (z. B. fr das
Karzen von Brachen).

(b) Anhand der Teilbarkeitsrelation lassen sich
gut Vorarbeiten far eine spatere, allgemeine
Einfuhrung des Relationsbegriffs — eines Leit-
begritfs des Mathematikunterrichts — ieisten,
aber auch viele Eigenschaften von Relationen
lassen sich hier etwa anhand von Pfeildiagram-
men oder Teilertabellen sehr anschaulich ge-
winnen. Die Teilbarkeitsrelation ist ein wichti-
ges Beispiel fur eine Ordnungsrelation (16), von
inr aus fuhrt ein direkter Weg zur Kongruenzre-
lation als einem wichtigen Beispiel einer Aqui-
valenzrelation (und damit zu den Restklassen)
(17).

(2.) Die Eignung des Stoffgebietes zur Verfol-
gung Ubergreifender Ziele im Sinne der , Lern-
ziele mittlerer Hierarchie'* nach Winter [5]

Ein groBer Vorzug des behandelten Stoftgebie-
tes ist es, daB hier viele interessante Aussagen
leicht verstandlich und ohne aufwendige Termi-
nologie gefunden, formuliert und durch Rick-

griff auf Handlungen oder Bilder und Diagram-
me, also auf der enaktiven bzw. ikonischen Re-
prdsentationsebene, begrindet werden kénnen.
Daher bieten sich hier reichhaltige Mdglichkei-
ten, den Lernzielen ,,Argumentieren zu kénnen*

.und ,,sich kreativ zu verhalten* ndher zu kom-

men. Dagegen darfte der Beitrag zum Lernziel
..Situationen mathematisieren zu kénnen* nur
gering sein.

Neben seinem Beitrag zur Entwicklung des be-
grindenden und kreativen Denkens leistet das
Stoffgebiet aber auch einen guten Beitrag zur
Entwicklung der wichtigen mathematischen
Grundtechniken des Klassifizierens, Ordnens,
Generalisierens, Spezialisierens, Analogisieren
und Formalisierens. Ich habe dies an einigen
Stellen schon im Vorstehenden belegt, weitere
Beispiele fur alle genannten Fertigkeiten kon-
nen leicht gefunden werden.

So kénnen wir abschlieBend festhalten, da8 ei-
ne grindliche Behandlung der Teilbarkeitsrela-
tion etwa im skizzierten Stil aufgrund der vielfél-
tigen Argumente aus beiden (18) Argumentgrup-
pen unbedingt winschenswert ist, zumal ich
hier nur eine kleine Auswahl (19) méglicher In-
halte dieses Stoffgebietes — zum Teil sogar
nur knapp — prasentieren konnte.

[1] Ausubel, D. P.: Educational Psychology, A Cogniti-
ve View, New York 1968.

|2] Griesel, H.: Gibt es eine Hauptschulspezifische
Mathematik? Grundsatziiche Uberlegungen und Bei-
spiele. In: Westermanns Padagogische Beitrage,
1977, H. 4, S. 147—150.

[3] Kahle, D.. Gesichtspunkte zur Stoffauswah! und
zur Lernzielproblematik im Mathematikunterricht. In:
Beitrage zum Mathematikunterricht 1976, Hannover
1977, S. 103—106.

g4] Padberg, F.: Elementare Zahlentheorie, Freiburg
1976.

[5] Winter, H.: Vorstellungen zur Entwicklung von Cur-
ricula fur den Mathematikunterricht in der Grund-
schule. In: Beitrdge zum Lernzielproblem, Ratingen
1972.

[6] Wittmann, E.: Grundfragen des Mathematikunter-
richts, Braunschweig 1974.

(1) Fur uber diesen Artikel hinausgehende mathemati-
sche Aussagen zur Teilbarkeitsrelation vergleiche
man: Padberg, F.: Elementare Zahlentheorie, Freiburg
1976 (3. erweiterte Auflage).

(2) Wir betrachten hier die naturlichen Zahlen ohne
die Zah! Null.

(3) Leicht abgeé&ndert nach: Neunzig-Sorger, Wir ler-
nen Mathematik, 4. Schuljahr, Herder Verlag

(4) Gamma 6, Mathematik, Klett Verlag

(5) Oehl-Paizkill, Die Welt der Zahl — Neu, 3. Schul-
jahr, Schroedel-Verlag.

(6) Gamma 6: Hauptschule und Grundband

(7) Gamma 6: Gymnasium

(8) In den Schulbuchern ist dagegen die Abfolge zwi-
schen Teilbarkeits- und Vielfachenrelation sehr unter-
schiedlich: zum Teil wird zun&chst seitenlang die
Teilbarkeits- und dann seitenlang die Vielfachenrela-
tion behandelt bzw. zunachst die Vielfachenrelation
und dann die Teilbarkeitsrelation, und nur vereinzelt
gibt es Ansatze zu einer integrierten Behandiung im
Sinne des operativen Prinzips.

(9) Man vergleiche hierzu ggf. meinen sehr ausfuhrli-
chen Aufsatz: ,Teilbarkeitsgraphen von Teilermen-
gen in der Zeitschrift: Der Mathematikunterricht,
2/1973, S. 16—35.

(10) Man vergleiche auch: Padberg, F., Elementare
Zahlentheorie, Freiburg *1976.

(11) Auch das Klassifizieren und Ordnen kann par ex-
cellence durch die Teilbarkeitsrelation eingelbt wer-
den.

(12) Hat man bei der Argumentation mit Strecken (in
dieser Klassenstufe unbegrindete, da nur |N be-
kannt!) Bedenken, weil die Langen einen divisiblen
GroBenbereich bilden (und damit die Eigenschatt,

daB die vorkommenden Zahlen jeweils alle natirliche
Zahlen sein muissen nicht deutlich genug heraus-
kommt; beim Messen genigt, wenninn -a = b nur
n €IN), kann man mit ,,Punktmengen‘ argumentie-
ren.

(13) Beim ersten Beweis ist es im Sinne mathemati-
scher Eleganz stérend, daB wir Summen aus d Sum-
manden nicht volistandig hinschreiben kénnen. Der
dahinterstehende Beweisgedanke ist jedoch nahelie-
gender und allgemeiner anwendbar, daher bewirkt er
vermutlich ein besseres Behalten.

(14) Oehli-Palzkill, Welt der Zahl — Neu, 4. Schuljahr,
Schroedel-Verlag.

(15) Beispiel: 7| 14 - 11 - 35; denn
14-11-35=7-(2-11- 35).

(16) Die Teilbarkeitsrelation ist eine identitive Ord-
nungsrelation. Sie ist in geeignet ausgewéhlten Teil-
mengen linear, generell ist sie nicht linear.

(17) Man vergleiche: Padberg, F., a. a. O.

(18) Kahle macht zu Recht darauf aufmerksam, daB
viele inhaltlich wichtige Stoffe oft einen relativ hohen
Schwierigkeitsgrad haben, so daB sie fir seibstandi-
ges Entdecken und Beweisen durch Schiler weniger
geeignet sind.

{19) Es fehlte eine Behandiung der Summen- und Dif-
ferenzregel sowie damit zusammenhéngender Frage-
stellungen, der Hasse-Diagramme mit ihren breiten
Einsatzmdglichkeiten, eine Behandlung der Zusam-
menhange zwischen der Teilbarkeitsrelation und der
Inklusion der zugehdrigen Teilermengen oder auch
des groBen Gebietes der Teilbarkeitsregeln usw. Far
die mathematischen Grundiagen der genannten Ge-
biete vergleiche man: Padberg, F., a. a. O.

5. Griinde fiir eine
Behandlung der Teil-
barkeitsrelation (und
ihrer Eigenschaften)
im Unterricht

Literatur
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