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Numerische Behandlung

gewohnlicher Differentialgleichungen

im Mathematikunterricht

Teil 1

Von Peter Rasfeld in Miilheim-Ruhr

1. Einleitung

Differentialgleichungen besitzen eine
zentrale Bedeutung bei der Beschreibung
dynamischer Prozesse etwa aus der Phy-
sik, Chemie und Biologie. Als Beispiele
seien hier nur erwdhnt Einschaltvorginge
in elektrischen Netzwerken, Schwingun-
gen mechanischer Massensysteme, Plane-
tenbewegungen, Konzentrations-Zeit-
Verfiufe chemischer Reaktionen und Po-
pulationsentwicklungen. Insofern bieten
Differentialgleichungen vielfache Gele-
genheiten zum ,,Mathematisieren*, einem
Prinzip, dessen Rolle fiir den Mathema-
tikunterricht heute unumstritten ist (vgl.
{1, S.63], (2, S. 27].

Ein MathematisierungsprozeB endet aber
nicht damit, daB zu einer gegebenen Aus-
gangssituation durch Abstraktion ein ma-
thematisches Modell (d.h. hier eine Dif-
ferentialgleichung oder ein Differential-
gleichungssystem) entwickelt wird. Viel-
mehr miissen mit Hilfe geeigneter mathe-
matischer Verfahren aus dem Modell
SchiuBfolgerungen gezogen und wieder
auf die Ausgangssituation iibertragen
werden. An ihr ist zu prifen, ob dic auf
diese Weise gewonnenen Aussagen
realistisch und akzeptabel sind; anderen-
falls ist das Modell zu verindern oder gar
zu verwerfen (vgl. dazu das Schema in [1,
S. 64)).

Differentialgleichungen als mathemati-
sche Modelle dynamischer Systeme kdn-
nen damit in einem anwendungsorientier-
ten Mathematikunterricht nur dann von

Bedeutung sein, wenn mit den Schiilern
Verfahren erarbeitet werden, mit denen
sich Losungen von Differentialgleichun-
gen sowie Eigenschaften derselben ermit-
teln lassen. Auf diese Weise konnen Vor-
hersagen iiber das modellierte System ge-
troffen und Einsichten in sein Verhalten
unter verschiedenen Bedingungen ge-
wonnen werden.

Nun kommt eine analytische Behandlung
von Differentialgleichungen in der Se-
kundarstufe 11 wohl nur in sehr einfachen
Fillen in Frage. Ganz davon abgesechen,
daB sich ohnehin nur die wenigsten Dif-
ferentialgleichungen in hinreichend ein-
facher Form geschlossen ldsen lassen,
und man selbst dann oftmals keine
brauchbare Mdoglichkeit gewonnen hat,
zu vorgegebenen Werten der unabhiingi-
gen Verdnderlichen die der abhidngigen
zu berechnen (vgl. z.B. (22)), sind be-
kanntlich je nach Art der vorliegenden
Gleichungen ganz unterschiedliche Me-
thoden anzuwenden. Von der Vielzahl
dieser Verfahren konnen im Unterricht
aus Zeitgriinden und unter Beriicksichti-
gung der Vorkenntnisse der Schiller si-
cherlich nur sehr wenig erarbeitet wer-
den. Gegen eine analytische Behandlung
in einem anwendungsorientierten Unter-
richt spricht ferner, dafl eine solche bei
geringfiigigen Anderungen einer Diffe-
rentialgleichung sehr erschwert oder gar
unmoglich gemacht werden kann. Daher
lassen sich entgegen den o.a. Zielvorstel-
lungen Differentialgleichungen hier nicht

_ohne weiteres verdndern, beispielsweise
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um zu einer der Wirklichkeit besser ange-
paBten Beschreibung zu gelangen.

Gerade aus dieser Perspektive bieten sich
numerische Verfahren an, die von der be-
sonderen Form einer zu l9senden Diffe-
rentialgleichung weitgehend unabhingig
sind. Praktikabel wird ithre Anwendung
wegen des hohen Rechenaufwandes al-
lerdings erst in Kombination mit elektro-
nischen Digitalrechnern, die heute aber
in Schulen in Form von Klein-Compu-
tern weit verbreitet sind. Mit ihrer Hilfe
lassen sich auch gemifl den genannten
Forderungen Parameter und Anfangs-
werte leicht verandern und die hierdurch
bedingten Auswirkungen bei Ausgabe der
Losungen in Form von Kurven auf einem
Bildschirm oder Plotter beobachten.

Daneben sind andere Wege fiir die Bear-
beitung von Differentialgleichungen in
einem anwendungsorientierten Mathema-
tikunterricht denkbar. Insbesondere ist
die ,instrumentelle” Lésung mit Hilfe
des Analogrechners zu erwihnen, der an
Koeffizientenpotentiometern  ebenfalls
ein miitheloses Variieren von Anfangswer-
ten und Parametern gestattet. Die Losun-
gen werden in Kurvenform mittels eines
Oszilloskops sichtbar gemacht oder mit-
tels eines {/y- bzw. x/y-Schreibers aufge-
zeichnet. Es ist hier jedoch nicht der Platz
ausfiihrlich auf die Vorziige und Nach-
teile von Digital- und Analogrechnern
einzugehen. Im Augenblick bleibt festzu-
halten, daBl Analogrechner nur in gerin-
gem Umfang in Schulen zum Einsatz ge-
langen, u.a. sicherlich wegen ihres im
Vergleich zum Digitalrechner sehr be-
grenzten Einsatzrahmens. Von daher er-
scheint die Anwendung numerischer Me-
thoden zur Losung von Differentialglei-
chungen mittels Digitalrechnern fiir den
Schulunterricht naheliegender.

Was weitere Verfahren betrifft, etwa
graphische oder Betrachtungen in Pha-
senebenen, so sei auf die Ausfiihrungen
im folgenden verwiesen. Angemerkt sei
ferner, daBB man Differentialgleichungen
auch unter anderen Perspektiven in den

Mathematikunterricht einbezichen kann,
etwa auf rein mathematischer Ebene zur
Definition von Funktionen, was ein ganz
anderes Vorgehen erfordern kann.

Im Rahmen einer Behandlung von Diffe-
rentialgleichungen als  mathematische
Modelle dynamischer Systeme erscheinen
numerische Verfahren aus den genannten
Griinden am geeignetsten. Hier soll ge-
zeigt werden, wie man diese im Unter-
richt mit den Schiilern erarbeiten kann.
Ein Verstindnis fiir solche Verfahren
beinhaltet, daB z.B. geklart wird, unter
welchen Voraussetzungen diese iber-
haupt angewendet werden konnen, wel-
che Ursachen fiir die auftretenden Fehler
vorliegen, wie man deren GriBenord-
nung abschitzen und wie man sie im Ver-
lauf einer Rechnung kontrollieren kann.
Daher werden auch solche Fragen im fol-
genden behandelt.

Nicht eingegangen werden soll dagegen
auf die Umsetzung der Verfahren in Pro-
gramme fiir digitale Rechenanlagen.
Hierzu sind nur recht bescheidene Pro-
grammierkenntnisse erforderlich, so daf3
auch solche Schiiler mitarbeiten kdnnen,
die nicht das Fach Informatik gewihlt
haben. Wiinschenswert, wenn auch eben-
falls nicht unbedingt erforderlich ist, daB
die Schiiler bereits numerische Kennt-
nisse bei anderen Gelegenheiten gewin-
nen konnten. Gegebenenfalls miissen
Begriffe wie z. B. der der Konvergenzord-
nung an entsprechenden Stellen einge-
fiihrt werden.

In den folgenden Abschnitten soll be-
schrieben werden, wie man die Schiiler
mit unterschiedlich schnell konvergieren-
den , Einschrittverfahren** zur Losung ge-
wohnlicher Differentialgleichungen 1.
Ordnung, die in der expliziten Form

(1) y'= fx,y)

vorliegen mdgen, vertraut machen kann.
Anschliefend wird gezeigt, wie man sol-
che Verfahren leicht fiir explizite Diffe-
rentialgleichungssysteme erweitern kann.
Damit 146t sich schlieBlich auch die Be-

282

PM 29 (1987) Nr. 5 (PM-Computerpraxis, Seite 74)



P-Lomputerpranis

Fig. 1

arbeitung expliziter Differentialgleichun-
gen hoherer Ordnung erschlieBen, da sich
solche in explizite Differentialgleichungs-
systeme 1. Ordnung verwandeln lassen
(vgl. die Bearbeitung von (24) sowie [3,
S. 27)).

Die Anwendbarkeit dieser Verfahren
stellt an die Differentialgleichungen bzw.
Systeme solcher, auBer daB sie in explizi-
ter Form vorliegen miissen, einige Vor-
aussetzungen. Insbesondere erfordert die
Konvergenz der Verfahren u.a. die Erfil-
lung einer Lipschitzbedingung, worauf,
wie im folgenden vorgeschlagen wird, im
Zusammenhang mit graphischen Verfah-
ren eingegangen werden kann.

2. Das Richtungsfeld als
geometrisch-intuitive Interpretation
einer Differentialgleichung

Durch (1) wird jedem Punkt (x, y) eines
Gebietes G der x-y-Ebene, in dem f als
reellwertige Funktion erkldrt sei, eine
Steigung y’ zugeordnet. Jeder Punkt (x, y)
wird auf diese Weise zu einem Linienele-
ment (x,y,y’), deren Gesamtheit ein
Richtungsfeld bildet (zum Richtungsfeld

vgl. z.B. {4, S. 382-388], detaillierte Hin-
weise zur Konstruktion findet man in [5,
S. 361-376]).

Fig. 1 zeigt das Richtungsfeld der Diffe-
rentialgleichung y’ =x?+y?, die sich nicht
elementar integrieren ldBt, mit einigen,
durch Polygonziige angendherten Lo-
sungskurven. Fiir deren Konstruktionen
sind die sogen. Isoklinen hilfreich, Kur-
ven, in deren Punkten jeweils die durch
(1) festgelegte Steigung konstant ist. In

Fig. 1 bilden die Isoklinen konzentrische

Kreise x*+y’=c um den Ursprung mit

den Radien r=yc =/y".

Aus mehreren Griinden erscheint es rat-

sam, mit dem Zeichnen solcher Rich-

tungsfelder im Unterricht zu beginnen:

e Sie liefern eine anschautiche Interpretation
von (1).

e Von ihnen aus kann man zwanglos zu einem
ersten numerischen Verfahren, dem Euler-
schen Polygonzugverfahren, tibergehen.

e Wihrend ein numerisches Verfahren zu ei-
nem gegebenen Anfangswert

Q) yx)=ro

ndherungsweise stets nur eine spezielle (par-
tikuldre) Losung liefert, gewinnt man mit ei-
nem Richtungsfeld zumindest einen groben
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Uberblick iiber die allgemeine Losung.
Wann immer es notwendig erscheinen mag,
kann man bei spiteren Gelegenheiten auf
Richtungsfelder zuriickgreifen.

e Richtungsfelder zu Differentialgleichungen
wie z.B. y'=3y*? (vgl. [3, S. 14 u. 51), [4,
S. 386-387]) bieten sich dazu an zu ,eror-
tern*’, unter welchen Voraussetzungen es zu
einem gegebenen Punkt (x, y) genau eine Lo-
sungskurve gibt, die durch diesen Punkt ver-
lauft. ’

Dies ist unter folgenden Bedingungen der
Fall:

Ist die Funktion f auf einem Streifen
S={(x,y)|a<x<b,y€ R} definiert, stetig
und erfiillt eine Lipschitzbedingung be-
ziiglich y, d.h. gilt

3) Sy -fix, pI<Lly-7l

mit LER>’ x€[a, b] und y, 7€ R, dann
gibt es zu jedem xoE|a, b} und y,ER ge-
nau eine Ldsung y=y(x) des Anfangs-
wertproblems (1), (2), die im ganzen In-
tervall [a, b] existiert (vgl. [6, S.97 u.
98)).

Die Lipschitzbedingung ist insbesondere
dann erfiillt, wenn f in S partiell nach y

differenzierbar ist, und —gj—r stetig und be-
y

schrinkt ist. Von diesem Satz wird an
spéteren Stellen beim Nachweis der Kon-
vergenz der Verfahren und Fehlerab-

schitzungen wiederholt Gebrauch ge-
macht.

Wenn auch Richtungsfelder eine wert-
volle Hilfe bei der Erarbeitung numeri-
scher Verfahren und ihrem anschlieBen-
den Gebrauch sein kénnen, so ist eine al-
leinige Beschrinkung auf solche, orien-
tiert man sich an den eingangs genannten
Leitideen, abzulehnen: Fiir die Unter-
richtspraxis kommt wohl nur die Kon-
struktion von Richtungsfeldern fiir Diffe-
rentialgleichungen 1. Ordnung in Frage,
die bereits hier sehr aufwendig und zeit-
raubend sein kann. Variationen von Para-
metern zur Einsicht in das durch die be-
treffende  Differentialgleichung model-
lierte System erfordern jeweils eine vél-

lige Neukonstruktion des Richtungsfel-
des und sind damit kaum durchfiihrbar.

3. Die Herleitung des Eulerschen
Polygonzugverfahrens iiber eine
graphisch motivierte Version

Yom Richtungsfeld aus ldBt sich leicht
die Durchfiihrung einer graphischen
Version des Eulerschen Polygonzugver-
fahrens motivieren. Ist man nicht an der
allgemeinen Lésung einer Differential-
gleichung, sondern nur an einer durch ei-
nen vorgegebenen Anfangswert festgeleg-
ten partikuldren Losung interessiert, so
wird man sich auf das Zeichnen eines
einzelnen Polygonzuges, der die durch
den betreffenden Punkt (x,, y;) gehende
Losungskurve annihert, anstelle des ge-
samten Richtungsfeldes beschrinken
wollen. Nach vorangehend erfolgten
Ubungen zum Richtungsfeld ist es nahe-
liegend, die Konstruktion eines solchen
Polygonzuges in folgender Weise vorzu-
nehmen: '

Das in Frage kommende Intervall [x;, X.]
wird mit der Schrittweite » in zunéchst a
gleiche Teile zerlegt, wodurch man die
Gitterpunkte x,=xy+i-h mit i=0,1,2,
..., n, n>0 gewinnt. Da die Steigung der
Tangente an die gesuchte Losungskurve
im Punkte (xo, yo) durch die Differential-
gleichung bekannt ist, geht man von die-
sem Punkt aus lings der Tangenten bis
zum Schnittpunkt mit der Vertikalen
durch x,=x,+h weiter und erhilt hier
die Ordinate 7, =7n(x,, h), die einen Ni-
herungswert fiir den exakten Wert
yi=y(x;) darstellt. (Im folgenden wird
anstelle von y(x;) und n(x;, h) i.a. kurz y;
bzw. 1; geschrieben, wobei zu betonen ist,
daBl die Niherungswerte auBer von x
auch von der benutzten Schrittweite h ab-
hidngen). Durch Einsetzen von x, und 7,
in (1) gewinnt man die Steigung im
Punkte (x,, 77;) (die wegen 5, = y, i.a. nur
niherungsweise mit der Steigung im
Punkte (x,, y,) iibereinstimmen wird), von

dem aus sich das Verfahren fortsetzen
1aBt.
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Fig. 2

Fig. 2 zeigt es fiir das Anfangswertpro-
blem y'=y, y(0)=1 bei einer Schrittweite
von h=0,1 im Intervall [0, 1]. Die exakte
Losung ist bekanntlich y=e".

Die rechnerische Formulierung des Ver-
fahrens fiihrt nun zu einer Rekursionsfor-
mel, zu der sich leicht ein Programm fiir
einen Rechner schreiben 1dBt. Fir die
Steigung der Tangente durch die Punkte
(X0, yo) und (x,, 77,) gilt

M—Yo
X3 —Xp

= y'(xo0) = f{xp, ¥0).

Mit iy =y, und x, —xo=h erhilt man

i =1o+/(xs, No)h und entsprechend
M2=1 +f()_f|, mh

Ny=T1,_ +f(xn- 15 i - l)h
Dies fiithrt zu der Rekursionsformel
@ n=n+fx, )k

mit x,'+|=x,'+h=x0+(i+ l)h
firi=0,1,2,...,n—~1.

Die Herleitung von (4) aus dem Anfangs-
wertproblem (1), (2) 148t sich auch ohne
Rickgriff auf die geometrische Interpre-
tation im Unterricht vornehmen, wenn
auch dem hier beschriebenen Weg aus
den o.a. didaktischen Erwigungen der
Vorzug gegeben werden sollte. Eine Mog-
lichkeit besteht darin, in (1) y’ durch ei-
nen Differenzenquotienten zu ersetzen
(vgl z.B. [6, S. 101-102], [7, S. 83]). Dane-
ben kann man (4) iiber die Integralglei-
chung (5) oder iiber eine Taylorentwick-
lung derexakten Losung herleiten (vgl.
[8, S. 342)).

Wie schon bemerkt, 148t sich das Verfah-
ren, leicht auf einer Rechenanlage imple-
mentieren. Fig. 3 zeigt den Computeraus-
druck fiir das Anfangswertproblem y'=y,
»(0)=1 mit der exakten Losung y=e". Es
wurde hier wie im folgenden bewuft die-
ses ganz einfache Beispiel gewihlt, da
dessen exakte Losung den Schiilern si-
cherlich bekannt und somit Gelegenheit
gegeben ist, die Giite der Niherungs-
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Fig. 3

werte zu kontrollieren. Auch Numeriker
selbst verfahren oft in dieser Weise. ,,Will
man die Giite des Verfahrens testen, so ist
es durchaus verniinftig, mit Beispielen zu
arbeiten, die unmittelbar zu durch-
schauen sind, deren theoretisches Ergeb-
nis man genau kennt, so daBl die nume-
risch gewonnenen Resultate an den theo-
retischen gemessen und damit die Fehler
genau angegeben werden kénnen. Dies
ist der Grund, daB allzu oft dem Aufen-
stehenden naiv oder selbstverstindlich
erscheinende Beispiele als Beleg angege-
ben werden* [9, S. 23],

Fig. 3 entnimmt man, daB bei einer
Schrittweite von h=2"" bereits bei x= 1|
ein prozentualer Fehler von rund 5,6%
auftritt, der zunehmend gréBer wird und
bei x=10 schon etwa 43,9% betrigt. Die
Niaherungswerte weichen bei wiederhol-
ter Anwendung des Verfahrers immer
stirker von den exakten Werten ab (vgl.
auch Fig. 2) und werden schnell véllig
unbrauchbar. Erneute Anwendungen des
Eulerschen Polygonzugverfahrens mit
kleineren Schrittweiten liefern geringere
Fehlerwerte (h darf allerdings nicht belie-
big klein gewahlt werden; vgl. Ausfiih-
rungen zu Fig. 5).

~Im Unterricht kann dies zum Anla8 ge-

nommen werden zu erdrtern, wie diese
Fehler zustande kommen, wie man deren

GrdBenordnung abschitzen kann, und ob
das Verfahren konvergiert, d.h. ob fir
h—0 an einer festen Stelle x; die Nihe-
rungswerte 7(x;, h) gegen die exakte Lo-
sung y(x;) streben.

4. Fehlerquellen

Zunichst ist festzustellen, daB zwei Arten
von Fehlern vorkommen, Verfahrensfeh-
ler und Rundungsfehler. Letztere treten
prinzipiell bei Berechnungen mit Digital-
rechnern auf und sind kein spezifisches
Problem bei numerischen Behandlungen
von Differentialgleichungen, weshalb
hier nur die Verfahrensfehler genauer be-
schrieben werden sollen. Soweit nicht in
Zusammenhang mit anderen numeri-
schen Problemen bereits geschehen, ist
im Unterricht natiirlich auch auf die Run-
dungsfehlerproblematik einzugehen (vgl.
z.B. [10, S. 4 bis 8]). Bei Abschatzungen
fir Verfahrensfehler im folgenden wird
stets vorausgesetzt, da3 in den durchzu-
filhrenden Rechnungen keine Rundungs-
fehler auftreten.

Die Differenz E(x,, h)=n, -y, zwischen
dem durch n-malige Anwendung eines
Verfahrens (also hier dem Eulerschen Po-
lygonzugverfahren) berechneten Nihe-
rungswert 77, und dem exakten Wert y,
der Losung des Anfangswertproblems (1),
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Fig. 4

(2) an der Stelle x, bezeichnet man als
globalen Fehler. Er hat folgende Ursa-
chen:

Ist y = y(x) eine Losung des Anfangswert-
problems (1), (2), so gilt fiir alle x aus
dem Definitionsbereich dieser Funktion

y'(x)=f(x, y(x)), y(x0)=Jo-

Hieraus gewinnt man durch Integration
die dquivalente Integraigleichung

X

yx)=yo+ | S, y(t))d1

XNg

und fiir den exakten Wert y(x; . )
(5) ylma=p)+ | i p0)dr.

Ein Vergleich von (5) mit (4) zeigt, daB
das Integral beim Eulerschen Polygon-
zugverfahren nach der Rechteckmethode
approximiert wird (vgl. Fig. 4, [4, S. 389-
391), [8, S. 341-342)).

Der Quadraturfehler, der bei Berechnung
von y(x;,,) von dem in Fig. 4 exakt vor-
gegebenen Wert y(x;) aus hervorgerufen
wird, geht in die nachfolgenden Berech-
nungsschritte ein. Von x;,, an weicht
nicht nur die berechnete Ordinate 7,4,
von dem exakten Wert y;,, ab, sondern
wegen der y-Abhingigkeit der Funktion f

in (1) auch die berechnete Steigung im
Punkt (x; , 1, 7+ 1) von dem exakten Wert
der Steigung der Funktion y=yp(x) im
Punkte (x;,,yi+;). Dies kann dazu fiih-
ren, dafl die Niherungswerte immer stir-
ker von den wahren Werten abweichen,
wie das bei der Exponentialfunktion zu
beobachten ist (vgl. auch Fig. 2 u. 3).

5. Konvergenz des Eulerschen
Polygonzugverfahrens und
Fehlerabschitzungen

Der im folgenden beschriebene Weg zum -

Nachweis der Konvergenz des Euler-Ver-
fahrens sowie zur Fehlerabschitzung ist
recht anspruchsvoll. Bei fehlenden Vor-
kenntnissen der Schiler kann man gege-
benenfalls hierauf verzichten und statt-
dessen empirisch vorgehen, wie dies im

‘AnschluB gezeigt wird.

Es wird vorausgesetzt, daB f der Bedin-
gung (3) geniigt und daB die damit exi-
stierende Losungsfunktion y=y(x) des
Anfangswertproblems (1), (2) in dem in-
teressierenden Intervall g <x <b zweimal
stetig differenzierbar sei.

Als lokalen Fehler £(x; ., ) an der Stelle

X;;1 bezeichnet man den Fehler, der
durch einmalige Anwendung eines Ver-
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fahrens (hier dem Euler-Verfahren) von
dem exakten Anfangswert (x;, y;) aus bei
der Schrittweite h hervorgerufen wird

(X1, X;+1€[a, b]; vgl. Fig. 4). Um diesen -

zunichst abzuschiitzen, bestimmt man
Yi+1 mit Hilfe des Taylorpolynoms der
Ordnung 1 zu y= y(x) an der Stelle x;:
Y1) =y ) +y' () (x; 41— x;)

+ %}’"(’fﬁ)' (X4 1= %)
mit x; <& <x, .
Mit X, =x;=h und y'(x;)=f(x; ;) er-
hilt man

(6) y(xis)=y(x)+h f(x;, y;)+%h’y"( &).

Wendet man das Eulersche Polygonzug-
verfahren von dem exakt vorgegebenen
Punkt (x;, ;) aus an, so erhilt man

M) Misr=yi-hf(x, ).

Aus (6) und (7) gewinnt man -
e, B)=1i4, —y(Xis1)

=—3hy"(£), X <& <xiy.
Nach den oben gemachten Annahmen ist
y“x) auf [a,b] beschrinkt, also
[y"(x)| <M und mit { M=c wird

(8) '8(Xg+ Iy h)l SC'hz.

Nunmehr ist es moglich, den Betrag des
globalen Fehlers an einer Stelle x,, abzu-
schitzen (vgl. [7, S.92-93)). Fir E(x, h)
und &(x;, k) wird abkiirzend E; und &; ge-
schrieben.

Es ist |E}+l""ﬂj+l‘)’j+||=i,¥j+l"ﬂj+|',
und es sei %; ,, ein durch einmalige An-
wendung des Euler-Verfahrens von der
exakten Stelle (x;, y;) aus berechneter Na-
herungswert an der Stelle x; , , mit

ﬂ}n_")’j"'hf(xf,yj)-
Dann ist

'EH- 1) - |,Vj+ 1 ""ﬂ_}+l +ﬁ}+ 1 ;"771'+J|l
=y fiv1+y +hf(xh."j);
~ 1 —h f(x;, m)l
= I(y;-.-n "'“ﬂj+ I)+(yj""7’i)
+h(f0x;, )~ f (x5, )
sleaf+Ej|

+h{f(x, ) —1fx;, n))l.

Da f, wie gefordert, der Bedingung (3) ge-
niigen soll, gilt

L x50 ) = (x;, )
SLij_qj[‘LlEjl mit LeR*°,
Damit ist

1Ej 1l Slgp e | +IE| +ALIE})

-IE}'(] +’IL)+'8;+&|.

Mit (8) erhilt man

|Ej+ | SIEI(L+hL)+ch?.

Ist Eq=0, so gilt

IE\|<ch?,

IEASIEN(1+hL)+ch?
<ch*(14+hL)+ch?
wch?(14+(1+hL)],

IEs|<IEjl(1+hL)+ch?

Sch*[1+(1+hL)() +hL)+ch?
=ch*{(14AL)Y+(1+ L))+ ch?
=ch*[1+(1+hL)+(1+AL)}

Mittels vollstindiger Induktion folgert

man

) IE sch*1+(1+hL)+(1+hL)?
+...+(+hL)"".

Ist L=0, so erhsilt man |E,|Sch*n=chnh

und mit rh =x, —x, wird

(]9) iEnl SCh(xtn—xﬂ)'

Fir L>0 wird, da der Term auf der rech-
ten Seite in (9) ecine geometrische Reihe
darstellt,
1+hL)" ~1
< ch?. .(__._._____
|Ent < ch (A+AL)1
(+hL)" -1
mch .2 70
¢ L
Mit (1+hL)"<e™lerhilt man schlieB-
lich

enhl.___l

(11) |E,l =ch-

e(x,, —x)L _ 1

L

(10) und (11) entnimmt man, daB unter
den genannten Voraussetzungen filir ei-
nen festen Punkt x, der globale Fehler
mit h gegen 0 geht und das Euler-Verfah-
ren damit konvergiert.

Prinzipiell lieBen sich mit diesen beiden
Ungleichungen obere Schranken fiir den
Betrag des globalen Fehlers bestimmen.
Fur Fehlerabschitzungen in der Praxis

=ch
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4 H HREHERUMG AB%, FEHLER
1 3.5 2.23 -8, 46828183
I 2.125 2.56%7845 -8, 15249733
3 3,83125 2.6769901 -@,04129173
7 .78124959E-82  2,7077389 -8, 818542886
3 «1953125E-02 2,7136317 -. 26501 128E~-02
11 .48828124E-83  2.T7176175 -.66436175E-83
. E-g3  2.718112 -, 1698629903
 AEUSER LHBNs SRR
17 L 7E293944E-€5  2.7182495 -. 3238106 1E~-04
i8 « 1 99734B86E-85  2.7182434 -. 384561 72E-04
Fig. §
Fig. 6

’ i o e e st ity
1234656789 10N1208u156711819 .

sind solche aber zu grob und die damit [a,d]), sowie zur Abschitzung von

verbundenen Rechnungen zu aufwendig. L max of(x, y)l
ay |

So hat man zur Abschétzung von ¢
max|y”(x)| in [a, b] zu bestimmen (oder, Wendet man (11) auf das Anfangswert-
falls y = y(x) nicht bekannt ist, wegen problem y’=y mit y(0)=1 an der Stelle
Y (x) = fo(x, y () + 15 (x, y(x)) -y’ (x) x=1 und der Schrittweite h=52_*3 an, so

= £ (x, y(x)) +£,.(x, y(x))-f(x, y(x)) ergibt sich folgende Situation: Mit
Schranken fiir die Betrige von £, f;, f, in maxly“(x)I=¢ wird c=1e und wegen
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max 1 werde L= 1 gesetzt. Mit-

of(x, y) | _
oy

hin ist |E,I<4-0,125(e — 1)=~0,29192339.
Tatsdchlich ist der Betrag des Fehlers
(einschlieBlich Rundungsfehler) aber
0,15249733 (vgl. Fig. 3), die angegebene
Schranke also fast doppelt so groB.

Aus diesen Griinden versucht man, den
jeweiligen Fehler im Verlaufe einer Rech-
nung nicht dber (10) bzw. (11), sondern
auf andere Weise zu kontrollieren, wor-
auf im weiteren noch eingegangen wird.
Fiir die Anwendung des Eulerschen Poly-
gonzugverfahrens im Unterricht ist die
Herieitung von (10) und (11) daher nicht
unbedingt erforderlich. Bei fehlenden
Vorkenntnissen der Schiiler kann man
sich, wie schon gesagt, darauf beschrin-
ken, die Konvergenz empirisch zu verifi-
zieren.

Fig. 5 zeigt mit Hilfe des Euler-Verfah-
rens berechnete Naherungsldsungen des
Anfangswertproblems y’'=yp, y(0)=1 an
der Stelle x=1 fiir Schrittweiten von
h=2"" n=1,3,5,...,19. Verwendet
wurde ein Rechner mit 15stelliger Genau-
igkeit.

Der Betrag des globalen Fehlers nimmt
mit kleiner werdendem h erwartungsge-
mif zundchst ab, ist aber bei h=2""°
wieder groBer als bei A=2""", Grund da-
fir ist, daB mit kleiner werdendem A im-
mer mehr Rechenschritte durchzufiihren
sind, wodurch die Rundungsfehler (die in
die 0.a. Betrachtung ja nicht einbezogen
worden sind) immer starker ins Gewicht

fallen und schlieBlich den Verfahrensfeh-
ler iiberwuchern.

Einen guten Uberblick iiber das Verhal-
ten des globalen Fehlers bei verinderli-
cher Schrittweite # gewinnt man mit einer
graphischen Darstellung. In Fig. 6 ist al-
lerdings nicht |E| gegen A aufgetragen
worden, sondern, da sich die Werte bei-
der Gr6éBen iiber mehrere Zehnerpoten-
zen erstrecken, die negativen Logarith-
men derselben. Bequemerweise sind die
Logarithmen zur Basis 2 gewzhlt worden,

- S

da alle h-Werte Potenzen von 2 sind (vgl.
auch [7, S. 84-86].

Fig. 6 entnimmt man, daB im Intervall
5< ~log,h<13 die Punkte ziemlich ge-
nau auf einer Geraden mit der Steigung |
liegen, fiir die niherungsweise gilt

—log; |El= —0,55—1-log,h und damit
|[El=1,5h.

Der Betrag des globalen Fehlers nimmt
hier also anndhernd proportional zu A
ab.

6. Das Verfahren von Hean

Auf dem hier beschriebenen Weg ist es
im Unterricht naheliegend, das Ewlersche
Polygonzugverfahren zu verbessern, in-
dem man zur Verringerung des Quadra-
turfehlers anstelle der rohen Rechteck-
summen z.B. die Trapezregel heranzieht.
Mit dieser erhilt man

f(xiq ”i)+f(xi+ ls ni-{- |) . h
2
Der unbekannte Wert 7, , tritt auch auf
der rechten Seite in (12) als einer der Ar-
gumente von f auf. Da eine Auflésung
der Gleichung nach 7,,, in der Regel
nicht méglich ist, bietet sich an, zunichst
mit Hilfe des Euler-Verfahrens einen er-
sten Niherungswert 1, ,=n,+hf(x;, 1)
abzuschitzen und unter Verwendung die-
ses Wertes anstelle von 7, auf der rech-
ten Seite in (12) einen verbesserten Nihe-

rungswert 7, , zu bestimmen. Auf diese
Weise gewinnt man

(13) Biv1=1;
+f(xn 1) +f0x; 0, 0+ (i, 1) h
2

mit x,-+|=x,-+h-—-x0+(i+ l)h
firi=0,1,2,....,n—1.

Um zu zeigen, daB (13), auch als Verfah-
ren von Heun oder als Pridiktor-Korrek-
tur-Methode bezeichnet, eine wirkliche
Verbesserung gegeniiber dem Eulerschen
Polygonzugverfahrens liefert, kann man
eine Schranke fiir den lokalen Fehler her-

(12) iy =1m +
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leiten und mit der des Euler-Verfahrens
vergleichen. Unter den schon bei der
Herleitung von (8) gemachten Vorausset-
zungen sowie der zusitzlichen Annahme,
daB y=y(x) in dem fraglichen Intervall
dreimal stetig differenzierbar sei, 1i6t
sich zeigen, daB das Heun-Verfahren mit
der Taylorentwicklung der exakten Lg-
sung bis zum Glied 2. Ordnung iiberein-
stimmt und der lokale Fehler mit einer
um | gréBeren Potenz von A gegen Null
geht als beim Euler-Verfahren (vgl. z.B.
[8, S. 355)). Eine Halbierung der Schritt-
weite fithrt daher beim Eulerschen Poly-
gonzugverfahren zu einer Reduzierung
der Schranke des lokalen Fehlers um den
Faktor , beim Heun-Verfahren dagegen
um den Faktor }.

Der globale Fehler des Heun-Verfahrens
kann analog zu dem des Euler-Verfahrens
ermittelt werden, wobei sich zeigt, daB
dieser mit h* gegen Null geht.

Die Fehlerabschitzungen beim Heun-
Verfahren sind allerdings schwieriger als
beim Euler-Verfahren (es werden u.a.
partielie Differentiation und Taylorrei-
henentwicklungen von Funktionen zweier
Verinderliche bendétigt), so daB, wenn
schon dort, hier erst recht fraglich ist, ob
sie im Unterricht behandelt werden kon-
nen.

Madglich ist es dagegen, das Verhalten des
globalen Fehlers fiir h—0 wieder empi-
risch z.B. im Zusammenhang mit dem
‘Anfangswertproblem y'=y, y(0)=1 zu
untersuchen. Die graphische Darstellung
hierzu in Fig. 6 zeigt eine Gerade mit der
Steigung 2. Es ist

—log, |El = 1,32 2log,h und damit
|E| ~0,40h2,

Der Betrag des globalen Fehlers nimmt
hier also annihernd proportional zu A’
ab.

Anschrift des Verfassers:
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