struktionen anzufertigen waren, konnten
auller den herkémmlichen Zeichengeri-
ten auch die Rechner eingesetzt werden.
Bei den Konstruktionsproblemen (vor-
wiegend Dreiecks-Konstruktionen) wur-
den zundchst anhand einer Planfigur er-
ste Uberlegungen iiber die Reihenfolge
der Konstruktions-Schritte angestelit.
Das Programm wurde dann in Gruppen-
arbeit direkt an den Rechnern entwik-
kelt.

Die hohe Motivation, mit der die Schiiler
an den Rechnern arbeiteten, lieB auch
nach mehreren Wochen kaum nach. Der
Umgang mit der Konstrukt-Sprache war

Anschrift des Verfassers:

@M_mnpmﬂmmffis

ihnen nach einiger Zeit so vertraut, daB
sie in der Lage waren, auch ohne Kon-
trolle durch den Rechner Konstruktions-
Programme auf dem Papier zu schreiben.
So konnten auch in den Hausaufgaben
und selbst in einer Klassenarbeit Kon-
strukt-Programme geschrieben werden.
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Numerische Behandlung

gewohnlicher Differentialgleichungen

im Mathematikunterricht

Teil 2

Von Peter Rasfeld in Miilheim-Ruhr

7. Das klassische Runge-Kutta-Verfahren

Wie bereits ausgefiihrt, stimmt das Euler-
Verfahren mit der Taylorentwickiung der
exakten Losung bis zum Gliede erster
Ordnung, das Heun-Verfahren bis zu
demjenigen zweiter Ordnung iiberein,
weshalb man auch von Ndherungsverfah-
ren erster bzw. zweiter Ordnung spricht.
Das klassische Runge-Kutta-Verfahren ist
ein Niherungsverfahren vierter Ordnung,
bei dem das Integral von (5) nach der
Simpson-Regel approximiert wird (vgl.
Ausfithrungen im folgenden). Da es sich
nicht in so einfacher Weise aus dieser
entwickeln 148t, wie z. B. das Heun-Ver-

fahren aus der Trapezregel, und die Simp-
son-Regel im ibrigen den Schiilern i. a.
nicht vertraut sein diirfte, wird hier fol-
gender Weg zu einer Erarbeitung vorge-
schlagen: ,

Das Euler-Verfahren (4) 138t sich in der
Form

(14) ky=f(x;, m;) mit
i =1,+hk, schreiben,

das Heun-Verfahren (13) in der Form

kiy=f0x;, ) .
(15) k,‘z ==f(x; +n, n; +hk,|) it
”i+l=ni+zlh(ki!+ki2)'
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Zum klassischen Runge-Kutta-Verfahren
gelangt man, indem man diese Formelsy-
steme in folgender Weise weiter aus-
baut:

kin=f(xi, m:)

kia=f0c+3h, ni+h-1k)
kis=f0x;+3h, 0+ h-3kip)
kis=f(x;+h, 7; +h-k;3)

mit T]j+|=77;+%h(k,'!+2k;2+2k;3+k;4)

(16)

Sind Taylorreihenentwicklungen von
Funktionen zweier Verdnderlicher be-
kannt, kann man (16), ausgehend von (14)
und (15), im Unterricht herleiten (vgl.
z. B. [5, S. 378-380] und {11, S. 202-203]).
Ansonsten muBl man sich darauf be-
schrinken, (16), nachdem man es auf die
beschriebene Weise entwickelt hat, etwa
wie folgt in seinem Aufbau zu erldutern
(vgl. auch [8, S. 359)):

Die k; sind Nidherungswerte fiir die Stei-
gungen des Graphen der Funktion mit
y=y(x) an den Stellen x,x,+3h bzw.
xi+h. Der Wert k;,, der sich mittels des
zuvor berechneten Niaherungswertes #;
(bzw. am Beginn mittels des Anfangswer-
tes 7o =y(x,) ergibt, reprisentiert die Stei-
gung des Graphen an der Stelle x;. Ferner
ist k;; ein Niherungswert fir die Steigung
des Graphen an der Stelle x;+5h, der
sich durch Anwendung des Euler-Verfah-
tens von (x;, 77;) aus mit der Schrittweite
+h ergibt. Ein weiterer Naherungswert
fiir die Steigung bei x;+3h ist k;, den
man auf gleiche Weise wie k;,, aber unter
Verwendung der zuvor berechneten Stei-
gung k;, selbst, bestimmt. SchiieBlich ist
ks ein Niherungswert fiir die Steigung
des Graphen an der Stelle x,+h, der
durch Anwendung des Euler-Verfahrens
vom Punkte (x;, ) aus mit der Schritt-
weite h und dem zuvor ermittelten Stei-
gungswert k;; berechnet wird. Den Nhe-
rungswert 7., an der Stelle x;+h be-
stimmt man nunmehr, indem man von
(xi, 7;) aus langs der Geraden, deren Stei-
gung durch (ki +2kp+2k;s+ky) fest-

! PV-Computespranis ™

gelegt ist, bis zum Schnittpunkt mit der
Vertikalen durch x; +h fortschreitet.

Analog zum Euler-Verfahren 148t sich
zeigen, daB der lokale Fehler beim Run-
ge-Kutta-Verfahren mit der fiinften Po-
tenz von h gegen Null geht. Die Rech-
nungen sind natiirlich umfangreicher und
die bereits in Zusammenhang mit dem
Heun-Verfahren genannten Schwierigkei-
ten bestehen hier in gleicher Weise, wes-
halb man auf sie ebenfalls u. U. verzich-
ten muB. Wenn den Schiilern die Simp-
son-Regel bekannt ist, 14Bt sich immerhin
noch folgende Betrachtung anstellen:

Ist f von y unabhingig, so wird aus (5)

Yo+ D=y@)+ | Sy

und aus (16)

kiv=f(x;)
kiz=f(x; + %h)
kiy=f(x;+3h)
ki4=f(xi +h)
mit
Mier=Ti+gh(f(x:)
+4f(x; +1h) +f(x; + ).

Dies zeigt, daB im Fall der gewthnlichen
Quadratur die Runge-Kutta-Formeln in
die Simpson-Regel iibergehen, bei der der
Fehler von der Ordnung h® ist (womit na-
tiirlich noch nicht gesagt ist, daB dies da-
mit auch fiir (16) gelten muB).

Der globale Fehler 1aBt sich gegebenen-
falls auf dieselbe Weise wie beim Euler-
Verfahren abschiitzen, wobei sich zeigt,
daBl dieser mit der vierten Potenz von h
gegen Null geht. Auf jeden Fall kann
man diese Abhingigkeit an einem Bei-
spiel wie y'=y mit y(0)=1 demonstrie-
ren. Fig. 6 (Heft 5, S. 289) zeigt hierzu
eine Gerade mit der Steigung 4. Es ist

—logz|E{=5,5—4log,h  und damit
|El=0,024*
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Das Anfangswertproblem y'=y, y(0)=1
146t sich ferner dazu heranziehen, die
Giite des Runge-Kutta-Verfahrens im
Vergleich zum Euler-Verfahren zu ver-
deutlichen. Berechnet man nach dem

Runge-Kutta-Veifahren einen Nihe-
rungswert n(x;, h) an der Stelie x=1 bei
einer Schrittweite von h=2"", so erhilt
man Mpx (1,271)=2,7173462. Bei dieser
Bestimmung sind 2 Schritte des Verfah-
rens durchzufiihren mit insgesamt 8 Be-
rechnungen von f(x, y). Der erzielte Ni-
herungswert ist besser als diejenigen, die
man nach dem Heun-Verfahren bei einer
Schrittweite von h=2"* bzw. nach dem
Euler-Verfahren bei h=2"" erhilt (vgl.
Fig. 3; 7heun(1,27%=2,7165935, 7ng..
er{(1,279)=2,7156317). Dabei sind beim
Heun-Verfahren 16 Schritte mit insgesamt
32 Berechnungen von f(x, y) durchzufiih-
ren, beim Euler-Verfahren 512 Schritte
mit 512 Berechnungen von f(x, y).

8. Kontrolle des Fehlers im Verlauf einer
Rechnung

In Kap. § ist in Zusammenhang mit dem Euler-
Verfahren ausgefiihrt worden, daB die be-
schriebenen Fehlerabschitzungen fir die Pra-
xis zu aufwendig und zu grob sind. Man
versucht deshalb vielfach, den Fehler im Ver-
lauf einer Rechnung auf anderem Wege zu
kontrollieren, was im folgenden beispielhaft
am Runge-Kutta-Verfahren in einer fiir Unter-
richtszwecke geeigneten Weise dargestellt wer-
den soll.

Wie erldutert, stimmt das Runge-Kutta-
Verfahren mit der Taylorentwicklung der
exakten Losung bis einschliefilich zum
Glied 4. Ordnung iiberein. Fiir die zu be-
schreibende Fehlerkontrolle wird voraus-
gesetzt, daB die Schrittweite k so klein ge-
wihlt ist, daB selbst bei Gebrauch der
Schrittweite 2h noch die Fehlerglieder
hoherer h-Potenzen gegeniiber dem er-
sten Fehlerglied mit A° vernachlissigbar
sind.

Der lokale Fehler beim Runge-Kutta-Ver-
fahren ist annihernd proportional zu A’
Berechnet man einen Niherungswert,

400

ausgehend von x; an der Stelle x;,+24
durch zweimalige Anwendung des Run-
ge-Kutta-Verfahrens mit der Schrittweite
h, so betrigt der Fehler beim 1. Schritt
¢;-h® und beim 2. Schritt ¢, A°. Bestimmt
man dagegen, ausgehend von x;, einen
Niherungswert bei x; +2h durch einma-
lige Anwendung mit der Schrittweite 2 A,
so betrigt der Fehler c*-(2h)°. Bei
kleinem h kann man nach [5, S. 381] mit
ausreichender Genauigkeit ¢ =c;=c*=¢
setzen. Im 1. Fall betrigt der Fehler nach
2 Schritten ungefihr 2¢h° und es ist

(17) 7(x; +2h, k) y(x; +2h)+ 255

Dagegen erhilt man im 2. Fall
n(x;+2h, 2h) =~ y(x; +2h)+32¢h>.

Damit ist
(i +2h, 2h) ~n(x; +2h, h)=30Zh° oder

H M0 +2h, 2h)—n(x;+2h, b))
(8) 2zhs.

Mithin betrégt der Fehler im 1. Fall etwa
1= der Differenz der Ndherungswerte aus
der Rechnung mit doppelter und einfa-
cher Schrittweite. Nach Wahl einer Feh-
lertoleranz e (z. B. eine Einheit der letzten
als gesichert vorgeschriebenen Stelle) 148t
sich mit

6(x,+2h)
_ n(+2h, 2hy—n(x;+2h, h)
- 15

nach [4, S. 425] die Schrittweite in folgen-
der Weise steuern:

Falls 0,15e<8(x;+2h)<10e,
Schrittweite h beibehalten,

falls 6(x; +2h)= 10e,

Rechnung mit halber Schrittweite wie-
derholen,

falls 6(x; +2h)<0,15¢,

Rechnung mit doppelter Schrittweite
fortsetzen.

Einsetzen von (18) in (17) fiihrt schlieB-
lich zu einer verbesserten N&herungslo-
sung an der Stelle x; +2h mit

(19)
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y(x;+2h)ymn*(x;+2h)
- 'I(xa + zbl h)
-5 (n(x;+2h, h)
—mn(x;+2h,2h))

(20)

Fig. 7 zeigt nach dem Runge-Kutta-Ver-
fahren mit Schrittweitensteuerung und
Korrektur berechnete Naherungsldsun-
gen des Anfangswertproblems y'=y,
y(0)= 1. Man sicht, daB der prozentuale
Fehler wihrend der gesamten Rechnung
unter 0,135%e bleibt, wihrend er beim
cinfachen Euler-Verfahren mit der kon-
stanten Schrittweite h=0,125 auf fast
43,9% anwichst (vgl. Fig. 3).

9. Systeme vou Differentiaigicichungen 1.
Orduung

Das Runge-Kutta-Verfshren A8t sich im
Unterricht problemios auf Systeme von
DifTerentialgleichungen 1. Ordnung aus-
weiten. FOr ein System von 2 Differenti-
algleichungen (die unabhingige Verin-
dertliche wird im folgenden mit 7 bezeich-
net)

x.-R'\ -\',y) ,?"9(1. X, .Y)

t -f(’n ”h yl) ki -g(rn /8 7!);

ki =f1; + ’11+h kih 7:‘””“’&:);
la=g(t,+ ﬂi+h k.l. )’1""’* )
kpy=f(t;+3h 7};4"! 2k£h Yi+h: z’-!)

ll'.‘!"ﬂ(tl"'%hv m+h-3k, vi+h-1),
kigmf(t; +h, i+ h-k;s, yi+h-13),
Lamg(ti+h, ni+h-kia, vi+h-13),
Biv 1=t + s h(ky + 2Ky + 2Ky + ko),
Yier=Yi+eh(a 425+ 213 +1)
mit den Niherungswerten 7)., ¥+, fir
die exakten Werte x(f,), y(t;+:) und
L=t +h=to+(i+ ) fir
i=0,1,2..,n=1

Der Fehler bei wiederholter Anwendung
des Verfahrens 188t sich wieder durch
Rechnung mit einfacher und doppelter
Schrittweite beobachten. Als Kontrolle
zur Schrittweitensteuerung  verwendet
man in (19) anstelle von 5(x; +2h) hier
d=max(|5,(;+ 2h)|, 15,(f; 4+ 2 A)) mit

8y(1s +2h) = n(t;+2h, 2Ry~ n(t;+2h, h)

15
und
O (t; +2h) = (i +2h, Zh)l-s_ y(t,+2h,h)

Analog zu (20) lassen sich als verbesserte
Niherungswerte

Nt +2h)=n(1,+2 k)
mit den Anfangswerten x(lg)=x, und n(t;+2h, hy—n(t; + 2, 21:)
y(to) = yp lautet es 2. B. 15
358 PM 29 (1987) Nr. 6 (PM-Computerpraxis, Seite 106)
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W -, 200, Qe
ANFBNGSWERTE 1 X(@)=7, /(B =g

A Fig 8
Fig.9 »
YUt +2h)=y(t;+2h)
_ Yt +2h, By —y({t;+2h,2h)
15

heranzichen (vgl. [4, S. 435)).

Von den Funktionen f und g sei wie-
derum gefordert, daB sie der Bedingung
(3) genligen, wobei die Lipschitzbedin-
gung fir beide Funktionen beziglich x
und y erftllt sein muB. Dies ist insbeson-
dere dann der Fall, wenn fund g in §
partiell nach x und y differenzierbar und
die partiellen Ableitungen stetig und be-
schrinkt sind.

Beispiethaft seien hier Anfangswertpro-
bleme der Form

dx =gx—bxy 9-!- =cxy—dy

drs de

mit x(ip) = x, und y(t)= y, betrachtet, die
u. a. in der Biologie zur Beschreibung
einfacher Riuber-Beute-Systeme (Lotka-
Volierra) herangezogen werden (vgl. z. B.
[12, S. 38-41]). Sie lassen sich nicht ge-
schlossen 10sen, so daB man letztlich auf
numerische Methoden angewiesen ist.
Als Spezialfall soll

-33-- 1,6x-05xy

@2y
%{. - —02y+008xy

-~
o

\"/ \W/‘ \..

@ T3

¥ T e e s o d

CovsiNaF (T3, S40tVefF(T

DIFFEREW!R.GLEIWES‘SV?TB! ‘al, E-Q, Banat)
we, TR0, B

ANFRNGSUERTE t XCD)=7, ¥ (B ed

mit x(0)=7 und y(0)=4 untersucht wer-
den,

Fig. 8 zeigt den Computerausdruck und
Fig. 9 die zugehOrige, mittels ¢ines Ma-
trixdruckers hergestelite graphische Dar-
stellung. Mit Hilfe eines Plotters, der lei-
der nicht zur Verfigung stand, kdnnten
die Kurven eindrucksvoller und genauer
aufgezeichnet werden. Deutlich ablesbar
sind dennoch deren Periodizitit und Pha-
sendifferenz.

Die Trajektorien in der Phasenebene bil-
den demgemiB geschlossene Kurven um
den Gleichgewichtspunkt (Wirbelpunkt)
(2,5, 3,2), dessen Koordinaten sich leicht
aus (21) unter Bertcksichtigung von

2 = 2 0 crgeben (ein Tweiter Gleich-

gewichtspunkt (Sattelpunkt) ist (0,0)).
Fig. 10 zeigt zwei Trajektorien zu den An-
fangswerten x(0)=7, y{(0)=4 und
x(0)m=4, y(0)m3,

Zu Phasendiagrammen sei an dieser
Stelle gesagt, daB sie cin nfitzliches In-
strument sind, um Eigenschaften von L5-
sungen sufzusplren, und insofern als er-

MaBnahme zu numerischen
Verfahren durchaus ihren Wert haben,

etwa um numerische hinsicht-
lich der Erfollung solcher Eigenschafien
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Fig. 10

zu iiberpriifen. Fiir quantitative Betrach-
tungen, belsplelswelse um Vorhersagen
iber den Zustand eines Systems zu einem
bestimmten Zeitpunkt zu treffen, sind je-
doch numerische Methoden i.a. uner-
setzlich.

So erglbt sich die Gleichung der Trajek-
torien in dem behandelten Beispiel aus
(21) durch Elimination von ¢ und an-
schlieBender Trennung der Variablen zu
16 x02

(22) s = K

Sofern eine solche Rechnung im Unter-
richt Gberhaupt durchfithrbar ist, liefert
(22) dennoch keine unmittelbare Mobg-
lichkeit zur Konstruktion der Kurven.
Andererseits lassen sich aus (22) leicht
eine Reihe von Aussagen {iber ihren Ver-
lauf gewinnen, z. B. ihre Geschlossenheit
(vgl. [12, S. 40}, [13, S. 144-146]). Die un-
ter Verwendung der numerischen Ergeb-
nisse erzeugten Trajektorien konnen

dann bezilglich solcher Aussagen iiber-
priift werden.

Natiirlich bietet (22) auch die Moglich-
keit zur Kontrolle der Gite der Rech-
nung. Aus der Anfangsbedingung

x(0)=17, y(0)=4 erhilt man als Wert fiir
die Integrationskonstante K =1,0483872.
Einsetzen der beiden Niherungswerte an
der Stelle t=10 (s. Fig. 8) in (22) liefert
dagegen 1,0483889 und damit eine Ab-
weichung von lediglich 1,7-10~°.

10. Differentialgleichungen hiherer
Ordnung

Wie bereits in der Einleitung ausgefiihrt,
iaBt sich jede explizite Differentialglei-
chung hherer Ordnung in ein explizites
System von Differentialgleichungen 1.
Ordnung um- und damit auf die unter 9.
beschriebene Weise behandeln. Dies soll
exemplarisch an Hand der homogenen
Differentialgleichung 2. Ordnung

(23) y"+py'+qy=0

mit konstanten Koeffizienten p,g€R
dargestellt werden, deren analytische Be-
handlung selbst in Leistungskursen in der
Regel nicht moglich sein wird, die aber
andererseits von besonderer Bedeutung
in Zusammenhang mit Schwingungsvor-
gingen in der Physik sind.
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Als Beisﬁicl soll das Anfangswertpro-
blem

y'+1y'+3y=0 mit

y0)=1, y(0)=4

untersucht werden, das als exakte L&-
sung

| i,
y(t)=4e * -cos(3y391)

i ,

+&1/39e ¥ .sin(2 /391

29

besitzt, was hier der Volistindigkeit hal-
ber erwihnt sei. Durch die Substitution
y'=x 148t sich (24) iberfihren in das Dif-
ferentialgleichungssystem _

y=x x'=—ix-3y
mit x(0)=1, y(0)=4.

Fig. 11 zeigt den Computerausdruck und
Fig. 12 die graphische Darstellung im
kartesischen Koordinatensystem. Bei
dem Graphen von y = y(¢) handelt es sich
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um eine Wellenlinie mit exponentiell ab-
nehmender Amplitude, einer sogen. ge-
dimpften Schwingung. Die Phasenkurve
in Fig. 13 zeigt spiralférmigen Verlauf
und ist zum Nullpunkt hin orientiert.
Man sagt, der Nullpunkt als Strudel-
punkt ist asymptotisch stabil.

Im Unterricht kénnte man hieran an-
schlieBend untersuchen, wie sich Verin-
derungen der Anfangswerte und der Pa-
rameter p und g auf den Funktionsverlauf
auswirken. Bei alleiniger Variation von p
in (24) erhdlt man z. B. im Falle p=0 eine
ungeddmpfte, im Falle p<0 eine ange-
fachte Schwingung. Desweiteren 148t sich
etwa die besondere Bedeutung des
Terms

25 T(p,9)=3P"—1q

demonstrieren, der bei (24) einen negati-
ven Wert annimmt. Bei dem Anfangs-
wertproblem  y’+3y'+2y=0 mit
y'(0)=-20, y(0)=4 ist dagegen z.B.
T(p, g)>0. Der Graph der Losungsfunk-
tion, deren  Gleichung iibrigens
y()=16e"*—12e~' lautet, ist ebenfalls
in Fig. 12 dargestellt. Man sieht, daB sich
in diesem Fall der Graph, evtl. wie hier
nach Durchlaufen eines Minimums (oder
Maximums) asymptotisch der -Achse ni-
hert. Physikalisch gesehen tritt also kein
oszillierendes Abklingen mehr auf, son-
dern eine Kriechbewegung; man spricht
von einem aperiodischen Vorgang. Das
Anfangswertproblem y”'+2y'+y=0 mit
Y'(0)=3, y(0)=4 mit der exakten Losung
y(t)=(4+71)e " ist schlieBlich ein Bei-
spiel fiir den Fall T(p, g)=0, den man als
aperiodischen Grenzfall bezeichnet. Der

Anschrift des Verfassers:

Graph der Losung ist ebenfalls in Fig. 12
enthalten.

Dem mit der Materie vertrauten Leser
wird im Gibrigen bekannt sein, worauf ab-
schlieBend hingewiesen sei, daB (25) die
Diskriminante der sog. charakteristischen
Gleichung

Al+pl+qg=0, AeC

ist, auf die man bei der Bestimmung der
Losungen von (23) iiber den Ansatz
y=e* trifft.

11. Schluﬁbemerkungen

Zum AbschluB sei betont, daB sich im
Rahmen eines solchen Artikels das ge-
stellte Thema nicht erschépfend behan-
deln 1dBt. Vieles konnte lediglich ange-
deutet, manches, wie etwa Stabilitdtsfra-
gen, iberhaupt nicht angesprochen wer-
den. Festzuhalten bleibt, daB durch das
Vordringen elektronischer Digitalrechner
im Unterricht heute ein breites Spektrum
von Problemen, die auf Differentialglei-
chungen fiihren, angegangen werden
kann, obwohl deren analytische Behand-
lung, soweit sie iiberhaupt durchfithrbar
ist, meist an den Vorraussetzungen der
Schiiler scheitert. In [14] wird gezeigt, daBl
sich solche z. T. sogar schon im Mittelstu-
fenunterricht mit den dort zur Verfiigung
stechenden Kenntnissen ansprechen las-
sen, wenn man fiir diese unmittelbar Be-
schreibungen mittels Differenzenglei-
chungen sucht, die durch eine von Beginn
an eingeschlagene diskretisierende Be-
trachtungsweise gewonnen werden.

Dr. Peter Rasfeld, An den Buchen 43, 4330 Miilheim/Ruhr

R i B
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ltnis des heutigen Schiler und Studenten zur Informationstechnik entspricht derm des’
pliabeten vor 308 Jahren: So wie dieser zwar wuBte, daf ¢s Bocher gab - die damals fast

ausschiieBlich von Gelehrten, Priestern, Militdrs und Herrschern genutzt wurden, aber fir ihn
selbst unerreichbar waren -, so steht der mittlere Biirger der Industrienationen heute der Infor-
mationstechnik gegeniiber: beeindruckt, besorgt, interessiert - aber letztlich unwissend.

aus: K. Haefner, Die neue Bildungskrise, Basel 1982, S. 19.
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