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Nichtsymmetrische sechsdimensionale
Liesche Gruppen

Von Detler Pogunike in Bielefeld

Einleitung. Eine Banachsche Algebra .« mit isometrischer Involution a — a* heifit
symmetrisch, wenn das Spektrum Spa*a fiir jedes a € o im Intervall [0, =) gelegen ist.
Nach einem Satz von Shirali und Ford, vgl. [2], ist dies dquivalent zu Spb <R fir alle
b e &/ mit b=>b*. Eine lokalkompakte Gruppe G heilt nun (nicht)symmetrisch, wenn die
Banachsche Algebra L' (G) (nicht)symmetrisch ist. Entsprechend heif}t eine Liesche Algebra
(nicht)symmetrisch, wenn die zugehdrige einfachzusammenhingende Liesche Gruppe
(nicht)symmetrisch ist. Mit dem Problem der Charakterisierung symmetrischer Gruppen
haben sich verschiedene Autoren befaBt, eine Zusammenstellung der Ergebnisse findet
man in [11] und [8]. Es gab einige recht allgemeine Vermutungen, die sich simtlich als
falsch herausgestellt haben. So ist es gerechtfertigt, weiteres Beispielmaterial zu sammeln,
was in dieser Arbeit geschehen soll. Genauer gesagt, es wird eine (bis auf ein einfaches,
rein algebraisches Erweiterungsproblem) volistandige Liste aller auflosbaren nichtsymme-
trischen Lieschen Algebren bis zur Dimension 6 gegeben. Auf den aufldsbaren Fall kann
man sich aus dem folgenden Grunde beschrinken. Sei g eine Liesche Algebra mit
dimg<6und g=s x reine Levi-Zerlegung von g. Ist der halbeinfache Teil s kompakt, so ist g
nach Theorem 1 in [8] symmetrisch (man beachte, daB r wegen dim r £ 3 symmetrisch ist,
vgl. [8]). Ist aber s nicht kompakt, so ist g nach [3] nichtsymmetrisch. Man kann nun
natiirlich diese g's klassifizieren, aber das ist fiir unsere Zwecke uninteressant. Im ersten
Paragraphen wird neben der Zusammenstellung bereits bekannter Ergebnisse {iber Sym-
metrie ein neuer Satz bewiesen fiir Gruppen, welche die Heisenberg-Gruppe als Normal-
teiler enthalten. Diese Voraussetzung mutet recht speziell an, doch wird sich dieser Satz
im folgenden als sehr niitzlich erweisen. Im zweiten Paragraphen werden die erwihnte
Liste eingefithrt und das Hauptergebnis formuliert. Im dritten Paragraphen zeigen wir, dalB
die Mitglieder der Liste simtlich nichtsymmetrisch sind. Im vierten Paragraphen schlieBlich
wird bewiesen, daB alle nicht in der Liste aufgefihrten aufldsbaren Lieschen Algebren
tatsichlich symmetrisch sind. Bemerkenswert ist dabei vor allem, daB die bekannten
hinreichenden Kriterien fiir Symmetrie ausreichen, um diesen Beweis zu fithren.

1. Hier werden die im folgenden verwendeten Ergebnisse (verschiedener Autoren)
uber (Nicht-)Symmetrie lokalkompakter Gruppen zusammengestellt; dariiber hinaus wird

ein neuer Satz (ndmlich Satz 1) bewiesen, der fiir Gruppen der Dimension < 6 zahlreiche
Anwendungen gestattet.
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(A) (vgl. [9] und [4]). Es sei g eine Liesche Algebra. Sind fiir Jedes e € g samtliche
Eigenwerte ronad (e) : g — g rein-imagindr, so ist  symmetrisch.

(B) (vgl. [8]). Sei g eine Liesche Algebra und a ein kommutatives Ideal in g. a/a sei
symmetrisch. Dann ist g symmetrisch, falls eine der folgenden Bedingungen erfiillt ist:

(1) dima=1: a ist zentral in g, und es gibt ein zweidimensionales Ideal b <I g, b 2a,
derart, daff bja zentral in o/ ist und daf der Zentralisator von b in o symmetrisch ist.

(2) dima=1: a ist nicht zentral in a, und der Zentralisator von a in § ist symmetrisch.

(3) dima=2; es gibt eine Basis x, y von a und Linearformen o,y € g*, 0 =0, mit
Le. x]=w(e) x—v(e)y und [e, y]=o(e)y +Y(e) x fiir alle e e g, und der Kern von ¢ ist
svmmetrisch.

(C) (vgl. [8]). Seien G und H lokalkompakte Gruppen, und es sei eine stetige Wirkung
GxH—H, (g.x)—xc H, von G auf Hmit (xg)* =x°y?, (x)" = x® und x* = x gegeben.
Die Modularfunktion A dieser Wirkung (d.h. d(x?) = A(g)dx fiir ein linksinvariantes Maf
dx auf H) sei nicht trivial. Weiter sei 2 eine Unteralgebra von C , (H) mit den in Theorem 4
von [8] angegebenen Eigenschaften. Fiir g€ G und ue 2 sei u . g: H— C definiert durch
(u-g)(X)=u(x?"). Fiir jedes g€ G sei ur u.g ein isometrischer Isomorphismus von 2,
und g v u - g sei fiir jedes u e 2 eine stetige Abbildung von G in 2. Dann wird die verall-
gemeinerte L'-Algebra (vgl. dazu [5]) o = L*(H, 2) durch f*(x)= A4(g)" ' f(x* ") - g zu einer
G-Algebra, und die verallgemeinerte L'-Algebra L' (G, /) ist nichisymmetrisch.

(D) Folgerung (aus (A) und (B)). Sei g eine auflosbare, nichtsymmetrische Liesche
Algebra. Dani ist o' nicht kommutativ.

Beweis. Nehmen wir an, (D) sei falsch. Es sei g ein Gegenbeispiel minimaler
Dimension. Dann sind alle echten Quotienten und alle echten Unteralgebren symmetrisch,
da sie ja ebenfalls kommutative Ableitungen besitzen. Da g nichtsymmetrisch ist, hat die
Wirkung von g/q" auf g’ nach (A) nicht nur rein-imagindre Eigenwerte. Es gibt folghch
ein nicht-zentrales eindimensionales Ideal (dann ist g nach (B), (2) symmetrisch) oder ein
zweidimensionales Ideal a, eine Basis x, ' von a und von Null verschiedene Linearformen
@, ¥ e g* mit [e, x]=0(e)x—y(e)y und [e, y]=@(e)y +(e)x. Dann ist aber g nach
(B), (3) symmetrisch. Widerspiuch.

(E) Es sei g eine nichtsymmetrische Liesche Algebra, alle echten Quotienten von §
seien symmetrisch. Dann ist die Dimension des Zentrums von g hichstens gleich 1.

Beweis. Klar, siehe dazu auch [6], [7] und [12].

Als niichstes wollen wir eine lokalkompakte Gruppe G auf Symmetrie untersuchen,
von der Folgendes vorausgesetzt sei: G enthilt einen zur dreidimensionalen Heisenberg-
Gruppe isomorphen Normalteiler N, das Zentrum Z von N sei zentral in G, und N ent-
halte einen zweidimensionalen Normalteiler 4 von G. Fiir einen (unitdren) Charakter y
von Z sei L'(G), die involutive Banachsche Algebra aller meBbaren F unktiopen flz G —+.C
mit f(xz)=7(z) f(x) (x€ G, z € Z), fiir welche |f] iber G/Z integrierbar ist; L' (G); ist
isomorph zu einem Quotienten von L'(G) (vgl. auch [12]). Weiter ist L'(G) dann und nur
dann symmetrisch, wenn L'(G); fiir alle y symmetrisch ist (vel. [6], [12])..Insb¢':son'dere
ist also ¥ =L'(G); fiir nicht-triviale 7 auf Symmetrie zu untersuchen. Dlle ad]ungle.:rte
Algebra & (vgl. [5]) von & enthilt L'(N);, welches entsprechen.d'zu L'(G); definiert
ist. Weiter ist L' (N);isomorph zu L' (R, L' (R))und enthélt ,,viele™) fmnlmal? Idempotente p
mit 0% p=p*=p* und p L'(N);p =Cp. Auf Grund des Lemmas in [12] ist ¥ dann und
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nur dann symmetrisch, wenn p #p fiir ein solches p (und dann auch fiir alle. da die p £p’s
samtlich zueinander isomorph sind) symmetrisch ist. In dem folgenden Satz wird p#'p
unter den angegebenen Voraussetzungen ,,berechnet™. Bel gegebenem y+ 1 wihlen wir
nun Koordinaten fiir N derart, dal gilt:

N={[x.yzl| v y.zeR), A={[0.r.2]|r.z€R).

Z=1{[0,0,z]|zeR}, x([0,0.z]y=e"
und
[x, v, 2] [x. 3, 20 =[x+ X, p+y. 2+ —x'y].

Weiter seien x, y : R — N definiert durch x() =[r, 0, 0] und y(1)=[0. £, 0], und es seien
X={x(n|teR} und Y={yp(1)|teR}. Wegen der Voraussetzungen an G gibt es stetige
Abbildungen 7,0,0:G—R und ecinen stetigen Homomorphismus 4:G —R" mit

1.
glx, ¥, ZJg"‘=[5(g)x, 6(5;)“y—r(g)x,z—cf(g)Jerw(g)H'fx2 d(g) r(g)} fir g € G.

Zur technischen Vereinfachung sei ferner vorausgesetzt, daB d(g) >0 fiir alle g€ G (das
bedeutet allenfalls den Ubergang zu einer Untergruppe vom Index 2, was fiir die Symmetrie
ohne EinfluB ist). H={h e G | w(h)=0} ist eine abgeschlossene Untergruppe von G, und
jedes Element g e G 14Bt sich eindeutig in der Form g=rh mit re X, he H darstellen.
Weiter ist ¥ normal in H. Unter den genannten Voraussetzungen gilt nun mit den ein-
gefiihrten Bezeichnungen:

(F) Satz 1. Fiir ein minimales hermitesches Idempotent p e L'(N); ist p L(G);p
*_isomorph zur Beurlingschen Algebra L' (H]Y, w);, wobei L'(H|Y); entsprechend zu L(G);
1

definiert ist und das Gewicht w durch w(ky={4(d(h) +(h)™' ) + t(h)*}* gegeben ist (fir
he H, aber d und 1 sind konstant auf Nebenklassen modulo A4).

Beweis. Zunichst fithren wir noch einige weitere Bezeichnungen ein. Die Gruppe H/Y
wird mit H bezeichnet, entsprechend ist /# die Nebenklasse von 4 in H. Da héufig d(g) ™
auftreten wird, definieren wir a(g)=0d(g)"'. Um Elemente xh, x € X, he H, in die Form
h'x' zu iiberfiihren, sei A, fir s € R definiert durch A, = x(s)# x(— a(h)s). Diese Definition
ist gerade so eingerichtet, daB {} = H n x(s)hX. Weiter ist o(h,) = 6(h). Wichtig wird im
folgenden sein, daB sich h; von h nur um ein Element aus Z (Z wird als kanonisch in H
eingebettet angesehen) unterscheidet. Es gilt 4= A[0, 0, u(s, k)] mit

1
(s, h)= -3 ays th™H—saoh™ = ; a(h)s? t(hy +s a(h) o(h) ,

wenn man (") = —1(h) und a(h™ ") = — a(h) o(h) beachtet. Die Gruppen X, ¥, Z und 4
seien bei der naheliegenden Identifikation mit R bzw. R* mit dem Lebesgueschen MaB
versehen, N trage das ProduktmaB. Weiter sei ein linksinvariantes MaB dh auf H fest
gewahlt. Dann erhdlt man ein Haarsches MaB auf G durch d{(x(s)h)=a(h)ds dh, d.h.

O+ j [ @(x(s)h) a(h)ds dh ist ein linksinvariantes Integral auf G. Nach diesen Fest-

-x H
legungen scien die linksinvarianten MaBe auf den Quotientengruppen G/N, G/4, H/Y etc.
stets so normiert, daf} die Weilsche Formel gilt.

Fir reR und fe L'(R) sei f* gegeben durch f{(x)=¢ " f(x). Die Fourier-Trans-

s

formation fir fe L'(R) sei definiert durch f(y)= [ e™™f(x)dx= qj( f(x)dx. Es gilt
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dann (fiir passende f) die Umkehrformel | ¢ f(y)dy=2x f(w). Weiter sei ue I'R)
1

- x »

.o . . . A 2 'l Z
diejenige Funktion mit #(y)=Ce ™, C>0, und [ a(y)*dy=1, d.h. C=<z> (in den
n

folgenden Rechnungen werden wir es hiufig vorzichen, das Symbol C statt des expliziten
Wertes zu verwenden).

Es geniigt, die Algebra p L'(G);p fiir ein p zu bestimmen, und wir werden dies tun
fir plx,y. z]=e " (u* x u)(p) (die_ses p ist ein minimales hermitesches Idenpotent in
L'(N);). Dazu definieren wir S : L' (H, w); — L'(G); durch

1 %
(SH(x(@h y®B)=D (k)" [ dsi(~s) it —b(h)s)e™ - f(h,)

fir b,reR und he H mit D=(2n)"'. Man liberzeugt sich zunichst, daB8 Sf etwa fiir
stetige Funktionen f mit kompaktem Triiger (modulo Z) eine wohlbestimmte Funktion
auf G ist (da YSH, ist x(t)h y(b) natiirlich keine eindeutige Zerlegung eines Elementes
aus G). Unser Ziel ist es, zu zeigen, daB S ein isometrischer *-Isomorphismus von
L'(H. w), auf p L'(G);p ist. Zur Bestimmung der Norm von Sf wird Sf unter Ver-
wendung von h; =/ mod Z umgeformt. Es ist
1.
Hsns = HR[0, 0, 1 (5(h)s, h]] und p(d(h)s, h)=~2— d(h)s® t(h)+s a(h) .,

—ii{sa 1 s2t . .

also f(hyy,) = f(h)e featert 3o m}, und man findet (Sf)(x(1)h)=D f(h) ®(t, h) mit
Lo ~i{sc % st (k)] .. ,

o(t, hy=6(h)’ [ dsi(—s) i(t—d(h)s)e freth 3000 (h”, was explizit berechenbar ist.

Die Norm von Sf ist das Integral von |Sf| iiber G/Z. Identifiziert man X mit seinem
Bild in G/Z, so 14t sich jedes Element g € G/Z eindeutig in der Form g=xh mit xe X
und h e H/Z schreiben, und es gilt d(xh)=x(h)dxdh fiir die linksinvarianten MaBe auf

den jeweiligen Gruppen. Setzt man also w(h)=x(h) | dr | db |®(1, hb)| fiir h e H, so ist
- % Y
konstant auf Nebenklassen mod A, und es gilt | Sf|=D | (f]#. Die Funktion # ist nun
14
zu berechnen. Bei festem £ schreiben wir kurz w=(h), x=2x(h), d=0(h) und t=1(h).

Beriicksichtigt man z(h y(b))=t(h) und a(h y(b))=a(h) + b=:b', so findet man

~i{sh+ds20e)

Mo

j’" ds d(—s) u(t —ds) e

W= [ di | db'le(t,b) mit e, b)=3

% R 2 252 2 ish’ ‘%’.52’”
:CZ 5- j‘ dse-s e*s 82+21sé6 -t e~lsb e’ .
-

Diese Integration kann man ausfilhren, und man findet
1

1 1
lo(t, )| =C2 5% et 1

NP N (T TR
—_— —IT .
R R Ui 2

Als nichstes filhre man die Integration iiber b', schlieBlich iiber adt aus und erhilt
1

1
Pexp (1202(1+8Y) 7'}

[
1+52+7I‘E()

[(SIE

IR 2
W=2n{4 <5+§> +r2} , wobei man natiirlich C*= = zu verwenden hat, also

D w(h)=w(h). Damit ist nun gezeigt, daB S eine Isometrie ist.

Journal fiir Mathematik. Band 306 21
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Weiter ist nachzupriifen, daB S mit der Involution vertriiglich ist. Zur Vorbereitung
bemerken wir, daB die Modularfunktion 4, von G auf N verschwindet (da N ein unimo-
dularer Normalteiler ist) und daB 4 auf H mit der Modularfunktion 4, 4 und dann wch
mit AH/ (a ufgefaBt als Funktlonen auf H) {ibereinstimmt. Ferner gelten (h '), = (tspye) !
und A1 s~ = x(— a(h)s) 0 gy flir alle he Hund s € R.

1 s

Nach Definition ist S}““)(x(t)h)—D(5(/1)j j ds i(—s) u(t — o(hys) f*(hy,,) und

f*(h;ri(h})ZAH/‘Y(hsé(h))-lf_( sa(h) l] ]—AO AB(M f((h ) ) also
L ox -
(SF*) (x(OR)=D 3} [ ds i(—s) i1~ o(h)s) d6(m) " FI(AN).

Andererseits ist

(S/)* (x(1)h)=4 h)“gf(h“x —f)-Ac(h)“S‘f(x(—x(h)r)M"),,m
Ay Do) * §dsu—s) (=)t —=2(h)s) - FUh Vo s oun) -

Fiihrt man in letzterem Integral die Varlablemrdnsformation s’ =(1+5) x(h) durch, so
geht es in das gewiinschte Integral iiber.

Um nachzuweisen, daB S mit der Faltung vertauschbar ist und daB das Bild unter S
wirklich in p.#p gelegen, verwenden wir Ddrstellungstheorie genauer gesagt dies: wenn
man eine passende unitire Darstellung #’ von H mit #'([0, y, z])=z(z )=¢" (etwa die
,regulare” Darstellung von H in L*(H Y); von H auf G induziert, erhilt man eine treue
Darstellung 7 von #. Um etwa S(f* g)=Sf * Sg zu zeigen, braucht man also nur die
Gleichung n(S(f * g))=n(Sf) n(Sg) nachzuprifen.

Ist & der Darstellungsraum von 7', so kann man 7 in = L*(R, ) realisieren, und
es gilt:

1
{n(x(s)h)E} (r) = a(hy’ ' (x(s— P)k)x((r = 5) alh)) E((r — 5) 2(h))

—a(h)’ 7' (h,_)) E((r—s)a(h)) fir €D, seR und heH.
Als nachstes wird z(p) berechnet. Ist h=[0, y, z} € 4, so ist
h_,=[s=r,0,0] [0,y,2] [r=5,0,0]=[s—r,y,2] [r=5,0,0]=[0,y, z+(s=1)y],
also {n([s, v, z]) €} (r) =€ &'~ £(r —5). Damit ergibt sich

*L o

)= [ [ dsdy@r«u)(y) e " E(r—s)

-1 -

b g

| f ds dy j dw 1P(y +w) u(— w) €670 E(r—5)

bt Sl §

&

= | j ds dy [ dw u(y +w) e 50 y(—w) 67NV E(r —5)

I Sl &

il

_j ds _j dw u(—w) i(r) e 157 E(r— )

=1(r) j' ds i(r—s) E(r—s) = i(r) j dra(r) &(r) .
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Wie es sein muB, projiziert also n(p) auf einen zu & kanonisch isomorphen Hilbertschen
Raum K': (Vn)(r) = u(r)n definiert eine [sometrie V: & - K’ =n(p) 9.

Nun wird z(S/) fiir fe L'(H/Y, w); bestimmt. Es gilt

(n(SHEHN = § dg(S) (@) {n(g)&}(r)

= [ dh | ] drdbath)(SH(x(h y(B) (m(x(Oh yB))E} ),

H'A -5 - x
wobei /i die Nebenklasse von & modulo A bezeichnet. Nach Definition von 7 gilt
(=(Oh YOI =€ )i} (1)

Wie oben gezeigt wurde, ist
(SH(x(Yh y(B))= D fih) (1, h p(b)).
Man erhilt

(SN (1= [ dhfthy [ T didb Dath) O{e, hy(B)) e " . (m(ye}(r 1

H .

bl g

1»—

= | dj;f(}l) { [ dtdb Dath hy* j ds G(~5) 4(t — 5(h)s) e~ 1% o w3MHIsh)

HA -4 -

e ~iHr- t)zh)h{n(h I‘—I)

Die Integration Giber s und b kann man nach der Umkehrformel ausfiihren und findet:

1
(SHECH) = f (li;f(;l) [ dtx M(O( )r— 1))ai(r) e B g (h)E} (r—1)
HoA
=4(ry | dhfh) \ d!ah i(afh)r) e T END)

0.4

An dieser Gleichung erkennt man, daB (S/)($) in 7(p)(9) gelegen ist. Folglich gilt
n(p) 7(SfH=n(Sf) und dann auch p « Sf=Sf. Da S mit der Involution vertauscht, ist
auch Sf p= Sf und mithin das Bild unter Sin p.# p gelegen. Wegen n(p) n(S/) n(p)=n(S/f)
kann man 7(Sf) als Operator in R’ auffassen. Wir wollen den in & verpflanzten
Operator V™! n(Sf)V bestimmen. Sei also 7€ & und {=Vy, d.h. {(r)=4(r)y. Dann ist

1
2

(a(h)EH) =a(h)’ w (i) tﬂ%)d@f’“ "' (hyn (e 2(h)

und folglich
((SNHEr) =) [ difhy | di () ale (b)) o'y
HiA -x
= i(r) §dﬁﬂmn%mn=mnnxﬁn,

d.h. 2(SHVn=Vr'(f)n oder V' n(SHV=n'(f). Daraus folgt aber insbesondere, daB S
mit der Faltung vertriglich ist. Bislang haben wir also gezeigt, daB S ein isometrischer
*.Isomorphismus von L'(H/Y, w); in p&£p ist.

21
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Es bleibt noch die Surjektivitit zu beweisen. Dazu geniigt es natiirlich, zu zeigen,
daB das Bild unter S dicht in p&p ist. Dies geschieht auf die folgende Weise. Fiir ..an-
stindige” Funktionen F in & (etwa stetige Funktionen, fir welche | F| einen kompakten
Triger in G/Z hat) definieren wir eine Funktion TF in L'(H/Y,w); und zeigen, daB
pFp=S(TF) gilt. Da die Funktionen der Form p Fp (F wie oben beschrieben) dicht in p #'p
liegen, ist der Satz dann bewiesen.

Es sei
3 x
(TP (h)=a(h)’ [ j j dr ds da ii(r) i(2(h) (r — 5)) €*° MY - F(x(s)h v(a)) .
Offenbar ist TF stetig, und |TF| hat einen kompakten Triger modulo Z, also liegt TF in
L'(H]Y, wy;. Um pFp=S(TF) zu beweisen, geniigt es, n(p) n(F) n(p) =n(S(TF)) oder
n(p) n(F)Vn=nr(S(TF))Vy fir alle e R zu zeigen. Nach dem oben Bewiesenen ist

(TR} (H=itt) [ di(TF)(h) x'(hyn.

H A
Weiter ist
(x(p) =PV} (0 =i(t) [ dr itr) {(F) V)
und

AL

(n(F)yYny(n= | [ dsdha(h) F(x(s)h){n(x(s)h)Vn}(r)

-x HZ

x

1
§ [ dsdhath) Fix(s)h) x(h)* d(x(hy(r—s)) o' ()

-x HZ

x

3
{ [ dsdhathy’ F(x(s)h) d(a(h)(r—s5))e*s="D n'(hyn |

-x Hi7Z

1 dra) (V3 ()

%

= | dh [ | f dr ds da i(r) oc(h) F(x(syh y(@)) d(a(h)(r — 5)) e 2 gy

HiA - — X —

= | dh (TR ' (hyn

HiA

woraus die behauptete Gleichung folgt.

Bemerkung 1. Viele der obigen Rechnungen kann man unter der wesentlich schwi-
cherfen Voraussetzung durchfiihren, daB eine (zusammenhiingende Liesche) Gruppe G
vorliegt, welche auf einem Normalteiler 4~R? durch innere Automorphismen wie

a 0 ) .
{(b 1) la>0,b elR} wirkt. Wie oben kann man dann H, x und Y definieren. Weiter

wihle man eine einparametrige Untergruppe X = {x(5) | s € R}, welche auf 4 wie (1 0)
s 1

wirkt. Ferner kann man Sf wie oben fiir geeignete fel'(H/ Y); (etwa unendlich oft
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differenzierbar mit kompaktem Triger modulo Z) definieren. Setzt man

1 = x x

TFhy=xhy [ | | dsdrdai(r) i(s) F(x(nh yla) x(—s)),

so ist T ein beschrinkter Operator von & (bzw. p.¥p) in L' (H/ Y);, und S ist (auf passenden
Definitionsbereichen) invers zu T, insbesondere stimmt dieses T in der im Satz unter-
suchten speziellen Situation mit dem dort definierten T iiberein. Was mir in diesem
allgemeineren Fall nicht gelungen ist, ist die genaue Beschreibung des Bildes unter T oder,
was im wesentlichen auf dasselbe hinauslauft, eine ,,verniinftige* Beschreibung der Norm
von Sf in ¥ durch f. Nur dazu war im Beweis des Satzes die Spezialisierung auf
i(x)=C e erforderlich, alles iibrige hatte sich auch fiir allgemeineres u durchfithren
lassen (auf welches man die Umkehrformel anwenden darf).

Bemerkung 2. Betrachten wir die in Satz 1 von [12] (vgl. auch [8]) beschriebene
Algebra 4 =I'(R, /) und ein minimales hermitesches Idempotent 04pe L'(R,%),
p()y=u'u. Weiter sei n: #— Ce#=R ein Charakter von #, n entspreche bei der
Identifikation mit R dem neutralen Element e. Dann sei 4 der Abschlufl von Kern# * .o/
in ., o' =59 und P:.o/ >« der Quotientenmorphismus. Nimmt man noch
i(e)=n(u)£0 an. so ist M: pBp— o', definiert durch Mf=n(u)"? P(f(e)) — man
beachte, da p#p aus stetigen Funktionen besteht, wie der Beweis von Satz 1 in [12]
lehrt —, ein beschrinkter dichter *-Morphismus (das wird hier ohne Beweis angegeben).
T ist jedoch im allgemeinen nicht surjektiv, wie schon das Beispiel der vierdimensionalen
einfachzusammenhingenden nilpotenten Gruppe G =G,_, (in der Bezeichnungsweise von
[1], p. 181) zeigt. Gist isomorph zum semidirekten Produkt R x N, wobei N wie in (F) die drei-
dimensionale Heisenberg-Gruppe bezeichnet und R auf N durch innere Automorphismen

1 . . e
wie f[x, y, z]t"? =[x, yoixzhs txz} wirkt. Man kann also G mit R* identifizieren,
wobei die Multiplikation in
1 ’ i !
[Lx,p 2], X, ¥y, 2]= [l FE XX, y+y +x 2427 - 5 12x?—x'y—x'xt }

iibergeht. Wie in (F) seien x, 4, Y, X und H sowie L'(G); etc. definiert. H ist gerade der

dreidimensionale kommutative Normalteiler {[1,0, y,z]|t,y.zeR}. L'(H|Y); ist ka-

nonisch isomorph zu L'(R). Anwendung von (F) liefert einen injektiven *-Morphismus

T:pL'(G); p— L'(R) (fiir das im Beweis von (F) angegebene p), dessen Bild gerade aus
1

den gegen (16 + tz)Z integrierbaren Funktionen besteht. Andererseits liegt hier auch die
zu Beginn der Bemerkung beschriebene Situation vor: A=L(G)y=L (R, L'(H);) mit
#=L"(A);= L'(R). s/' =4[5 ist kanonisch isomorph zu L' (R), und man ﬁberzeugt sph
leicht, dab M : p#p — ' = L'(R) mit T iibereinstimmt, insbesondere ist M nicht surjektiv,
jedenfalls nicht fiir das im Beweis von (F) angegebene p und damit fiir alle minimalen

hermiteschen Idempotente, da die Bilder unter den verschiedenen M's gleich sind.

Bemerkung 3. Man kann versuchen, Satz 1 in verschiedene Rightungen zu ver-
allgemeinern. Zum einen kann man N durch hoherdimensionale Heisenberg-Gruppen
ersetzen, wobei ZN zentral in G sein soll und — wie in Satz 1 — die Wirkung von G
auf N ggf. Restriktionen unterworfen sein soll. Aber auch schon im Falle dim N =.3
scheint mir ein interessantes Problem vorzuliegen, wenn G auf N/Z=C durch Mulu-

plikation mit e wirkt.
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Multiplikationstabelle

€,,. . ., €, 15t eine Basis von q: die von Null verschiedenen Produkie

dimg  Name
Le;, e;] sind fiir i < angegeben.
4 84,9 (0) [6’1-6’2]=93»[eo«"x]z“"l»[f’os(’z]zf’z
5 Qs [er, e ]=e3, [, 3] =¢4. [y 6] = — ¢y, [e5. €] =3,
["0,"4]: — €y
9s (%) [el,ez]=€3,[6’o.€1]=—6’1,[80,(’2]=€z.
mitxeR (e, e ]=2xe,
3s ler, e;]=e;,[e, 0,1= -y, leo. e:]=e; + ey, [, e]=e4
b [es, e3]=e4, [y, ey]=—ey, [ey, ey]=e;, leg. e,] =€y,
[eo, es] =€
854 [er, ex]=e5, [e), e3]=2¢4. [, es]=ey, ey, e,]=2e,,
[eO’el]z_-el
6 06,4 [e2, e]=e4, [e1, es]1=r¢4, [eo, e)=e;,[ey, e;]=—e;,
Leo, e1] =e5
O6.5 ler, e;]=e;, [ey, e3] =, [er, es] =¢s, [, €] = — €,
Leo, €3] =3¢, [eg, €3] = 2e;, [eg, e.]=¢,4
96,6 ler, e ]=ey, [y, €4] =eq, (e, ;] = es, [eg. e1]=—¢y,
Leo, e2]1=2e,, leg. e3]= —2ey,[eg e ]=e,4
S6,7 [es,e3]1=ey, ey, er]=—e,, [e, e3]=e;, [e5, €] =e,,
[eo,e5]=e5
J6.8 les, es]=es, [y, e]=—ey, fe1, es]=ey, [eg, €3] =€3,
Leo, es) =e,+es, [eg, es] =é€5
Qo',o (@) [e1, €] =ey, [e), e3]=es, Leo, e1]=2ey, [eg, e;]= —0e, —e;,
mit 240 leo, €3] =€, —ue3, [eg, e4] = —es, [eo. es]=¢4
gﬁ..l (@) ley, e3]=es, [e,, es]=es, [eg, e]=—e, —xe;,
mita#$0 [eo, e2]=—e,+ ey, [ey, e5] =, — ey, ey, es]=e4 +ne;s
96:2 (2) [e;, €5] =es, [e5, e4] =es, [eg, e1]= —ey, [, €3] =0ey,
mit ot 30 Leo, e3]=e3, [, 4] = — e,
96:3 (%) le). es]=es, les, es]=es, [eo, e]=—ey, Leo, €2]=ae,,
mitaeR  [ey, e]=e;3, [ey, e,]= —ae,
96.3 e, e;]=es, [e,, es]=es, [, el=e +e,, Leg, e,]= — ey +es,

[e. e3]=—e, leo, es]=e,
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2. Hier erhalten die Mitglieder der in der Einleitung angesprochenen Liste einen
Namen. Weiter formulieren wir das Hauptergebnis, ndmlich Satz 2.

Satz 2. Die in der obigen Liste angegebenen Lieschen Algebren sind simtlich nicht-
symmetrisch. Ist q eine nichtsymmetrische, auflisbare Liesche Algebra der Dimension <6,
so ist g in der Liste aufgefiihrt, oder es gilt dimg=06 und ein echter Quotient von g ist
isomorph zu einer der in der Liste angegebenen Algebren.

Dem Beweis dieses Satzes sind die beiden folgenden Paragraphen gewidmet.

3. Hier wird der Reihe nach gezeigt, daB die in der Liste angegebenen Algebren
nichtsymmetrisch sind.

In [8] wurde bereits ausgefiihrt, daB g, , (0) die einzige nichtsymmetrische auflosbare
Liesche Algebra der Dimension < 4 ist (die Nichtsymmetrie folgt aus (C) oder aus (F)).

Modulo dem von e, erzeugten Ideal (e,) sind gs, §s und g(t) isomorph zu g4 4 (0),
also nichtsymmetrisch.

Zu bg. b, ist die Liesche Algebra der Gruppe der reellen oberen 3 x3 Dreiecks-
matrizen, vermindert um die abspaltende Untergruppe aller Vielfachen der Einheitsmatrix,
also etwa

S

e
Bi=<|0 ¢ v]s.t,xyzeR,
0 01

X

by

o

Wir wollen die Nichtsymmetric von Bs mit Hilfe von (C) beweisen. Dazu fithren wir
zunichst einige Untergruppen von B; ein. Es sei

1 00 ¢ x 0
G=40 ¢ 0)teR>, H=<{0 1 0fs.xeRp,
00 1 001/
10 :
R={0 1 y|z.veRy und K=GH=GxH.
0 01
Dann ist B; =K x R, also L'(Bs)=L'(K. L'(R))= L'(K, A(R?), wobei K auf R? (und
¢ x 0
dannauchaqu(/Rz))durchk(u,v)=(e"u—xe""'v,e’sz’)wirkt,fallskz 0 ¢ 0fek
0 01

Es sei X dic Bahn durch (0, 1) e R Es gilt X=K(0, 1)=H(0, 1)=Rx R, und X 14Bt
sich durch h < (—xe ™, ¢ *) mit H identifizieren, wobei die Wirkung von H in die
Translation iibergeht. FaBt man 2:={flylf€ A(R?), f(0,0)=0} auf als Algebra von
Funktionen auf H (mit der Quotienten-Norm), so erfillt 2 dort die Bedingungen 1)—3)
von Theorem 4 aus [8]. Weiter ist L'(K.2) ein Subquotient von L!(B;), und
LMK, 2y~ NG, I*(H, 2)) ist nach (C) nichtsymmetrisch. Also ist auch L'(Bs) nicht-
symmetrisch, vgl. etwa [13].

Bemerkung. Wihrend fiir Liesche Gruppen bis zur Dimension 4 die Wienersche
Eigenschaft und die Symmetric noch susammenfallen, besitzt Bs zwar die Wienersche

Eigenschaft, ist aber nichtsymmetrisch, vgl. dazu auch [7],[8] und [10].
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Zu g5 4. Die zu g5 , gehorige Gruppe G- , kann man als semidirektes Produkt
aus der zweidimensionalen nicht-kommutativen Gruppe S, und R*® schreiben. Also ist
LG5 )2 [M(S,, LNRY)) = [}(S,, A(R%)), wobei S, auf A(RY) bzw. auf R* durch die

2
seﬂ?}

1aBt sich mit R identifizieren, wobei S, gerade als Gruppe der affinen Transformationen
der reellen Geraden wirkt (genauer: deren Zusammenhangskomponente). Setzt man nun
2={f1X|f € A(R%)}, so ist L'(S,, 2) ein Quotient von L'(Gs_,). Schreibt man L'(S,, 2)
in L'(R, L'(R, 2)) um, so sieht man, daB diese Algebra von dem in (C) beschriebenen Typ,
also nichtsymmetrisch ist.

2t

' sé

“ ol -

Matrizen |0 €'

0 0 1

2
wirkt. Die Bahn X des Punktes (0, 0, 1) e R3,d.h. X = {(-;— , 5, 1)

Zu g, 4. Um die Nichtsymmetrie der zugehrigen einfachzusammenhiingenden
Gruppe G, 4 einzusehen, verwenden wir (F). Der dem Ideal n = (e, 5, €,) entsprechende
Normalteiler N erfiillt die Voraussetzungen von (F). Die Liesche Algebra der Gruppe HY
(in der Bezeichnungsweise von (F)) ist (¢, é,, &,, &5) mit den nicht-verschwindenden
Produkten [é,, e;]=e5 und [e;, es]=eé,, also isomorph zur nilpotenten Algebra g, ;.
Die zugehérige Gruppe G, 5 haben wir in Bemerkung 2 am Ende von §1 hingeschrieben.
(F) lehrt nun, daB pL'(G, 4,);p (p und y wie dort) *-isomorph zur Beurlingschen Algebra

1 i

LGy, 3, w)y ist mit dem Gewicht w([t, x, y, z])= {4(¢' + e")z}Z =2(cosh t)j. Nun schreibe

man G, , als semidirektes Produkt aus R 2 {[0, x, 0, 0]} und dem kommutativen Normal-

teiler {[#,0,y,z]}. Dann kann man L'(G, ;, w), mit L'(R, ) identifizieren, wobei
1

o = L' (R, w); = L'(R?, w) mit w(u, v) =2(coshu)”. Weiter liegt mit
JZZZ Ll({[o’ 07 y’ Z] | y’ ZE P})7c <Q/b

dann die Situation von Satz 1 aus [12] vor. Wie in Bemerkung 2 von §1 angegeben,
findet man fiir ein minimales hermitesches Idempotent g€ L'(R, %) einen dichten *-Mor-
phismus

M:qL'R, of)qg— o[F= (R, 2 cosh%) )
Mit letzterer Algebra ist dann auch ¢ (R, /)¢ nichtsymmetrisch, also auch
L'(R, )= pI' (G, P
und letztlich L'(G, ,).

‘Zu 86.5. Die Nichtsymmetrie dieser Algebra 1iBt sich wie im Falle gs.4 Zeigen:
G5 1st ein semidirektes Produkt aus S, und R*, und L'(G, ;) hat einen Quotienten der
Form L'(S,, 2).
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Bemerkung. Die Beispiele g; , und 9o, s lassen sich offenbar verallgemeinern zur
Algebra s, xR"*', wobei s, die nicht-kommutative zweidimensionale Liesche Algebra
bezeichnet, welche auf R"*' per

nt
s (m-1): 0
st 0
0 "5 0

wirkt. Im Falle n=1 erhdlt man gerade g, o(0). Die zugehorigen Gruppenalgebren
haben siamtlich ,,L' (S,, ) als Quotienten.

Zu g4 . Der (e, e,, e5) entsprechende Normalteiler N von G, ¢ genligt den Vor-
aussetzungen von (F). Die Liesche Algebra von H/Y ist (2, é,, €5, &5) mit den Relationen
[e., e;]=e5, [é. &,]1=2¢, und [€,, &;]1= —2¢;, also isomorph zu 94,0 (0). Folglich gilt

1y 2z 1Ty 2z .
HIY= 0 ¢ x|t x,y,ze Ry und mitdem Gewicht w( 0 2’ x | = {d(e+ ¢+ x2)*
001 00 1

le(GM)Yp;L‘(GA,_Q(O), w);. Betrachtet man nun ein minimales hermitesches Idem-
potent g€ L'(R, A(R))< L' (G4 o (0)) wie im Beweis von Theorem 5 in [8] (d.h. g=u - ,
wobei u einen kompakten Triger hat), so ist ¢ auch in I'(G, , (0), w), enthalten und
gL' (G, 5 (0), w);q liegt dicht in der kommutativen, nichtsymmetrischen Algebra
qL'(G, 5 (0));4, ist also selbst nichtsymmetrisch.

Zu g 7. Der (e,, 3, e4) entsprechende Normalteiler N von G, , geniigt den Voraus-
setzungen von (F). Die Liesche Algebra von H/Y ist (e, é,, €,, €5) mit den Produkten
[eo, e;1=¢, und [&y, es]=&5. Zu zeigen bleibt folglich die Nichtsymmetrie der Algebra

L 1
L'(H/Y,wy;=L'(R, Symit o/ = {fe '"RY)| | [ |f(x, )] cosh(x)’ dx dy <0}, wobei
R auf ./ durch f'(x,y)=e "¢ f(x, ¢'y) wirkt. Dazu sei # < L'(R) das Ideal aller f
mit =0 auf (—ac, 0]. Wir betrachten # als Teil von .«*, indem wir % durch Faltung

0

in der y-Variablen wirken lassen, d.h. (u * f)(x, y) = [ f(x, y—2) u(z)dz. Weiter sei &4,

der AbschluB von %« &/ = « ¥ in & ; Lo=L'(R, #,) ist dann ein Ideal in L'(R, /),
und L'(R.%) liegt in £%. Fixieren wir nun noch einen Charakter n:%— C, etwa
n(u)=u(1). Wie in Bemerkung 2 von §1 angegeben, findet man fiir ein minimales
hermitesches Idempotent ¢ € L'(R,%) einen dichten *-Morphismus M : g.£,q — /,/9

mit #=Kerny » &/,. Durch Rf(x)= [ f(x,y)e " dy ist ein surjektiver *-Morphismus

-l_ . .
R: o/, — LMR, cosh®) erklirt mit R(#)=0. Durch Zusammensetzung erhilt man einen

1
dichten *-Morphismus ¢.#,q — L'(R, cosh?). Folglich ist ¢.#,q und dann auch L (G, ;)
nichtsymmetrisch.

Zu gg 5. Qo5 ist die semidirekte Summe aus der Unteralgebra t=(eo, €, €,) und
dem kommutativen Ideal t=(e;, e,, €5). Dem entspricht eine Zerlegung G, s =K & R,
und wir finden L'(Gq s)=L!(K, L'(R))= L' (K, A(R’)), wobei K auf R* (und dann auch

Journal fiir Mathematik. Band 306 2
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eS

auf A(R%)) durch K=<[ 0
0

b
¢ |15, t. b e Ry wirkt. Wir schreiben K als semidirektes

(){

0
el
0
e 1t 0 b
Produkt K=G x Hmit G = 1 seRyund H=<[ 0 &' te'||1. beR . Weiter
1 0 0 ¢
seix=(0,0,1) e R*und X = Kx = Hxsowie 2= {[lx |f € A(R’), f(,0, 0)=0firalleyek}.
X 138t sich durch & — hx mit H identifizieren. Die Wirkung von H auf X geht dann in
die Translation tiber, und die Wirkung von G entspricht der Konjugation. Weiter erfiillt 2,
aufgefaBt als Algebra von Funktionen auf H, die Voraussetzungen 1)—35) von Theorem 4
in [8]. Also ist L'(K, 2)= L'(G, L'(H, 2)) nach (C) nichtsymmetrisch. Und L'(K, 2) ist
¢in Subquotient von L' (G g).

Zu g o (%). §6.o (%) ist die semidirekte Summe aus s = (e, ¢;) und dem kommuta-
tiven Ideal r = (e,, e, €4, €5), also G o (1) =S x Rund folglich

MGy o (1) =L'(S. L (R)=L!(S, AR)= L'(S, A(C?),

) v} b
wobei S durch S= {e“ <g ]>

durch den Punkt (0, 1), d.h. X={(bz,2) | he R, z € T}, wobei T die Gruppe der komplexen
Zahlen vom Betrage 1 bezeichnet. Setzen wir nun

2={fR—-C|Ipe AC? mit o(xz,z)=f(x),¥Vze T},

t,be /R} auf C? wirkt. Erneut betrachten wir die Bahn X

at

, b
so ist L'(S, 2) ein Subquotient von L'(Gg o(x)), wobei s=-e" (f) 1)eS auf fe 2

durch f*(x)=f(e"x+b) operiert. L'(S, 2)~L'(R,L'(R, 2)) ist aber nach (C) nicht-
symmetrisch.

Zu g ; (2). Fiir einen nicht-trivialen Charakter y des Zentrums von G ; (x) kann
man L'(G, , ()); als L'(R, L' (R*, A(R?))) schreiben, welches nach (C) nichtsymmetrisch
ist.

Zu g, (). Der (ey, ey, e5) entsprechende Normalteiler N von G, , (x) geniigt den
Voraussetzungen von (F). Also ist pL'(G,_ , (#));p isomorph zu L'(H/Y, w);, wobei die
Liesche Algebra von H/Y isomorph zu (e, €,, €4, €5) mit [€,,e,]=¢s, [&, €;]=ne,

1

und [&;, &,] = — 22, ist. Man findet pL (G, , () };p = L (R, o/, cosh®) mit of = L} (R, A(R)),
wobei R als kompakte Gruppe auf .o/ wirkt. Wichtig an dieser Feststellung ist lediglich,
dafl der Raum &/ der Fixpunkte von Null verschieden ist (was man unmittelbar verifiziert).
also enthilt pL' (G, , (2));p die abgeschlossene Unteralgebra

1 1
MR, /%, cosh?) = L' (R, cosh?) @ /%,
und letztere Algebra ist offensichtlich nichtsymmetrisch.

Zu . 3(x) und g, 5. Sei G die zugehorige einfachzusammenhidngende Gruppe
und ¥ ein nicht-trivialer Charakter des Zentrums von G. Dann ist L'(G); isomorph zu
L'(R, L'(R*, A(R%))), wobei R* der Unteralgebra (e, , e ) bzw. (e,, e;) entspricht. Aus (C)
folgt nun die Nichtsymmetrie von L' (G).



Poguntke. Nichisymmetrische sechsdimensionale Liesche Gruppen 167

4. Hier wollen wir den zweiten Teil von Satz 2 beweisen, d. h. die Vollstindigkeit der
in §2 gegebenen Liste. Dazu haben wir unten ein Lemma und vier Sitze formuliert, welche
wichtige Etappen des Beweises zusammenfassen, die aber natiirlich fiir sich ohne Interesse
sind, da es sich sozusagen um ,, Teilsitze** von Satz 2 handelt.

In [8] wurde bereits ausgefiihrt, daB g, , (0) die einzige nichtsymmetrische auflosbare
Liesche Algebra in Dimensionen < 4 ist. Um alle nichtsymmetrischen fiinfdimensionalen
auflosbaren Lieschen Algebren festzustellen, haben wir zunichst diese zu bestimmen,
welche g4 4 (0) als Quotienten zulassen.

Lemma. Sei g eine fiinfdimensionale Liesche Algebra. Es gebe ein Ideal a <l g mit
8/a =84, (0). Dann ist g isomorph zu g5, zu §s oder zu g () mit passendem a € R.

Bevweis. Es sein das Nilradikal von g. Dann sind die beiden Fille moglich:

A) nist isomorph zu g, 5,

B) n ist die direkte Summe aus a und einer zur Heisenberg-Algebra isomorphen
Algebra.

Zu A). Man findet eine Basis e,,. .., ¢, von g derart, daB sich die nicht-verschwin-
denden Produkte als [e;, e,]=e;, [y, e3]=e4, [€5, €] = —e; + A1 €4, [, €2] =€, + 454,
[eo, €3] =264, (€0, €4]=74€, schreiben lassen,

Aus der Jacobi-Identitiit folgt 2, =0 und i, = —1. Andert man e, bzw. ¢, um ein
passendes Vielfaches von e, bzw. e; ab, so kann man 4, = 4, =0 erreichen, also g = g..

Zu B). Man findet eine Basis e,...,e, von g mit den nichtverschwindenden
Produkten [e;, e;]=e;3, [€g, e1]1=—¢+ 4,64, [eg, €2]1=€1+Ar84, [€), €4] =Aqeq. Ist
/4% 11, so kann man durch Modifikation von e, und e, um Vielfache von e, erreichen,
daB i, =4,=0. Dann liegt die Algebra g5 (44) vor. Ist 2, =+ 1, so kann man immer noch
21 =0 herstellen. Ist nun 4,=0, so liegt g5 (1) vor; ist aber 1,+0, so ersetzt man e,
durch [e,, e,] — ¢, und findet §s. Analog fiihrt 4, =—1zu g5 (—1) und zu b=(hy,.. ., h,)
mit [Ay, h,]=hs, [hy, hi]=—h;—h,y, [ho, hy]=h, und [hy, h]=—h,. Nun ist aber
eo——hy, e, — hy, e, — hy, ey ——hy, e, — hy ein Isomorphismus von g5 auf b.

Bei der weiteren Suche nach nichtsymmetrischen fiinfdimensionalen Algebren
konnen wir nunmehr annehmen, daB alle echten Quotienten symmetrisch sind, insbe-
sondere ist nach (E) die Dimension des Zentrums héchstens gleich 1.

Satz 3. Sei g eine aufloshare nichtsymmetrische, finfdimensionale Liesche Algebra.
Alle echten Quotienten von g seien symmetrisch. Besitzt § ein nicht-zentrales eindimensionales

Ideal a, 50 ist g isomorph zu bs.

Beweis. Nach (B) ist der Zentralisator ¢ von a in g nichtsymmetrisch, also isomorph
2u g, o (0). Man findet also eine Basis , x, y, z von ¢ mit [a, x] = - X, [a, y]=y.[x, ¥y] =2
Weiter sei noch ein d € g\ ¢ mit [d, z]=2z gewihlt. g ist die semidirekte Summe Rd x c.
Andert man 4 um Vielfache von x, y und a passend ab, so kann man erreichen, daB

prid
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[d,x]=o0;x+pyund [d, y]=a,x. Andert man ferner @ um ein passendes Vielfaches von =
ab. so kann man erreichen, daB [d, a] =/,a +/,x+ 2, 1. Wir verwenden nun. dal} d eine
Derivation von ¢ ist. Es gilt also

z= [d’ Z] = [[d’ X], y] + [x’ [dw }'D = [dlx + ﬁy» _V] + [X’ 12.’(7] =%z
und mithin #, = 1. Aus —[d, x]=[d, [a, x]]1 =[[d, a), x]+ [a, [d, x]] ergibt sich
0=A,=/4=f.

Und aus [d, y]=[d, [a, y]]1=[l4d, al, ]+ [a, [d, y]] folgt o, =4,=0. Man findet also
eine Basis d, a, x, y, zvon g mit [a, x]=—x, [a, y1=y,[x, y]=2,[d, x]=xund [d, z] = .
Folglich gilt g=bs.

Satz 4. Sei g eine auflosbare nichtsymmetrische, fiinfdimensionale Liesche Algebra.
Alle echten Quotienten von g seien symmetrisch. g besitze kein eindimensionales nicht-
zentrales Ideal. Ist dann a ein kommutatives zweidimensionales Ideal in g, so gilt entweder

0
(0 ad(g)la={<z O)

0
(i ad(g)|a={<_, ;)

fiir eine passende Basis von q.

a,belR}

te/l?}

Beweis. 1. Fall. a ist nicht irreduzibel, es gibt also ein (zentrales) eindimensionales
Ideal b < a. Ist a/b nicht-zentral in g/b, so liegt die im Satz beschriebene erste Alternative
vor. Ist aber a/b zentral in g/b, so ist nach (B) der Zentralisator ¢ von a in g vierdimensional
und nichtsymmetrisch, also isomorph zu g, ¢ (0). Aber diese Algebra besitzt kein zwei-
dimensionales Zentrum, so daf dieser Fall nicht moglich ist.

oder

2. Fall. a 1st irreduzibel. Man findet dann eine Basis x, y von a und Linearformen
@, Y eg*mit [t, x]=@()x—y()y, [t, Y] =" () x + o(t)y fiir alle t € g, wobei i 4 0 wegen
der Irreduzibilitdt ist. Wir haben ¢ =0 zu zeigen. Nehmen wir also ¢ # 0 an. Dann ist
Kernp =g, 4 (0) nach (B). Das in Kern¢ gelegene Ideal a umfafit wegen der bekannten
Struktur von g4 ¢ (0) das eindimensionale Zentrum 3 von Kern ¢. 3 ist auch in g ein Ideal.
Also ist a im Widerspruch zur Annahme nicht irreduzibel.

Fiir das Folgende nehmen wir an, dafl die Liesche Algebra g den Voraussetzungen
von Satz 4 geniigt. Wir wollen zeigen, daB g isomorph zu g , ist. Dazu behandeln wir
die fiinfdimensionalen Algebren nach der Struktur ihrer Kommutatoralgebra g'. Nach (D)
ist ¢ nicht kommutativ, folglich dimg’ > 3.

Sei zunéichst dimg’ =3, also g’ Heisenberg-Algebra. Das Zentrum 3 von g’ ist ein
eindimensionales Ideal in g, also zentral in g. Es sei ¢ der Zentralisator von g’ in g.
Weiter seien Der, () die Liesche Algebra der Derivationen d: ¢’ — g’ mit d3=0 und
Inn (g) die Liesche Algebra der inneren Derivationen auf g'. Bekanntlich ist Der, (g")/Inn (g')
isomorph zu sl, (R), der Lieschen Algebra der halbeinfachen Lieschen Gruppe aller reellen
unimodularen zweireihigen Matrizen. Das Kompositum g — Der, (g') — Der, (")/Inn (g")
hat den Kernc+g'. Da g/c+¢g kommutativ ist und sl,(R) keine zweidimensionalen
kommutativen Teilalgebren besitzt, ist dimc+g' =4 oder ¢+g' =g. Im ersten Fall ist
dime=2,da ¢ ng'=3 Da ¢'ccng =3 ist ¢ nilpotent, also kommutativ. Nach Satz 4
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wirkt g wie {(Z g)} auf c. Das ist aber unmdglich, da g trivial auf ¢ wirkt. Ist aber
g=c+g.,s0istg' =’ +¢"<S ¢ n g +g" =3 Widerspruch.
Ist dim ¢" =4, so sind die beiden folgenden Fille moglich.
1) ¢’ ist isomorph zur direkten Summe aus R und der Heisenberg-Algebra.

) g’ besitzt eine Basis e,, ¢3, ey, €5 mit [e,, e;]=¢, und [e,, e,]=¢s, d.h. g ist
isomorph zu g, ;.

Zu ). Das Zentrum a von g ist ein zweidimensionales Ideal in g und enthilt das
o . . . 0
eindimensionale Ideal g”. Nach Satz 4 wirkt g wie {(Z 0)} auf a. Das ist aber unmdglich,

da ¢’ trivial auf a wirkt.

Zu 1I). Es gilt (e5)=3="Zentrum von g/, (e4, €5)=g", und (e, ey, €5)=:h=Zen-
tralisator von ¢" in ¢'. Also ist ¢'>h>g" >3 eine charakteristische Kette. Nach Satz 4
ist (es) zentral in g, und man kann ein e, € g\g' mit [e;, e,] =e, finden. Setzt man
allgemein [e, e;]=4Aje;+4je,+ 4565 und [e, e;] =gy e, + pye5+pye, +pges an, so
liefert die Jacobi-Identitat

ey =[er, e.]=[ey, [es, eJ1=[[es, es], €3]+ ez, [er, es)] = piea+ 2164+ 4505,
also 4, =0und y; =4, =1, sowie
0=T[e,, es]1=[e;, [e1, es]1=le1. €2, es] + [e3, [e1, eg]]= 1 estes,

also u,=—1 und dann A, =2. Es gilt also [e,, e;]=e,. [€2, ea]=¢s, [e1,es]=¢y,
[e, es]=2e;+Ayesund [e;, e,]= —e, + 3 + z e, + ges. Manssieht, daB ad (e,) auf g’
die Eigenwerte 0, 1,2 und —1 hat. Es gibt also eine Basis von g', die aus Eigenvektoren
fiir ad (e,) besteht. Diese kann man so normieren, daB die obige Multiplikationstabelle
fiir g erhalten bleibt. Anders ausgedriickt, man darf iy=p,=py=ps=0 setzen, das
ergibt dann aber gerade die Algebra gs 4.

Wenden wir uns nun den sechsdimensionalen Algebren zu, die wir nach dem gleichen
Schema behandeln.

Satz 5. Sei g eine auflosbare, nichtsymmetrische Liesche Algebra der Dimension 6.
Alle echten Quotienten von g seien symmetrisch. Besitzt § ein nicht-zentrales, eindimensionales

Ideal a, s0 ist g isomorph zu G, 7 oder zu 8, .

Beweis. Nach (B) ist der Zentralisator ¢ von a in g nicht-symmetrisch. Beachtet man,
daB ¢ ein Zentrum besitzt, so kommen nur die Fille ¢>gs ,, ¢=§s und ¢xgs(7) in
Frage. Sei zuniichst ¢ g5 ,. Durch elementare Rechnungen kann man zeigen, dal dann g
eine Basis (d, ey, €1, €3, €3, €,) besitzt mit (¢y.. .., e,)=c¢. die €'s multiplizieren sich wie in
der Definition von gs_, angegeben, und weiter gilt [d,e,]=e4,[d.e;]=—e,und[d,e;]=¢,.
Dann ist aber g/(e,) isomorph zu bs, im Widerspruch zur Voraussetzung.

Nehmen wir als néichstes an, daB ¢ = §s oder ¢ g5 (t)mit 7 +0. Sei c=(eo, €1, €2, €3,€4)
mit der in §2 gegebenen Multiplikationstabelle. Dann ist ¢’ vierdimensional. g/c" ist
kommutativ (wenn nicht, so wére ad (e) : ¢ — ¢ nilpotent, was offenbar nicht der Fall ist),
also gilt ¢'=¢'. Wir wihlen nun ein de g™\ ¢ mit [d, e;]=e; (e; erzeugt das Zentrum
von ¢). (ey, e,) ist invariant unter d (als Zentrum von ¢'). Durch Abiindern von d um ein
Vielfaches von e, kann man erreichen, daB [d, e,]= pes.
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Es gilt [d, [e;, e ]]1=1[d, tes]=p1e, (mit 1=1 im Falle ¢>g:) und andererseits
[d, [e,, es11=[[d. eo]. €] + [0, [d, €411 =0, da [d.e,] €g'=¢' mit e, vertauscht. Also
ist pt =0 und folglich = 0. Damit ist auch (e,) ein eindimensionales nicht-zentrales Ideal
in g, und der Zentralisator  von (e,) folglich isomorph zu §s oder zu gs (), wobei t'=0
zunichst nicht ausgeschlossen ist. Aber d enthélt e; und d, und es gilt [d, e;]=e;. D" ist
zentral in b und eindimensional. Wegen 8" Sg" = ¢" =(e;) gilt D" =(e;) und e; ist nicht
zentral in b, Widerspruch.

Nehmen wir als letztes an, daB ¢ isomorph zu g (0) ist.

1. Fall. Die (eindimensionale) Wirkung von g auf dem Zentrum 3 von ¢ sei
diagonalisierbar.

1.a. g wirke nicht-trivial auf ¢”. Man wihle ein Ideal b in g mit b ® ¢"=3 und
betrachte die Algebra g=g/b. § hat ein eindimensionales nicht-zentrales Ideal 3/b, und der
Zentralisator ¢ = ¢/b von 3/b in § ist isomorph zu g, , (0). Aus diesen Daten haben wir aber
im Beweis von Satz 3 hergeleitet, dal} g isomorph zu by ist, im Widerspruch zur Annahme,
daB alle Quotienten symmetrisch sind.

1.b. ¢” sei zentral in g. Man findet eine Basis e,,. .., s von ¢ derart, daB (e:) ein
nicht-zentrales Ideal in g ist, und daB [e,, ¢,] = —e,, [e1, e;]=¢; und [e,, e;]=¢, gilt.
Wihlt man ein passendes d € g\ ¢ (der Raum der Derivationen auf g, 4 (0), welche e,
annullieren, modulo den inneren Derivationen ist eindimensional ), so gilt [d, e;] = re, + p; es,
[d, e, =uyes, [d,es]l=pses, [d e]=p,es, [d es]=es. Modifiziert man nun noch
ey, €,, €5, e, um passende Vielfache von e, so erreicht man py =y, =y =p, =0. Ist =0,
so ist (d, e5) ein Ideal in g, und g/(d, e<) = g4 o (0), Widerspruch. Ist 1+ 0, so betrachte
man die Basis ) =te,, ey =7e,, e, ey, 5, d; in dieser Basis stimmt die Multiplikations-
tabelle von g mit der von g, - liberein.

2. Fall. Die Wirkung von g auf 3 sei nicht diagonalisierbar. Man findet dann eine
Basis d, e, e,, e3, €4, €5 von g mit

[er, e ]=—e;, [er,es]=es [ezes]=es, [d,es]=es, [d.es]=es+e,
sowie
(doe]=te + - +1ses, [de]=rrer+-+ises, [des]=pye,+-+uses.

Andert man d um passende Vielfache von ¢,, e, und e, ab, so kann man As=ps=14,=0
erreichen. Andert man weiter e; um eine passende Linearkombination in e, und es ab, so
1aBt sich 1,=15=0 erzielen. Nutzt man noch aus, daB ad(d) eine Derivation auf ¢ ist,
so kann man simtliche Koeffizienten bestimmen. Man erhilt u, =1, alle anderen ver-
schwinden. Das bedeutet aber gerade, da8 die Algebra g, 4 vorliegt.

Satz 6. Sei g eine auflosbare nichisymmetrische Liesche Algebra der Dimension 6.
Alle echten Quotienten von g seien symmettisch. g enthalte kein eindimensionales, nicht-
zentrales Ideal. Weiter sei g weder zu g, ; (0) noch zu g4 , isomorph. Ist dann a ein zwei-

. ) : . . a 0
dimensionales kommutatives Ideal in g, so wirkt o auf a wie {( 0)

b
0 1
{(_ . ) ‘ re /P} fiir eine passende Basis von a.

abe /R} oder wie

0
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o Bg;reis. .Nehmen wir zunichst an, daB a kein irreduzibler g-Modul ist. Es gibt also
ein eindimensionales, nach Voraussetzung zentrales Ideal b < a. Ist a/b nicht-zentral in g/b,

. . \fa 0 . .
so wirkt g auf a wie {( b 0)} Nehmen wir also weiter an, daB a/b zentral in g/b ist.

Dann ist nach (E) der Zentralisator ¢ von a in g fiinfdimensional und nach (B) nicht-
symmetrisch. Nun gibt es nur eine fiinfdimensionale nichtsymmetrische Liesche Algebra
mit zweidimensionalem Zentrum, nédmlich g5 (0). Man findet dann eine Basis e,,.. ., es
von ¢ (a=(e, ¢5)) und ein deg\c mit [e,, e;]=—e,, [ef, e5]=03, [e5, e5]=¢4,
[does]=e,,[d e,]=4,es+ Ases+i,e,, [d, es]=psey+pyes+ pge, (¢ st ein Ideal in g)
und [d,e;]=1,e,+ - +150;. Unter Verwendung der Jacobi-ldentitit findet man
ly=ry=rly=ll,=py =7, =0. Modifiziert man d um eine passende Linearkombination
in e,, e,, e; und e,, so kann man auch noch p;=1,=1;=1,=0 einrichten. Man erhalt
eine Basis d.e,,...,es mit [e;,e;]=—e,, [e,e;]=e3 [es,e5]=¢€s, [d es]=e,,
[d, e;]=tes. Fiir =0 ist diese Algebra gerade g, ; (0). [st aber 40, so kann man durch
1 1

d:= lrl'jd und el := |r|§e5 zundchst erreichen, daB [d', e;]1= + e5. Im Falle des positiven
Vorzeichens hat man gerade die Algebra g, ,. Man kann sich aber leicht iiberlegen, dalB
auch im Falle des negativen Vorzeichens die erhaltene Algebra isomorph zu g, , ist.

Nehmen wir nun an, daB a ein irreduzibler g-Modul ist. Dann findet man eine
Basis x, y von a und Linearformen @, ¥ € g* (f +0) mit

[t xI=pMx—y(@)y, [t y]=v®x+e0)y.

Es ist ¢ =0 zu zeigen. Nehmen wir dazu ¢ %0 an. Dann ist Kern ¢ nichtsymmetrisch, also
isomorph zu gs, §s, §s (7), bs oder gs_,. Der Fall Kern¢#Kerny ist nicht moglich, da
Kern ¢ eine exponentielle Liesche Algebra ist. Im Falle Kern ¢ = Kerny ist aber a zentral
in Kern @. Dann kommt nur Kern ¢ = g5 (0) in Betracht. In diesem Falle ist aber (Kern o)
ein eindimensionales Ideal und in a gelegen, also ist a im Widerspruch zur Annahme nicht
irreduzibel.

Nach diesen Voriibungen gehen wir nun wie im fiinfdimensionalen Fall vor. Es sei
im folgenden g stets eine Liesche Algebra, die den Voraussetzungen von Satz 6 genigt.
Wir zeigen, daB jedes solche g in der in §2 angegebenen Liste enthalten ist, indem wir
die Algebren der Reihe nach gemiB der Struktur ihrer Kommutator-Algebra behandeln.
Dazu konnen wir nach (D) weiter annehmen, daB ¢’ nicht kommutativ ist.

Sei also zunichst g isomorph zur dreidimensionalen Heisenberg-Algebra. Das
Zentrum 3 von g’ ist ein eindimensionales zentrales Ideal in g. Es sei ¢ der Zentralisator
von g’ in g. Dann gilt ¢ g =3 Wie im finfdimensionalen Fall sieht man, daB die
Codimension von ¢+ g’ gleich 0 oder 1 ist. Auch hier scheidet ¢+g"=g aus dem gleichen
Grunde aus. Also ist dimc=3. Da ¢’ Sg N c¢=3, ist ¢ kommutativ oder zur drei-
dimensionalen Heisenberg-Algebra isomorph. Nehmen wir zunéchst an, dal ¢ kommutativ
ist. Es sei X € g\(q' + ¢) beliebig gewahlt, ad (X) : ¢ — ¢ bildet dann ¢ in 3 ab, hat also
einen mindestens zweidimensionalen Kern. Man kann also ein Y€ ¢\3 mit [X, Y]=0
finden. Dann liegt ¥ im Zentrum von g. Das Zentrum von g ist also mindestens zwei-
dimensional, Widerspruch zu (E). Nehmen wir weiter an, daB ¢ zur dreidimensional?n
Heisenberg-Algebra isomorph ist. Es sei d der Zentralisator von ¢ in g. Dann gilt
dbnc=g nc=3und D2g’ Ist d+g’, 50 ist g=D+¢ und dim d=4. Weiter ist dann D
nichtsymmetrisch (denn mit b und ¢ wire auch d @ ¢ und dann g als Quotient von 8 @ ¢
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symmetrisch), also 2= g, o (0). Offenbar ist dann g =g ; (0). Ist aber d=g', so wirkt die
dreidimensionale kommutative Algebra g/g’ treu auf ¢ Heisenberg-Algebra. Dieser Fall
ist unmoglich.

Als nichstes behandeln wir die Flle einer vierdimensionalen Ableitung, d.h. die
Fille

I) g ist isomorph zu R @ Heisenberg-Algebra,
11) g ist isomorph zu g,_;.

Zu 1). Analog dem fiinfdimensionalen Fall kann man zeigen, dal dieser Fall unter
den Voraussetzungen von Satz 6 nicht auftritt.

Zu 11). Das eindimensionale Zentrum 3 von g’ ist nach Voraussetzung zentral in g.
Weiter ist ¢” 23 ein zweidimensionales kommutatives Ideal in g, auf dem g nach Satz 6

0 : :
wie {(Z O)} wirkt. Es sei ¢ der Zentralisator von a in g. Man findet dann (vgl. Rechnung

im fiinfdimensionalen Fall) ein e, € g\(¢+g’) und eine Basis e,, e;, e,, es von g’ derart,
daB sich die e’s in der folgenden Weise multiplizieren

[e;, e3]=e4, [ey,e4]=es, [er. es]=ey, [e1,e5]1=2e5, [er,e0]=—¢;.

Um eine Basis von g zu erhalten, wahle man nun noch ein d € ¢\ g’ und setze
[d, e, ]=Pre,+ Bres+ Paes+Pses, [d,e;]=26,+2305+ 256, + 2565

sowie [d, e;]=use;+ jiges + uses an. Modifiziert man ¢ um passende Vielfache von e,
und e,, so kann man o5 =0=f, erreichen. Verwendet man nun, da8 [d, —] eine Deri-
vation auf (ey,...,es) ist, so findet man f,=f;=f,=2,==05=py=p, =p:=0.
Man erhilt die Algebra

ler, e3]=eq, [ey,e4]=es, [e,e4]=ey, [e,e5]1=2e;, [e1,e;]=—e,, [d, e]=fes.

Hier ist aber (d, e5) ein kommutatives Ideal, auf dem g nicht wie in Satz 6 beschrieben
wirkt, Widerspruch!

Es bleibt noch der Fall dimg’ =35 zu behandeln. Wir setzen n=g' (g’ ist das Nil-
radikal in g) und verwenden die wohlbekannte Klassifikation fiinfdimensionaler nil-
potenter Liescher Algebren, wobei wir diese Algebren nach fallender Dimension von
31t (= Zentrum von n) durchgehen.

1) Esseidim3n =3, also nisomorph zu R* @ Heisenberg-Algebra.

n' ist ein eindimensionales, also zentrales Ideal. Ist 3n/n’ kein irreduzibler g-(g/n-)
Modul, so findet man ein zweidimensionales Ideal b in g, 3n b > n', auf dem nach Satz 6

. .. |fa 0 . .
dann g notwendigerweise wie {(b 0)} wirkt, Widerspruch! Also ist 3n/n’ irreduzibel.
Dann ist 3n halbeinfach. Man findet also ein zweidimensionales Ideal a mit 3n=a+n".
: .10 =t
Auf a wirkt g nach Satz 6 wie {([ 0)} Es sei e € g\t gewihlt. Da n/a zur Heisenberg-

Alggbra isomorph ist, ist die Spur von ad (e) auf n/a und dann auch auf n/3n gleich Null.
Besitzt nun ad (e) auf n/3n einen reellen Eigenwert 440, so ist auch — A ein Eigenwert,
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unfi man sieht leicht, daB8 g/a isomorph zu g, , (0) ist, Widerspruch! Besitzt aber ad (e)
k;lnen solchen Eigenwert, so sind die Eigenwerte rein-imaginr. Dann sind aber alle
Eigenwerte von ad (e) auf n rein-imagindr, also g nach (A) symmetrisch, Widerspruch.

Sei nun dim 31 = 2. Die méglichen Fille sind:

IV) nistisomorph zu R @ g, 1,

V) n besitzt eine Basis ey,. . ., es mit [e;, e,]=e,, und [e,, ;] =es,

VI) nbesitzt eine Basis e, ,. . ., es mit [e;, e,] =3, [ey, €3] =4, [e,, €3] =e5.

Zu IV). Esist dimn’ = dim 3n =2 und dim 3n ~ n’=1. Nach Satz 6 wirkt g auf 31 wie

O I . . . . . . . . .
{( ; 0)}, aber 3n N n'ist ein eindimensionaler invarianter Teilraum, Widerspruch.

0)} g bzw. g/n wirkt regulir

(da ¢'=n) auf dem dreidimensionalen Raum n/n’, hat also dort einen eindimensionalen
invarianten Teilraum a/n’, auf dem g nicht-trivial wirkt. a ist ein dreidimensionales
kommutatives Ideal in g der Zentralisator ¢ (S1) von a ist ebenfalls ein kommutatives
Ideal in g mit 3 £dim ¢ <4. Nehmen wir zunéchst an, daBl dim c=4. Man findet dann
eine Basis £, fs von 31, ein f; € a\3n, ein f; € n\ c und ein f, € g\ n mit

0
Zu V). Nach Satz 6 wirkt g auf zn=n’ wie {([

Vo, fil=4f5, 4%0, [f, fil=fs, o, fs1=fi wd [fy, fall=—fs,

wobei liber die iibrigen Kommutatoren, etwa [f;, f;], nichts ausgesagt wird. Die Jacobi-
Identitat liefert

0="[fo, U, 501+ [, Uss 11+ U, Uy Al =fa— Afs + U5, [, A

Widerspruch, da [f;, [f, f1]] ein Vielfaches von f5 ist. Nehmen wir nun an, dafl dim ¢=3.
Wir wihlen dann ein g, € c\3n, ein goeg \n und eine Basis g,,gs von 3n mit

[0, g1]=0g, (x%0) [0, g4]=—gs und [g, &5] =g4. Die Basis g, g4, 85 von ¢ kann
man zu einer Basis gy, g5, 83,84,85 von n erginzen mit [g;,£:]1=0, [g1,8:]1=28s,

(g1, g5]=g;. Weiter sei [go, &, ]=p181+ -+ fs&s und [€o, &3]=7181 + - +758s. Ver-
wendet man, daB ad(g,) eine Derivation von n ist, so findet man 0= f, g5 — 7,84, also

0=py=y;, —gs =284+ B.84 + B85, also f3 = — 1 und f, = — %, sowie
g4=0gs+7:84+ 7385, also y,=1und y;=—a.

Folglich hat ad(g,) auf n/c die Eigenwerte —a+i. Durch Modifikation von g, und g;
um Vielfache von g, und g5 kann man f, =5 =7, =75 =0 herstellen, und man erkennt
die Algebra g o(a).

-t . . . . .
O)} Weiter ist n’ ein kommutatives drei-

dimensionales Ideal in g. Man wiihle zuniichst eine Basis f,, fs von 3n und ein fq eg\n
mit [f,, fu]=— fs und [fy, fs] =/, sodann ein f; € w\3n mit [fo, f;]=4fs. Als nichstes
wihle man f;, f, € w\n’ mit [f;, fy]=f, und [f;, f3]=fs. Setzt man noch

U, Hl=afs+anfotosfs, [fo. il=Pifi+-- +Psfs und Vo fil=nfit - +usks,

px]

. {/0
Zu VI). g/n wirkt auf jn wie {(z
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so sind alle Produkte beschrieben. Durch Modifikation von f; und f, um Vielfache von f,
kann man 2, = a5 = 0 erreichen, ferner ist 2 + 0. Die Jacobi-Identitét liefert

—fs=[Bifi+ -+ Bsfs, il + 1, A5 =Bifat Bafs+ 70
also B,=—1, B, + 1=0, sowie

fo=Dnhi+ 435S, L1+ A= ot v fs + 45,

alsoy; =1, y,+4=0, und letztlich

adfs=[Pifi+ - +PBsfs, L1+ i+ +osfl=pafs=Bafs+i2fs+73 00

also A= f; +7,,7;=0=[;. Aus den Gleichungen f; + £=0=7,+/und 2=f, +7, folgt
A=py=7,=0. Man erhilt die Algebra (bzw. Algebren)

[flaf3]=f45 [fz,fs]:fs» [fl?fZ]zafBa [fo»f4]=—f5’ [fbﬂfs]zf"u
Lo, fil=—fa+ Bafa+BsSs, o, L1=fi+rafatysts.

Diese ist nach (A) symmetrisch.

Sei letztlich dimzn=1. Dann ist 3=3n zentral in g. Es sind die folgenden Fille
moglich:

VII) n hat eine Basis eq,. .., es mit [e;, e;] = €3, [e;, e;] =e,, [€;, €4] =¢€5,

VIII) nhateine Basise,,..., esmit[e), e,] =es, [e;, ;] =4, [€,, €3] =¢5,

IX) nhateine Basise,,..., esmit [e;, e,]=¢e3, [e,, e;]=¢s, [y, 4] =e5,
Ler, es]1=es,
X) nhateine Basise,,. . ., es mit [e;, e;] =es, [e,, e,] =¢s.

Zu V1I). Sei ey, . ., e5 eine Basis von 1 wie oben.
N2 (ey, €3, €4, €5) 2(e3, €4, €5) 2(ey4, €5) 2(¢5)

ist eine Folge charakteristischer Ideale in n, denn (e5) = 3n, (e, e5)/(es) ist die Kommutator-
Algebra von n/3n, n'={(es,e,, es) und (e,, ey, ¢4, e5) ist der Zentralisator von n’. Wir
wihlen ein e, eg\n mit [ey, e,]=e, und setzen an [e,, e;]=4se;+ A e, +Ases,
(e, €2]=0,8,+ - + 0565, [y, 6] =7,€, + --- + T5es. Aus der Jacobi-Identitit folgen die
Beziehungen is=0y, A4=0;, A3=1,+0,, 0=4,, 1;+/4;=1 und 1,+1=0, also ins-
besondere 1;,=~1, i;=2 und 0,=3. Man sieht, daB ad(e,) auf n die Eigenwerte
0, 2, 1, 3, —1 besitzt. Man findet dann eine Basis von n, bestehend aus Eigenvektoren
von ad (e,), ohne an der Multiplikationstabelle von n etwas zu 4ndern, d.h. die Algebra
g, s liegt vor.

Zu VIII). Sei ;. . ., e5 eine Basis von 1t wie oben. Nach Satz 6 gibt es ein e, € g\n
mit [ey es]=e,, [eg, es]=0. (e,, €5, e, e5) ist als Zentralisator von 1’ in 1 ein Ideal in g.
Weiter ist (e, e,, e5) als Urbild des Zentrums von n/3n ein Ideal in g. Daher kann man
[eo, ea]= /ey +ises +2ses, [e, e]= 05+ + pses, [eg, e ]=110,+ - + 1565 an-
setzen. Die Jacobi-Identitdt liefert 1, =—1, y,=2, py=—-15, 43=-2 und 1,=—1,.
Wihlt man eine Basis von n, bestehend aus Eigenvektoren von ad(e,), so bleiben die
in VIII) genannten Relationen fiir n erhalten, d.h. die Algebra g o liegt vor.
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Zu 1X). 12(e,, €3, e4. €5) 2(e;, €4, €5) 2 (4, €5) > (e5) ist eine Folge von charak-
teristischen Idealen in n, denn (e,, e5)/(es) ist das Zentrum von n/(es), (e5, e,, e5)=n’ und
(e, €3, €4, e5) st der Zentralisator von (e,, e5). Man findet ein e, € g\ n mit [ey, e,] =e,,
Leg. e3]=rse3+ Age,+ 2ses, [eg, e,]=pre,+ -+ pses und [ey, e;]=1,€;+ -+ +15e5.
Die Jacobi-Identitdt liefert is=—t54+u,, dy=ps, Ay=1T+py, Hy=—4;, 1,=—1,
I=1+7; und 0=1,+4,. Es folgt i;=2, y,=—2 und A;=2=1,+p,=—3, Wider-
spruch!

Zu X). Das Zentrum zri=(e5) von n ist zentral in g. Wahlt man ein e € g\n und
setzt d=ad(e)|n, so ist d reguldr auf n/3n, und nach (A) sind nicht simtliche Eigenwerte
von d in iR gelegen. Wir unterscheiden nach den Eigenwerten von d:

X A) d besitzt einen Eigenwert der Form z=a+ifmita, fe R, a0+ 8.

Ohne Einschrinkung kann man ¢ =1 annehmen. Es sei acn ein dreidimensionales
Ideal, d habe auf a die Eigenwerte z, Z und 0. a ist dann notwendigerweise kommutativ.
Komplexifiziert man n, so sicht man, daB d die (verschiedenen) Eigenwerte 1 +if, 18,
0, —1+iB, —1—ip hat, also halbeinfach ist. Wir wihlen nun eine Basis e;, ¢,, €5 von a
mit des =0, de; = e, — fe, und de, =e, + fe; sowie ein d-stabiles Komplement V zu ain n.
Es gibt dann eine Basis e;, e, von ¥ mit [e;, e;]=es, [e1, 6] =0, [e,, €3]=0, [e;, es] = €5
und [e,, e,]=0. Nutzt man aus, daB V d-stabil und d eine Derivation ist, so findet man
de, = —e, — fle, und de, = fe, —e,, d.h. die Algebra g, ; (B) liegt vor.

X B) Alle Eigenwerte von d liegen in R U iR.

Dann hat d wenigstens einen reellen Eigenwert A+0, 0.B.d.A. 4=1. Wir wéhlen
¢in e, € mit de,=e,. Es sei a der Zentralisator von e,. Dann wirkt d auf n/a durch
Multiplikation mit — 1. Wir unterscheiden nun

X B1) Die Eigenwerte von d auf a/(e,, e) liegen in iR (und dann in iR™).

In diesem Falle ist d wieder halbeinfach, und man sieht rasch, daB die Algebra g ; (%)
fiir passendes o % 0 vorliegt.

X B2) Die Eigenwerte von d auf a/(e,, es) liegen in R ™.

Auf o/(e,, e5) hat d die Eigenwerte , —p. Ist g+ 11, s0 ist d halbeinfach, und die
Algebra g, 3 () liegt vor. Nehmen wir also y=1 an. Es seien V., bzw. V_ die Vektoren
zum Gewicht +1 bzw. —1 in 1. Dann ist n="V, ® V_ @ (es) cine d-stabile Zerlegung.
Weiter ist V, @ (e5)Saund ¥_ N a eindimensional, es sei ¥ n a=(e;), also [e;,e,]=0,
de,= —e;. Nun wihlen wir ein ¢, € V', \(e,) mit [e;, e;]1=es und de, =e; +1e4, wobei
man ohne Einschrinkung =0 oder =1 annehmen kann. Nun sei D der Zentralisator
von e, (b ist nicht notwendig ein Ideal in g). d n ¥_ ist eindimensional und ein Komplement
zu(ey)in V_. Wir wihlen nuneine, ed 0 V. mit [e,, e,] =e5. Weiterist de, = —e; + 0¢3.
Damit ist g bestimmt. Aus [e;, €,]=0 gewinnt man noch

0=dle,, ¢;] =[de,, e;] +[e;, de,]= —tes+aes,

also o = 1. Im Falle t =0 liegt g, 5 (1), im Falle t =1 liegt g¢, 5 vor.
23
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