Auflosbare Liesche Gruppen mit
symmetrischen L'-Algebren

Von Detlev Poguntke in Bielefeld

Einleitung

Unter einer involutiven Banachschen Algebra wird hier stets eine Banachsche
Algebra mit isometrischer Involution @ — a* verstanden. Eine solche Algebra of heiBt
symmetrisch, falls fiir jedes a € of das Spektrum von a*a in der positiven reellen Halb-
achse liegt. Typische Beispicle involutiver Banachscher Algebren sind die L'-Faltungs-
algebren lokalkompakter Gruppen. Und die Frage, welche dieser Algebren symmetrisch
sind, ist in den vergangenen Jahren von verschiedenen Autoren ausgiebig untersucht
worden. Es war einige Zeit lang vermutet worden, daB fiir eine lokalkompakte Gruppe G
die Symmetrie von L'(G) gleichbedeutend ist mit dem polynomialen Wachstum des
Haarschen MaBes von G. Nun, in dieser Form ist die Vermutung falsch, und zwar in
beiden Richtungen. Zum einen hat die (ax+b)-Gruppe eine symmetrische L!
siche [16], wahrend das Haarsche MaB dieser

Gruppe natiirlich exponentiell wichst.
Zum anderen wurde in [7] eine diskrete, lokal endliche Gruppe mit nichtsymmetrischer
L'-Algebra konstruiert. Letztere Gru

ppe ist natiirlich nicht endlich erzeugt. Be-
schrinkt man sich auf endlich erze

ugte diskrete Gruppen, so haben polynomial
wachsende Gruppen freilich symmetrische L'-Algebren, wie aus dem tiefliegenden

Struktursatz von Gromow folgt. Denn danach sind diese Gruppen endliche Erwei-
terungen nilpotenter Gruppen, und solche besitzen symmetrische L'-Algebren, vgl. (8]
und [14] sowie [17]. Uberhaupt ist kein Beispiel einer kompakt erzeugten lokal-
kompakten Gruppe mit polynomial wachsendem Haarschen Mag bekannt, welche eine
nichtsymmetrische L'-Algebra besitzt. Allerdings liegen fiir totalunzusammenhingende,
nichtdiskrete Gruppen keine hinlanglich allgemeinen Ergebnisse in dieser oder jener
Richtung vor. Betrachtet man eine andere bedeutende Klasse lokalkompakter Gruppen,
nimlich die der zusammenhingenden Lieschen Gruppen, so ergibt sich folgendes Bild.
Ist G eipe zusammenhingende Liesche Gruppe mit Liescher Algebra g und ist
8 =sxr eine Levi-Zerlegung von g mit halbeinfachem s und auflésbarem v, so folgt aus
der Symmetrie von L! (G), daB s eine kompakte halbeinfache Liesche Algebra ist, vgl.

[10]. Ist nun aber s kompakt, so folgt, siehe [17] oder [22], aus d ymmetri
' ) ) , er Symmetrie von
L'(R), wobei R den zu t korrespo

. ndierenden Normalteiler von G bezeichnet, die
Symmetrie von L!(G). Damit ist klar,

/ ) daB man erst einmal zy untersuchen hat, welche
(einfach) zusammenhingenden auflésharen Lieschen Gruppen G eine symmetrische L!-

-Algebra,
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Algebra haben. In [18] wurde gezeigt, daB alle (auflésbaren) zusammenhingenden
Lieschen Gruppen mit polynomial wachsendem Haarschen MaB tatsichlich symmetrische
L'-Algebren besitzen. Dieses verallgemeinernd gibt ein Hauptergebnis der vorliegenden
Arbeit (Korollar zu Satz 2) fiir einfachzusammenhingende auflosbare Liesche Gruppen G
ein hinreichendes Kriterium fiir die Symmtrie von L'(G). In einer folgenden Arbeit
werde ich zeigen. daB dieses Kriterium auch notwendig ist. Das Kriterium verlangt das
polynomiale Wachstum der Haarschen MaBe einer gewissen Familie von Subquotienten
von G und zeigt damit, daB die urspriingliche Vermutung, jedenfalls fiir auflosbare
zusammenhingende Liesche Gruppen, im Kern richtig ist, wenn auch der Zusammenhang
zwischen Symmetrie und Wachstum des Haarschen MaBes erheblich subtiler ist als
zuniichst erwartet. Weiter besteht jetzt die begriindete Hoffnung, in Kiirze fiir beliebige
zusammenhingende Liesche Gruppen G ein hinreichendes und notwendiges Kriterium
fir die Symmetrie von L'(G) beweisen zu konnen. Am Ende der Arbeit wird eine
entsprechende Vermutung formuliert.

Um den Aufbau dieses Artikels zu erlautern, sei daran erinnert, daf} eine beliebige
involutive Banachsche Algebra .o/ dann und nur dann symmetrisch ist, wenn jeder
einfache .o/-(Links) Modul E (andere Autoren nennen solche Moduln algebraisch irre-
duzible Darstellungen) unitarisierbar ist, d.h., wenn es eine (topologisch irreduzible)
involutive Darstellung = von & in einem Hilbertschen Raum $ und eine /-lineare
Einbettung E — $ gibt. Diese Charakterisierung von Symmetrie, die man etwa in
[20] findet, wird hier ausschlieBlich verwendet. Dort werden zwar nur unitale Al-
gebren behandelt, doch mit Hilfe des Satzes von Yood, daB ndmlich mit &
auch o ® C1 symmetrisch ist, ergibt sich sofort, daB diese Charakterisierung auch
fir Algebren ohne Eins gilt. — Sei nun G eine einfachzusammenhingende Liesche
Gruppe und N ein zusammenhéngender nilpotenter Normalteiler mit abelschem Quotien-
ten G/N; als N kann man also beispielsweise das Nilradikal oder die abgeleitete Gruppe
nehmen. Im ersten Paragraphen wird fiir einen einfachen L' (G)-Modul E der Annullator
von E in L'(N) bestimmt (man beachte, daBl auf einem einfachen L!(G)-Modul auch
die MaBalgebra von G operiert). Es zeigt sich (Satz 1), daB dieser Annullator der Kern
einer gewissen abgeschlossenen Menge 2 im unitiren Dual N=L'(N)" ist. Gleichzeitig
lehrt der Beweis, daB man sich fiir manche Probleme auf den Fall beschrinken kann,
daB & eine Bahn unter einem Torus ist. Dieses Ergebnis ist weit weniger selbstverstind-
lich, als es auf den ersten Blick scheint, denn es gibt keinerlei allgemeine Prinzipien, die
etwa ausschliefen, daB fiir eine beliebige lokalkompakte Gruppe H, einen beliebigen
Normalteiler M in H und einen einfachen L'(H)-Modul F der Quotient

L (M)/Annwu) (F)

ein Radikal hat, auch wenn L*(M) symmetrisch ist. Im Gegenteil, Hulanicki hat in [9]
exakt eine solche Situation hergestellt. In diesem Beispiel sind M und H/M abzihlbar-
unendlichdimensionale Vektorrdume iiber Z/2Z, und die Erweiterung von H durch M
zerféllt sogar. Es ist kaum iibertrieben festzustellen, daB Satz 1 den Hebel liefert, um das
Symmetrie-Problem fiir auflosbare Liesche Gruppen aus den Angeln zu heben. Und
auch fiir die oben angekiindigte Arbeit stellt Satz 1 den Ausgangspunkt dar. Der
Beweis fiir Satz 1 basiert auf dem in [22] sogenannten Imprimitivititssatz fiir einfache
Moduln, vgl. dazu auch [25], sowie auf Synthese-Eigenschaften von Bahnen von Tori
im unitiren Dual nilpotenter Liescher Gruppen, siehe [26]. Der zweite Paragraph ist
vorbereitenden Charakters. Dort werden im Quotienten L'(N)/k(Z), wobei 2 die Bahn
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unter einem Torus ist, bestimmte spiter bendtigte Elemente konstruiert. Der dritte
Paragraph enthilt ein hinreichendes Kriterium fiir die Unitarisierbarkeit eines gegebenen
einfachen L!(G)-Moduls und als Konsequenz ein hinreichendes Kriterium fiir die Sym-
metrie von L'(G).

§ 1. Annullatoren einfacher L' (G)-Moduln in L' (N)

Es seien G eine zusammenhingende Liesche Gruppe und N ein abgeschlossener
Normalteiler in G. N sei eine zusammenhingende, einfachzusammenhiingende nilpotente
Liesche Gruppe mit Liescher Algebra n. Mit Ad: G — Aut(n)= Aut(VN) sei hier die
adjungierte Darstellung von G in n bezeichnet. Weiter sei eine Gruppe Q von Lieschen
Automorphismen von n gegeben mit den folgenden Eigenschaften:

(@) Q ist die Zusammenhangskomponente einer Zariski-abgeschlossenen Unter-
gruppe von Aut ().

(® Ad(G)<=Q.

(c) Q/Ad(N) ist abelsch.

In Q wihlen wir eine maximale kompakte Untergruppe 7, mit anderen Worten,
T 1st ein maximaler anisotroper Torus. Die Gruppe T:= TAd(N ) ist unabhiingig von
der Wahl von 7. Q konnen wir auch als Gruppe von Automorphismen auf N auffassen.
Insbesondere operiert Q auf dem unitiiren Dual N von N, und fiir ein 1€ N sei mit Q
der Stabilisator von 7 in Q bezeichnet. Im folgenden wird die Gruppe G =Ad ™! (Q,T;

von Bedeutung sein. Es gilt GP=Ad""(Q.T), da Q. natiirlich Ad(N) umfaBt, und
G"={xeG; x1eT1}.

Ferner sei hier noch an einige darstellungs- und
einfachzusammenhingender nilpotenter Liesc
mehrfach verwenden werden. Sei B eine sol
der reelle Dualraum von b. Das unitire
der primitiven Ideale in C*

idealtheoretische Figenschaften
her Gruppen erinnert, die wir im folgenden
che Gruppe, b ihre Liesche Algebra und b*
Dual B von B ist homéomorph zum Raum

(B), versehen mit der Jacobsonschen Topologi i
T . B), ' pologie. Die
Kirillowsche Abbildung b* — 8 wird mit g bezeichnet. Der Satz von Brown, [4]

bgsagt, daBl x»; einen Homdomorphismus vom Raum der B-Bahnen in b* auf B indu-
21e.rt‘} Laut [21] fallen fiir ein zweiseitiges abgeschlossenes Ideal in L'(B) die Begriffe
prlmltly, dh Annullator eines einfachen I.! (B)-Moduls, und *-primitiv, d.h. Kern %:iner
topologxsg:h 1rre§uziblen involutiven Darstellung von L! (B) in einem Hil,ber.‘ts‘chen Raum
;nfl Tlaxxmal (1n ‘der Menge‘der zweiseitigen abgeschlossenen Ideale) zusammen. Mi£
Hr;; r(SCh(B)gAscg }clixe Menge dieser Ideale bezeichnet. Da B ein polynomial wachsendes
oo fi:es " al | at, ist nach [21 der Raum Priv (L'(B)), versehen mit der Jacobsonschen
or emgldea;n[n.ooanlorph zu Pr1m_(C * EB)), also auch homdomorph zu & und 7y b*/B.
ol n (;)'sel }:(I ) die H}llle von /in B, und fiir eine Teilmenge & von B’sei
[19] ein K nvon Z in L (B) Zu J§der abgeschlossenen Menge 4 in B gibt es nach

emn kleinstes Ideal, mit J(Z) bezeichnet, unter all denen, deren Hiille 7 ist
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Mit den eingefiihrten Bezeichnungen kann man den folgenden Satz formulieren.

Satz 1. Sei E ein einfacher L'(G)-Modul. Dann gibt es 1€ N, einen einfachen
LY(G"™)-Modul M und eine beschrinkte L'(G)-lineare Einbettung von E in den induzierten
Modul L%, (G, M) mit

(i) Anngw, (E)=k(G1)=k(G1).

(l]) AnnLl((;m,(E)= ﬂ AnnLl(G(”)(M)x'

xeG

(iii)  Anng,, (M) =k(G"7).

Bemerkung 1. Es ist bequem und niitzlich, mit der (fast)algebraischen Gruppe Q
zu arbeiten. Der Satz freilich, sprich G, ist tatsichlich unabhiingig von Q, denn man
kann G'” auch als die Menge derjenigen x € G charakterisieren, zu denen es eine streng
monoton wachsende Folge (k,) natiirlicher Zahlen gibt mit lim x**t=1. Die dafiir

n-—=x

erforderliche einfache Uberlegung wird hier nicht ausgefiihrt.

Beweis von Satz 1. Fiir ein Q-stabiles Ideal b in n sei B=expb, I;=Ann 4 (E)
und ¥,z =h(lg). Unter diesen b's wihlen wir ein maximales mit der Eigenschaft, daB es
ein ce B gibt mit #,c TAd(N)o. Man kann dann natiirlich ¢ innerhalb von %,
withlen. Aus der Invarianz von ¥, unter Ad(G) folgt, daB #:= T Ad(N) o invariant
unter Ad(G) ist. Weiter gilt Iy 2j(#5)2j(#). Nach dem Hauptsatz aus [26] gibt es
ne N mit j(#)=k(#)". Also annulliert die n-te Potenz des G-invarianten Ideals k(%)
den Modul E, woraus man schlieBt, vgl. das Lemma in [25], daB k(%) selbst im Annul-
lator liegt.

Nehmen wir zunéchst B=N an, also 3=%y< To=%. Dann ist % ein kompakter
Hausdorffscher Teilraum von N, T':= {tre T; ta € Go} ist eine kompakte Untergruppe
von T, und es gilt Gp=T"p fiir alle p e %. Erst einmal wird gezeigt, daB es ein p e 2y
mit ¥y =T"p gibt. Nehmen wir im Gegensatz dazu an, daB p,, p, € ¥y existieren mit
T'p,+ T p,. Da der Raum der T'-Bahnen in % Hausdorffsch ist, gibt es dann abge-
schlossene 7'-invariante Mengen 4, und 4, in # mit

Al A, =% und T'p,n A, =0=T'p, N 4,.
k(#)=k(A4,) N k(A4,) annulliert E, und daher wird E auch von
LY(G) » k(4)) x k(4,) x» L'(G)

annulliert. Aber die Abschliisse I, bzw. I, von L'(G) x k(4,) bzw. von k(4,) + L'(G)
in L'(G) sind zweiseitige Ideale in L'(G), und I, I, annulliert E. Da Anng,,(E) ein
Primideal ist, folgt, daB etwa I, den Modul E annulliert. Daher liegt k (4,) im Annullator
von E in L'(N), woraus sich Zyc A4, ergibt, im Widerspruch zu p, € #y und
T'py n A, =0. — Also existiert ein t€ % mit Xy=T't=(Gt)". Wie oben schlieBt man
dann unter Verwendung des Hauptsatzes aus [26] und des Lemmas aus [25], daB
Anng, v, (E)=k(&y) =k(G1). Die iibrigen Behauptungen von Satz 1 sind trivialerweise
erfiillt, da G =G.
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Ist aber b ein echter Teil von n, so wihlen wir ein Q-stabiles Ideal ¢ in n mit
b ccn derart, daB Q auf ¢/b irreduzibel wirkt. Insbesondere 1dBt sich ¢/b und dann auch
bt, der Senkrechtraum von b in ¢*, so mit R oder C identifizieren, daB jedes x € Q
durch Multiplikation mit einer Zahl operiert. Die Wirkung von Q auf b* sei mit f
bezeichnet. Zur Darstellung ¢ wéhlen wir fest ein g e b* mit xz(g)=0. Indem wir T
notigenfalls durch eine andere maximale kompakte Untergruppe ersetzen, konnen wir
annehmen, daB 7)=Q, n T eine maximale kompakte Untergruppe von Q, ist. Offenbar
ist 15 (#)=u5"' (TAd(N) 6)=TAd(N)g=0Q,T Ad (M) g. Auf Grund unserer Annahme
ist Ad(G) in Q,TAd(N) enthalten. Weiter sei~ Yo={fec* flyexng (). Es gilt
G =T Ad(N) f+b* fir jedes fe ¢* mit Sfly=g. % ist eine abgeschlossene C-invariante
Teilmenge von ¢*, mit Z sei das Bild von % unter der Kirillowschen Abbildung . be-
zeichnet. Wie man sich leicht iberlegt, ist k(%) der AbschluB von L'(C) x k(). Da

k(%) den Modul E annulliert, gilt dies auch fiir k(Z), insbesondere ist X in 7 ent-
halten.

Es sind nun mehrere Fille zu unterscheiden. Nehmen wir zunichst an, daB}
Ad(G)fcTAd(N)f fiir alle Fortsetzungen f von g auf ¢ ist oder, aquivalent dazu,
daB Ad(G)cQ,TAd(N) ist. Dasselbe gilt dann natiirlich fiir jedes fe ¥, und jede
G-Bahn in Z ist in einer T Ad(N)-Bahn enthalten. Wir wollen zeigen, daB3 diese An-
nahme der Maximalitit von b widerspricht. Dazu beweisen wir zundchst, daB der Raum
der TAd(N)-Bahnen in & Hausdorffs~ch ist. Dieser Raum ist nach [4] homdomorph
zum Raum der TAd(N)-Bahnen in % c ¢*. Um einzusehen, daB dieser Raum Haus-
dorffsch ist, wird als Hilfsgruppe das semidirekte Produkt F:= TAd(N)x b* gebildet
mit der Multiplikation (x, b) (x', by=(xx', B(x)! (b)+b'). F operiert auf ¢* durch
(x, b) f=x(f+b). Da Ad(N) auf b' trivial operiert, ist Ad(N)x {0} ein Normalteiler
in F. Fixiert man ein fe ¢* mit [ ly=g, s0 kann man # = F f mit F/F 1 identifizieren. Der
Raum der Ad(N)-Bahnen in % ist dann homdomorph zu Ad(N \F/F;=F/Ad(N) F,
wegen der Normalitit von Ad (N). Ad(N) Fi={xeF;xfe Ad(N )/} ist abgeschlossen
n F, also ist F/Ad(N) F; Hausdorffsch. Folglich ist auch T\F/Ad(N) F als Quotient
unter der Wirkung einer kompakten Gruppe Hausdorffsch. Aber T\F/Ad(N) Fy st
homdomorph zum Raum der T Ad (N)-Bahnen in %. — Nun kann man wie oben im

Fa}le b=n argumentieren und erhilt, daB Z¢ in einer T Ad(N)-Bahn enthalten ist, im
Widerspruch zur Maximalitit von b,

Nehmen wir nun an, daB ein fe * mit fly=g und Ad G)¢Q,TAd isti
: ' 7 (N) existiert.
Da Q/T A.d(N ) eine Vektorgruppe ist und (Q,) bzw. (Q £)o von endlichem Index in Q,
bzw. Q, sind, gilt QgTAd(N)=(Qg)0 TAd(N) und QfTAd(N)=(Qf)0 T Ad(N).
QgTAd(N)/Q,TAd(N) ist eine ein-
Ad G TQ s1Q;TAA(N) ist eine nicht-trivia
ist QgTAd(N)/QfTAd(N) isomorph zu

oder zweidimensionale Vektorgruppe, und
le zZusammenhingende Untergruppe. Weiter

denn zs gilt (TAd(N ), = “’A.d (N,), weil T, eine maximale kompakte Untergruppe von
Q, und auch von (T Ad (N)), ist. Insbesondere gibt es zu x € G ein modulo Q,T,Ad(N,))
g g

eindeutig bestimmtes ' ¢ Q, mit Ad(x) 0,TAd (N)=x’QfTAd (N).

Wir zeigen zuniichst, daf es in dies '
- ’ em Falle einen N i : . -
AdCYT)NC H und GR H sowie p.qe U 11 ormalteiler H in G gibt mit

x )/ i —ap—
und ¢* + Ux ¢ =0 fiir alle v e 7 H\H. (V) mit pq P=p, PE+0
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Dazu bilden wir, analog zu oben, die Hilfsgruppe F:= 0,TAd(N)x b*. F operiert
auf e* und auch auf L'(C), wobei die Wirkung von b* auf L'(C) durch Multiplikation
mit den entsprechenden Charakteren in (C/B)" gegeben ist. Die Kirillowsche Abbildung
Ao c* —C=LY(C)" ist F-dquivariant, und U=2 ist ein transitiver F-Raum. Damit
erfiillt U die Voraussetzungen von Lemma 2 in [23]. Es sci ein f mit den obigen Eigen-
schaften vorliufig fixiert, wobei erst einmal offen gelassen ist, ob f in e ' (X) liegt.
Damit sei ¢ : @, — b* definiert durch ¢(x)=xf~f. Es gilt ¢(xy) =0 (x)+ B(x) 0(3).

Betrachten wir jetzt den Fall
(A) @, operiert trivial auf b*.

Dann ist ¢: Q,— b* ein stetiger Homomorphismus. Das Bild von ¢ ist eine zu-
sammenhangende Untergruppe, denn ¢ (Q, 7, Ad (N,)) = ¢ (Ad (N,)) ist zusammenhéngend,
und Q,/Q, T, Ad(N,) ist zusammenhingend. Ist Ad(G) Q,T/Q,T Ad (N) eindimensional,
so setzen wir H=Ad™" (Q,T Ad(N)); ist aber Ad(G) Q,T/Q,T Ad (N) zweidimensional,
so wahlen wir darin eine eindimensionale zusammenhiingende Untergruppe und wihlen
als H deren Urbild unter G — Ad(G) TQ,/Q,TAd(N). In beiden Fillen ist G/H=R,
und wir wihlen weiter eine zu R isomorphe Untergruppe R von G mit G= Rx H sowie
eine zu Z isomorphe Untergruppe Z von R.

Jedes pe 7 besitzt dann eine Umgebung W in 2 mit Wn W= fir
he H, ze Z\{0}; denn:

Es geniigt zu zeigen, daB es im Raum der QT Ad (N)-Bahnen von & (auf welchem
G und Q natirlich operieren) zu jedem Punkt eine solche Umgebung gibt. Dieser
Bahnenraum ist homéomorph zum Raum der QT Ad (N)-Bahnen in #. Weiter ist durch
b— Q,TAd(N)(f+b), beb*, eine surjektive Abbildung von b* auf diesen Bahnenraum
definiert, und es gilt Q,TAd(N)(f+b,)= Q,TAd(N)(f+b,) genau dann, wenn
by —b, € (T,Ad(N,))=¢(Ad(N,). Der Raum der Q,T Ad(N)-Bahnen liBt sich also
mit dem Vektorraum b*/p (Ad(N,)) identifizieren, und diese Identifikation ist sogar ein
Homéomorphismus. Unter dieser Identifikation operiert x € G wie folgt: Wahlt man wie
oben x"e Q, mit Ad(x) Q,TAd(N)=x'Q, T Ad(N), und ist b’=b+ ¢ (Ad(N,)) ein be-
liebiges Element in b/ (Ad(N,)), so gilt

xXb' = b+ o(x)) € b4/p(Ad (N,)).

An dieser Realisierung des Bahnenraumes ist leicht abzulesen, daB die gesuchten
Umgebungen existieren: Ist Ad(G) Q,T/Q,TAd(N) eindimensional, so operiert H
trivial auf dem Bahnenraum und R=G/H operiert frei. Ist Ad(G) Q,T/Q,TAd(N)
zweidimensional, so ist @(Ad(N,))=0, und G/Ad™'(Q,TAd(N)) operiert frei und
transitiv.

Nun wihlen wir zu einem p e £,< 2 eine solche Umgebung W. Nach Lemma 2
in [23] gibt es p,qe U mit pg=gp=p, p(p)+0 und p'(q)=0 fiir p'e Z\W. Wegen
pP(P)*0 und pe %, gilt pE+0. Nach Konstruktion ist ¢** « U ¢=0 fiir alle he H
und ze Z, z40.

(B) Q, operiert nicht-trivial auf b*.
Wir unterscheiden die Unterfalle
(B.0) N,=N,.

(B.1) N, ist ein echter Teil von N,.
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Zu (B.0). Hier kénnen wir ¢ als Abbildung auf der abelschen Gruppe Q,/Ad (N,)
auffassen. Es gilt folglich ¢(xy) =¢(yx) fiir alle x, y € @, und daher

P(x)+B(x) e(»)=0(») + () ¢(x)

(1-B) () =(1- ) o (»).

Erinnern wir uns, da @, durch Multiplikation mit komplexen Zahlen auf bt=R,C
operiert. Insbesondere ist 1—f(y) invertierbar, falls B(y)+1. Deswegen gibt es ein
boeb' mit @(x)=(1-p(x))by. Auf Grund unserer Annahmen ist by+0. Also ist
Q,=0,nKem§p. Da die nicht-triviale Vektorgruppe Q,TAd(N)/Q,TAd(N) homo-
morphes Bild von Q,/Q,=Q,/Q, n Kernp ist, ist |B| +1 auf Q,. Andererseits ist || =1
auf O, TAd(N), so daB |B| einen surjektiven Homomorphismus von

0,TAd(N)/Q,TAd(N)
auf R induziert. Dieser Homomorphismus ist auch injektiv, insbesondere ist
Ad(G)TQ,/Q,TAd(N)=Q,T Ad (N)/Q,T Ad(N)
eindimensional. Es gilt 0,7 Ad(N) n Kern |§| =0,TAd(N) und g, n Kern B = o,T,

oder

Wir setzen wieder H:= Ad™! (@, T Ad(N))=Kern |B| - Ad und wihlen R und Z
analog zu oben. — Das Funktional Jor=f+b, wird von ganz Q, stabilisiert.
QQTAd(N ) fo=TAd(N) f, ist eine abgeschlossene, Ad (G)-stabile Teilmenge von %. Folg-
lich ist auch (T Ad(N) f,) eine abgeschlossene Teilmenge von 2. Laut Annahme ist %

nicht in gC(T Ad(N) f,) enthalten. Jedes p € 7 Nxc(TAd(N) ;) besitzt eine Umgebung W
in Z mit W W*=9 fir he H, ze 2, z%0; denn:

Es geniigt wieder, den Raum der Q,T Ad(N)-Bahnen in #\T Ad (N) fo zu be-
trachten. Durcb b—Q TAd(N) (f,+b), be b*\{0} ist eine Surjektion auf diesen Bah-
nenraum deﬁmer.t, und es gilt Q. TAd(N) (fo+b,)=0,TAd(N)( fo+b,) genau dann,
wenn es x € T, mit b, = B(x) b, gibt. Der in Rede stehende Bahnenraum ist homéomorph
zum Raum der B(T)-Bahnen in b\{0}. Ist b= B(T,)b ein Element aus letzterem
Bahnepraum, S0 operiert xe G auf b° durch xb"=|B(Ad(x))| B(T) b. Und man sieht
daB die gesuchten Umgebungen W stets existieren, Wihlt mang wieder zu ‘

PE X \x(TAAN) )

eine solche Umgebung W und dazy

' " P, g€ U gemiB Lemma 2 i ;
P (=0 fiir p'e Z\W, s0 leistet di a 2 1n [23] mit p(p)+0 und

eses Paar p, g das Gewiinschte.

Zu(B.1). Dann ist auf Grund unserer Annah i
| men dim N /N =1, dimb* =2, und
T - Ny :

ga,l vAv?r(I:e)t/ZQm,lT/_\%(N)[;Ad(q? Q,T/Q,TAd(N);QQ/Q,I;Kd(Ng) ist eindimensio-
nal i Wwieder H=Ad . (Q,TAd (V)), und wihlen R und 7 analog zu oben.
un; qzi ‘ A(d 333 ;st ein emdlmenflonaler Unterraum von b*. Da Ad (N,) normal in Q ist

o) trivial auf b operiert, gilt exyx = ) fi y
yeAd(Ng). Folglich ist v invariant unte,r B - '—B(X)(p(y) e xe Qg e

d (V). : » und die Operat i
Multiplikationen mit ree]] i '(Qy)' e o e P(Gy) sind
bim by b en Zahlen. Mit ' sei die induzierte Wirkung von gQg auf

. > 010, > b sei die Zusammenset :
abbildung b* — b". Wie oben findet man ein b’ ZUng aus ¢ und der Quotienten-

man ein willkirliches Urbild b, von b in b so ‘gfhzh‘:g;nfp ()= {1-B'(x)} b, Wihlt

9)={1=B(x)} by +y(x)



Poguntke, Liesche Gruppen mit symmetrischen L'-Algebren 27

mit einer Abbildung : Q, — v. Fiir xe Ad (N,) gilt natiirlich @(x)=y/(x). Auf Grund
der Annahmen Ad(G)CQ T Ad(N) und Ad(G)cthTAd(N) liegt b, nicht in .
Daher liegt ein xe Q, genau dann in Qg wenn B(x)=1 und y(x)= 0 Weiter gilt
B(T Ad(N))s{+1}, Q, Ad(N)=0, nKern[ﬁI und zu jedem xeG existieren
x'eQ, und ye TAd(N) mxt Ad(x)=x’y und [B(Ad (x))| = |B(x)I.

Fir das Funktional fy:= f+ b, erhilt man xf, =f, +y (x) fiir jedes x e Q, sowie
Q,TAd(N) fo=TAd(N) Q fo=TAd(N) (fy +v)=TAd(N) Ad(N) fo=T Ad(N) f,.

Diese Bahn ist eine abgeschlossene Ad(G)-stabile Teilmenge von %. Folglich ist auch
%c(T Ad(N) f,) eine abgeschlossene Teilmenge von Z. Laut Annahme ist 4 nicht in
xc(T Ad(N) f,) enthalten. Jedes p in 2\x.(T Ad(N) f;) besitzt eine Umgebung Win%
mit W W* =0 fiir he H, ze Z\{0}; denn

Es geniigt erneut, den Raum der Q7 Ad(N)-Bahnen in G\TAd(N) Jo zu be-
trachten. Durch b — QT Ad(N) (f, 4 b), b € b*\ v ist eine Surjektion auf diesen Bahnen-
raum definiert, und es gilt

Q;TAA(N) (fo+b))=Q,TAd(N) (fo+b))

genau dann, wenn die Bilder b, b; von b, bzw. b, in b’ auf derselben '(Q, T, Ad(N, ))
Bahn liegen, d.h. auf derselben ﬁ (T)- Bahn Der Raum der Q,T Ad(N)-Bahnen in
G\T Ad(N) Jfo ist homdomorph zum Raum der §'(T,)-Bahnen in b'\{0}, und xe G
operiert auf einer solchen Bahn §'(7) b" per x§'(T,) b"=|§'(Ad (x))| B'(T,) b". Man sieht,
daB es die gesuchten Umgebungen gibt, und kann wie oben die Existenz von p,qe U
aus Lemma 2 in [23] herleiten.

Nachdem nun H sowie p,qe U:=L'(C)/k(Z) konstruiert sind, konnen wir
Theorem 2 aus [25] anwenden. Es sei o := L'(H)/{L'(H) x k(%)}". Da k(Z) den
Modul E annulliert, ist E ein Modul iiber L'(R, of). Weiter liegen p,ge U in der
adjungierten Algebra &/* von &, und nach Konstruktion gilt ¢*o/ ¢ =0 fiir x € Z, x +0.
Nach Theorem 2 in [25] gibt es nun einen einfachen #/-Modul F, den man dann auch
als einfachen L'(H)-Modul auffassen kann, und eine nicht-triviale L'(G)-lineare Ab-
bildung von E in den induzierten Modul I?(R, F)= I} =(G, F) mit

Anng gy (E)= () Anng, g (F) = () Anng, g (F)*.

XeR xeG

Wir nehmen im Sinne eines Induktionsbeweises an, daB Satz 1 fiir die Gruppe H
richtig ist und finden ein 7€ N sowie einen einfachen H®-Modul M, wobei

HY=Ad""(Q.T) n H=G® A H,
und eine L'(H)-lineare Einbettung von F in L%, (H, M) mit

Anng,  (F)=k(H?),

Anng gy (F) = () Anng g, (M)

qu xeH

Anng, o (M) =k(H" 7).
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Durch Zusammensetzung erhdlt man eine L'(G)-lineare Einbettung
E— I%(G, F) = L}(G, Ly (H, M))= L} (G, M).
Aus Anng, g (E)= () Anng g (F)* und AnnLl(N)(F)=k(th) ergibt sich

xeG
Anng,y (E)= ) Anng, g, (F) = ) k(H)*=k(G1).
xeG xel
Die Giiltigkeit der iibrigen Aussagen von Satz 1 ist offensichtlich, wenn wir noch zeigen
kénnen, daB H®=G® ist. Nehmen wir im Gegensatz dazu an, daB G nicht in H
enthalten ist. Dann gilt G=G"H, da G"™ zusammenhingend ist. Es sei

B:= L' (N)/k(Gt)=L"(N)/Ann,, , (E).

Da L'(N) % k(%) den Modul E annulliert, kénnen wir p, g € U als Elemente der adjun-
gierten Algebra #° von # auffassen, und es gilt ¢*« B+ g=0 fir xe ZH\H. Auf
Grund der Annahme gibt es eine unendliche zyklische Gruppe Z' in G mit Z' n H =(1)
und ZH=Z'H. Wegen Annp,y,(E)=k(Gt) und gE+0 existiert ein t' € Gr mit
7(q)£0. Z'7 ist in T7' enthalten, also kompakt. Andererseits ist Z't" eine unendliche
diskrete Teilmenge von Gt; denn:

Ist xt'~y7' (x,y€ Z'), also zt'~1' mit z=y~'x, so ist auch (z1') (g) = 7'(¢*) +0,
und wegen der Irreduzibilitit von 1’ ist dann 1'(¢* + &  q) +0. Folglich liegt z in H,
und man erhilt x=y. Also sind die x1', xe Z', paarweise indquivalent. Weiter ist fiir
jedes zeZ' die Menge V={peGt;p(g°")+0} eine offene Umgebung von zt' in
Gt mit ¥n Z't'={zt'}. — Damit ist Satz 1 bewiesen.

Es stellt sich natiirlich die Frage, inwieweit r durch die Bedingung, daB
Anny, y, (E) =k(Gr), festgelegt ist. Diese wird durch die folgende Bemerkung geregelt.

‘ Merkmg 2. Seien G, N und Q wie oben, t € N und dazu G™ konstruiert. Weiter
sei S eine kompakte Untergruppe von Q mit {G"¢}~ = S7. Dann sind fiir ein ae N
aquivalent :

(1) Ga=Gr,
(2 aeQtnGr,
(3) xeGSt1=5Gr.

Beweis. (1) = (2). Aus (1) folgt 0o =

5. Da die 1. o
sen sind, erhalt man hieraus Qg Q. Da die Q-Bahnen in N lokal abgeschlos-

Qrt, insbesondere o ¢ Qr.

(2) = (3). Die Aussage (2) bedeutet, d i i
' . , daB « im relatiy
22112 (;ist;a:tl)n]es th liegt. Nun ist Fler Raum Q1 mit der zusammenhéngenden lokal-
p elschen Gruppe Q/Q, identifizierbar, und man hat einen stetigen Homo-

morphismus ®:6-Q/01, gegeben durch x7=
TQ./Q, die maximale kompakte Untergrupp::/c:n(pg;)QT‘ 0% Q@ endiich s, i

en AbschluB von Gz inner-

Wir verwenden nun das folgende einfache Lemma

Lemma, Sejen G eine zusammenh,

'dngende Liesche Gruppe, A eine abelsche zusam-
aximale kc_)mpakte Untergruppe von 4 und 0:.G— A
5L 9(G)" =0(G) {p(G) n K}~

il



Poguntke, Liesche Gruppen mit symmetrischen L'-Algebren 29

Damit erhélt man fiir den AbschluB von Gt in Qt:
GtnQ1=G{Ad(G)Q,nTQ,} .

Weiter ist offenbar {Ad(G) Q, nTQ.}” 1={G"1}~ =81, also Gt Q1=SGr,
woraus sich (3) ergibt.

(3)=(1). Es ist zu zeigen, daB e Gt und 7€ Ga. Aus (3) folgt xe GSTt=Gr.
Es gibt s€ S und xeG mit T=Xsa=sxa sowie eine Folge x, in G™ mit st=limx,z.
Die Folge xx,a=x,5't=s""x,7 konvergiert dann gegen T, also liegt 7 in Ga.

§ 2. Konstruktion gewisser Elemente in L! (N)/k(S')

Im folgenden sei nun G eine einfachzusammenhingende auslosbare Liesche Gruppe
und N ein zusammenhangender nilpotenter Normalteiler mit abelschem Quotienten G/N.
Weiter sei ein 1€ N gegeben und dazu ein gen* mit xy(g)=1 fest gewdhlt. Zu 1
kéonnen wir die zusammenhéngende Gruppe G bilden. Mit P sci die Zusammenhangs-
komponente des Zariski-Abschlusses von Ad(G) in Aut(g) = Aut(G) bezeichnet, wobei g
natiirlich die Liesche Algebra von G ist. P iiberfiihrt n (und N) in sich und operiert
trivial auf g/n und auf G/N. Die Gruppe P|, der Einschrinkungen ibernimmt im
folgenden die Rolle der Gruppe Q aus § 1. Fiir jede maximale kompakte Untergruppe T
von P gilt G¥=Ad"'(TP) und Gt c Tt. Wir wihlen nun 7 so, daB T,=Tn P, eine
maximale kompakte Untergruppe von P, ist. Wie man sich ohne Miihe ubcrlegt, gelten
damit zusitzlich 7,=7, und (TAd(N)) =T,Ad(N,). In T wihlen wir weiter einen
Teiltorus S mit {G"t } =S7 derart, daB die Stablhsatorgruppe S.(=S5,) endlich ist.
Wegen des einfachen Zusammenhangs von G gibt es dann einen wohlbestunmtcn stetigen
Homomorphismus r: G — § mit xt=r(x) r; r ist trivial auf der Komponente (G.),,
insbesondere auf N.

Ab jetzt wird ein fester Reprasentant der Aquivalenzklasse t € N fixiert, d.h. eine
irreduzible unitire Darstellung der Gruppe N in einem Hilbertschen Raum $; der
Reprisentant wird ebenfalls mit 1 bezeichnet.

Mittels S bilden wir als Hilfsgruppe das semidirekte Produkt F:= Sx G® mit der
Multiplikation (s, x) (, y) = (st, £ "' (x) y). Man beachte, daB P auf G/N trivial operiert,
folglich ist G invariant unter P und insbesondere auch invariant unter S. F enthilt N,
und der Stabilisator F, von t ist gerade F,={(sr(x)7!,x); xeGY, se§,} oder
F =S8 F mit F:= {(r(x)7}, x); xe G} =(F,),. Da S, kommutativ ist und das Funktio-
nal g stablhslert, sind die Voraussetzungen von II. 3 und II1. 2 in [1] offenbar erfiillt,
und es gibt eine (gewdhnliche) Darstellung UY von S, x N, welche 7 fortsetzt. Weiter
ist (F),=F= E,N, also ist die Vektorgruppe F/N isomorph zu F, o/N,, woraus man
schlieBen kann, daB F, zusammenhéngend und emfachzusammenhangend ist. Nach [6],
Lemma 4.1 und Lemma 5.2, gibt es eine Darstellung ¥ von F, in $ mit den folgenden
Eigenschaften:

(i) Auf dem semidirekten Produkt F,x N ist durch (x, n) — V'(x) 7(n) eine stetige
Darstellung definiert.

(i) Fir Xen, gilt V(expX)=e *®r(exp X).

25 Journal fiir Mathematik. Band 358




30 Poguntke, Liesche Gruppen mit symmetrischen L}-Algebren

Wihlt man nun irgendeine lineare Fortsetzung & von glﬂg apf f,, die L.xesc_he
Algebra von F,, so ist durch y(exp X) =X fiir X e fs einp eindimensionale m-projektive
stetige Darstellung von F, definiert. Der durch y deﬁplerte Cozyklu§ m l'ebt auf der
kommutativen Gruppe F,/N, und ist dort ein stetiger Bicharakter. Weiter gilt

- i (X, YD

mexp X,exp Y)=e
fir X, Yef, und

1.
-5ig(Ad{x)(Y)-Y)
m(x,expY)=e 2
fir xe F, und Yef,

. . 1. .
Bezeichnet man mit y den Charakter von N, mit Differential — itg, so gilt

Ly

1

m(x, y)=y_y (xyx7'y7h) fir x,yeF,
2

Definiert man dann U® auf F' durch U®(xn):= y(x) V(x) t(n) fir xe F, ne N,
so ist U% eine stetige m-projektive Fortsetzung von t, wobei wir hier m als Cozyklus
auf F/N=F,/N, auffassen. SchlieBlich finden wir eine y-projektive Fortsetzung U von 1

auf F, via
Ulsr)™, x)=UD(s) UP(r(x)7!, x)
fiir xe GY, s¢e ..

Zur Bestimmung des Cozyklus p wird v: S x F' — T definiert durch
UP(r(x)™", 1) =v(1, (r(x) ™, X)) UD@0)* UP(r(x) ™1, x) UD(1).

Man weist leicht nach, daB v auf S.x(F|N) lebt. Unter Verwendung der Tatsache,
daB S, auf F/N trivial operiert, erhilt man, daB v dort ein stetiger Bicharakter ist.

Daher ist t—v(t,-) ein stetiger Homomorphismus von der kompakten Gruppe S, in
die Vektorgruppe (F//N)" und folglich trivial. Aus der Beziehung

UP(r(x)7", 171 (x)) = UD(p)* UP(r(x)™!, x) UV(r)
ergibt sich dann

Ulsr(x)™, x) U(tr(y)",y)zm((r(x)“, x), (r() ™4 y)) U((sr(x)™, x) (tr(p) Y, ¥))
fir s,1€8, x,ye G,

. Der Cozyklus u ist also ein schiefer Bicharakter auf F /S N~ F' IN,=F/N, der
im wesentlichen durch m auf F best o o/ Ng= ,

der Darsellung U0 g Destimmt ist. Und U ist eine projektive Fortsetzung

Die Gruppe F operiert isometrisch auf der Algebra L'(N) durch

a"(n)=A(x)! a(t(xnx™1))
fir re S, xe G®, ne N. Das Ideal
der Quotientenalgebra o := I}
schreiben wir auch kiirzer o'
Transformation™ #: o — ¢ (

k(S7) ist invariant unter F, also operiert F auch auf
(tJ)V Y/k(S7). Fir die Wirkung von ¢ € § oder x€ G auf of

Zw. a* an Stelle von a®9 bzw. g e Fourier-
S, A (9)) ist gegeben durch "

(Fa)()=(11) (a)= (a').



Poguntke, Liesche Gruppen mit symmetrischen L'-Algebren 31

Fiir seS und te S, gilt (Fa)(st)=U@)* (Fa)(s) U(t). Die C*-Hiille von o
146t sich identifizieren mit der Algebra & aller stetigen Funktionen ¢ : S — A ($) mit

@(s)=U()* ¢(s) U

fur te S,, vgl. dazu 11.1.4 und 11.1.6 in [5] sowie [24]. Da die Fixpunkt-Algebra
oS als abgeschlossene Unteralgebra der symmetrischen Algebra &/ ebenfalls symmetrisch
ist und insbesondere jede irreduzible involutive Darstellung Teil einer irreduziblen Dar-
stellung von & ist, ist die C*-Hiille von .5 gleich dem AbschluB von #(#%) in &,
d.h. gleich &5={p € &; ¢ ist konstant} = {ae ¥ (D); U()* aU(t)=a fir alle € S,}.

Fiir ye S, sei 9,=1{,e9; U)¢=x(n)¢ firalle 1€ S,}. Da UV = Ul eine ge-
wohnliche Darstellung ist, zerfillt $ in die orthogonale Summe der 9, 9, ist invariant
und irreduzibel iiber t(«#°). Sind y,ne S, mit y+7 und 9,+0+9,, so sind die ent-
sprechenden Darstellungen von o5 indquivalent. Weiter erhait man durch diese Prozedur
bis auf Aquivalenz simtliche irreduziblen Darstellungen von /5, (##5)* 1Bt sich also
mit einem Teil von (S,)" identifizieren. Eine leichte Modifikation von Lemma 1 in
[23] zeigt dann, daB es ein p=p* e o5 gibt, fiir welches t(p) ein Projektor vom
Rang 1 ist. Zu einem solchen p konstruieren wir nun eine stetige Abbildung x — u, von
G in o mit den folgenden Eigenschaften fiir x, ye G und re S:

(1) F ) (O)=U(r(x)"", 171 (x))* (p), insbesondere also u,=p,
(2) u.ep*p,

Q) uiu,=p, uuf=p* und u =uz’,

@ wu,=m((r(x)7" x), (r() 7 ) thyys

) () =u-yy,

(6) u,=e,1%U, U, =E 1,1,%U, fir neN, wobei ¢, das PunktmaB bei n
bezeichnet.

(N u*a*u,=a"™ fiir alle aepsfp.

Zunichst gilt allgemein fiir ae o, xe G® und € S:
©) F@)O)=U{r)™" 1 @) (Fa) (tr () Ulr()™, 171(x),

wie man durch Nachrechnen sofort bestitigt.

Auch die Gleichungen (3), (4), (5), (6) und (7) ergeben sich aus (1), welches u,
natiirlich eindeutig festlegt, durch einfaches Nachrechnen. Zur Konstruktion von u, be_::
nutzen wir, daB fir jedes festes x die Gruppe S durch s-a:=@,(s) (@) :=&,-150y* &
homomorph und stetig auf o/ operiert. Fiir ae &/ setze man a.:= | ¢,(5) (a) ds. Die

S
Abbildung x — a_ ist stetig auf G. a, ist invariant unter der Wirkung ¢, und man
rechnet nach, daB die Funktion t— U(r(x)™", 1" (x)) #(a,) () konstant auf § ist.
Es gilt also

(P U(r(x) ™, 171 () #(a,) () t(p) =c(a, %) ()

mit c(a, x) e C.
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Weiter ist fiir festes a € o die Funktion x — c(a, X) stetig auf G"". da U eing
stetige projektive Darstellung ist. SchlieBlich gibt es zu jedem x€ G ein ae o mit

c(a, x)#0. Setzt man damit u:= pla,p fir y in einer passenden Umgebung

1
. c(a,y) '
von x, so rechnet man leicht nach, daB u, die in (1) und (2) verlangten Etgepschaften
besitzt. An der Konstruktion erkennt man, daB x — u, eine stetige Abbildung 1st.

§ 3. Unitarisierbarkeit emfacher L' (G)-Moduln

Nach wie vor sei G eine einfachzusammenhingende auflosbare Liesche Gruppe,
N ein nilpotenter zusammenhangender Normalteiler in G mit abelschem Quotienten GIN.
P die Zusammenhangskomponente des Zariski-Abschlusses von Ad(G) in Aut(g) und
T ein maximaler Torus in P. Fiir einen einfachen L'(G)-Modul beweisen wir nun das
folgende hinreichende Kriterium fiir Unitarisierbarkeit.

Satz2. Sei E ein einfacher L'(G)-Modul mit Annyy, (E)=k(G1). Weiter sei
gen* gewdhit mit xy(g)=r1, und fe g* sei eine Fortsetzung von g. Es sei d=D, das
grofte Ideal von g, welches in Kemg(<n) enthalten ist, D=expd sei der entsprechende

Normalteiler. Hat die Gruppe Ad™" (P, T Ad(N))/D ein polynomial wachsendes Haarsches
Map, so ist E unitarisierbar.

Korollar. Falls fiir jedes fe g* die Gruppe Ad™' (P,TAd(N))/D,, wobei g=f],,
ein polynomial wachsendes Haarsches MapB besitzt, so ist L'(G) eine symmetrische
Banachsche Algebra.

) Beweis des Sa{zes. Da die Gruppe TAd(N) von der Wahl des Torus T nicht
abhangt, k§nnen wir annehmen, daB wieder T,=T, und (TAd(N ))9= T,Ad(N,) gelten.
A}lﬁgrdem ist "Tf=7;, <Ela T halbeinfach auf g und trivial auf g/n wirkt. Ist weiter S
wie in §2 gewdhlt, so gilt Ad™! (P, TAd(N))=Ad"" (P,SAd(N)) wegen T,=T=T,.

Nach Satz 1 gibt es einen einfachen L' (G™)-Modul M mit Ann,, (M) =k(G"1)
und eine L'(G)lineare Einbettung von E in L%,(G, M). Es geniigt &;hcr Zu zeigen
daB man dep L'{G")-Modul M unitarisieren kann. Die Darstellung = von N 1aBt sicl;
zu emner unitdren Darstellung o von (G,), N fortsetzen, beispielsweise ist o= Ul pon

mit der in §2 konstruierten Darstellung U eine solche Fortsetzung. Man beachte dabei,

gi? (Gy)o N und insbesondere (G,), N im Kern von r liegt. Fiir jede solche Fortsetzung o
1

(B G9:=Ad"'(SP)={xeG;xo¢ Se}=Ad™" (P SAd(N)) (G,)o-

Die erste behauptete Gleichung ist trivi i i i i
ie g st trivial. Weiter sind die Gleichungen natiirtich
unabhéngig von der Wah! der F ortsetzung g, so daB wir fiir die folgende Argumentation

i st e a2, ehenden Gruppen sid in G ndalten
L net leicht nach, daB fiir x e GY die Darstell L
aquivalent ist, wobei der Charakter Yx e e () o @7, unitar

gegeben ist durch
yx(a) =ﬂ((r(x)‘1’ x), (e, r(x)‘l (a))) ﬁ((e, r(x)—l (a)), (r(x)—l’ \,))

=Hr0™, ). (e, ) (e, ), (7™, X) =42 (02, %), (e, )
fir ae(G)), N. ’
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Die Abbildung x— y, ist ein stetiger Homomorphismus von G mit Werten in
(G N N) =((Gp)y'N,)". Liegt (r(x)"", x) sogar in F,, so gilt fiir ae (G/),c F;:

r@=y_,((r(0)™", x)(e,a) (r(0) 7', x) 7 (e,a7h).

Ein xe G™ liegt dann und nur dann in G, wenn y,=1 ist. Es bleibt also zu
zeigen, daB

{xe Gy, =1}=Ad™ (P,SAd(N)(G,)
oder, anders ausgedriickt:

(9) Der Senkrechtraum von (G,),< F beziiglich der schiefen Form y (oder u?)
ist gerade {(r(x) ™!, x); x € GY(G,),}, wobei G’ =Ad™' (P, SAd (N)) gesetzt wurde.

Da wir Aussagen cines dhnlichen Typs auch spiter benotigen, formulieren und
beweisen wir sie gleich an dieser Stelle.

(10) Der Kern der eingeschrankten Form plg ) « (¢, ist gleich (G,)y N,
(11) Der Senkrechtraum von (G,), < F* beziiglich 4 ist {(r() 7Y, x); xe GV}
Aus (10) und (11) ergibt sich: (G,)o N G = N,(G,),.

Zu (10). Diese Aussage bedeutet nichts anderes, als daB der Kern der Form
(X, V)= g([X, Y =f(X, Y]) auf g, x g, gerade g +n, ist. Es ist klar, daB g,+n, n
diesem Kern liegt; aus Dimensionsgriinden gilt die Gleichheit.

Zu (9) und (11). Sei zundchst x € G. Wir wollen zeigen, daB (r(x)™", x) auf (Gp),
(und dann auch auf (G,),) senkrecht steht. Durch Abéndern von x um ein Element aus N
kann man erreichen, daB xf in Sf liegt, also etwa xf=sf. Dann gilt auch xt=st.
Mit xt=r(x)t ergibt sich s7'r(x)eS,=S,=5;, also xf=r(x) f und insbesondere
(r(x)™!, x)€ F,c F,. Es geniigt, den Cozyklus p an der Stelle ((r(07", x), (e, y)) mit
y=expY, Yeg,, auszuwerten. Dort aber gilt
—§g{Ad(dx)‘l.x)Y-Y)=e—%(ﬂr(xr*)Ad(x)(Y)—f(Y»: L

k(0™ ¥), (e, ) =e

Da (G,), nach (10) auf (G;), senkrecht steht, sind mithin zwei Inklusionen der
in (9) und (11) behaupteten Gleichungen bewiesen.

Sei nun x € G, und (r(x)™", x) stehe senkrecht auf (G;)o. Durch Abindern von x
um ein Element aus N kann man erreichen, daB (r(x)™*, x) € F,, also xg=r(x)g. Nach
Annahme stabilisiert (r(x)™', x) dann das Funktional f|,, und es gilt

xf|g,+n=r(x)f|gf+n~

Bekanntlich ist (G,) f=/+{8/(g,+m)}*. Insbesondere gibt es ein y € (G,), mit
Xf—r(x) f=f—yf, und es ist dann xyf=r(x) f=r(xy) [ wegen r((Gg)0)= 1. Daher liegt
xy in GY und x in GV(G,),, womit (9) bewiesen ist.

Es gelte nun zusitzlich, daB (r(x)™!, x) sogar auf (G,), senkrecht steht. Da nach
dem ersten Teil des Beweises auch (r(xy)‘l,xy)=(r(x)“,xy)-—-(r(x)“,x) (e, y) auf
(G,), senkrecht steht, steht (e, y) € (G,), auf (G,), senkrecht, also liegt y nach (10) in
(G,) N, und damit x in GYY(G,), N, =G, womit auch (11) bewiesen ist.
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Die Algebra #:= L'((G,)o N)/{k(S7) » L'(G;)o ¥ )}~ ist ein Quotient von
LY{(G))o NID),

also *-regular und symmetrisch, vgl. [2] und [18]. Weiter ist # homdomorph zu
So x ((G,)o N/NY" fiir jedes o€ %, also ein homogener Raum unter der Aktion von
S x ((G,)o N/N)". Damit sind alle Voraussetzungen von Lemma 2 in [23] erfiillt.

Beachtet man, daB G'” gerade der Kern der Abbildung x— 7y, von G in
((Gp)o N/NY ist, so findet man, dab GY/G frei auf S\# operiert. Wie im zweiten
Teil des Beweises von Satz 1 kann man nun induktiv Theorem 2 aus [25] anwenden
und schlieBen, daB es einen einfachen L'(G‘’)-Modul K sowie eine L'(G")-lineare
Einbettung von M in 12,(GY, K) gibt. Der Annullator von K in L'(N) ist der Kern
einer gewissen Teilmenge von St, die im folgenden ohne Bedeutung ist.

Um Satz 2 zu beweisen, geniigt es also, eine Unitarisierung des einfachen Moduls K
zu konstruieren. Dazu sind einige Vorbetrachtungen erforderlich.

Auch die Algebra ¢ := L' (GV)/{L'(G") x k(S7)} ™ ist als Quotient von
L (G(f i D)
symmetrisch, und die Algebra o = L' (N)/k(S7) liegt in der adjungierten Algebra von .

Insbesondere operieren p und die u,, xeG™, auf 4. Unter Verwendung von (11)
erhilt man

(12) u} x ¢« u,=c fiir alle y€(G), undalle cepx €« p.

Zum Beweis wihlen wir ein Vektorraum-Komplement x zu n in der Lieschen
Algebra g von G, Setzt man X=expx, so Bt sich GV als Mannigfaltigkeit und
als MaBraum mit ¥x N und mit X x N identifizieren. Der Banachsche Raum L'(GY)
it isometrisch isomorph zu L' (X, L'(N)), und ¥ ist isometrisch isomorph zu L' (X, &),

mit d bezeichnen- wi{ das zu de % korrespondierende Element. Wie man leicht nach-
rechnet, gelten fiir diese Korrespondenz

(W sdxu)” ()= + d(x) 5 u,

fiir alle x € X und alle y € G, insbesondere

(Pxdxp)” ()=p*+d(x) » p,
sowie

(@) (X)=&,-1y1y, ¢ A(xY
fir ve X und y e G. Die Behauptung (12) ist damit gleichbedeutend zu
zf;" * Eyoymnyy % C(X) & u,= ¢(x).

Beachtet man, daB é(x) in P*» o #p liegt, so folgt (12) aus

r *X
(12) W we 1 va’s u,=a fir alle xe GY), ye (G)o und aep*x o xp.
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Zum Nachweis dieser Identitdt wenden wir # auf beiden Seiten der Gleichung an.
Li=F @) *¢e.y-

« @ xu) (1)

lxy

=U(r(x) ™S T > F () (tr())* Ulr(x) ™ 1(x)
(T x Ty ) Ule, 17 (D)) (Fa) (1) Ule, 171 () (Fuy) (1),
wobei (0) sowie r((Gg)0)=1 verwendet wurde. Mittels (1) ergibt sich
L=U(r(x)" 17 (0)* 1(p) Ule, {tr ()} (1)
Ulr()™" 7' (y 7 xp) Ule, tHO))* (Fa) () 2(p)-

Wegen (11) kann man die drei mittleren Operatoren zu U(r(x)™", ¢~'(x)) zusammen-
fassen und erhalt

L=Ur()™ ' P e U™, 71 () (Fa) () 1(p)
=(Fp*) () (Fa) () (Fp) (1),

womit (12') bewiesen ist.
Im niichsten Schritt studieren wir die Algebra
9:= L'(G)/{k(S7) « L'(G™)}
und insbesondere p + @ % p. Nach (9), (10) und (11) ist G =G (G,)), und
GG =(G,)o/(Gy)o N GP=(G))o/(G()o Ny

Wihlt man also ein Vektorraum-Komplement v zu g, +n, in g , so laBt sich G als
Mannigfaltigkeit und als MaBraum mit v x G'” identifizieren. Fiir x, y € v sei

¥(x, y):= (expy) ' (exp) "' exp(x +)) € N,

Dann kann man, vgl. [12] oder [24], 2 mit L'(v, %) identifizieren, wobei man
fiir die Multiplikation und die Involution in L' (v, ) die Formeln

(B () =[dyyuy, -1 % {f NPT} 2 h(=))

und f*(x)=f(—x)*P* erhilt.
Fiir Elemente a in der adjungierten Algebra von €, insbesondere fiir @ € &/, hat man
@*f)()=a""*=f(x) und (f+a)(W)=f(x)=a.
Ist fe px L' (v, %) % p, also f=p + f* p, so liegt f(x) in
PPN G R D= Uy ¥ Uy x C XD

Setzen wir u,:=u,, . fir xeo, so gilt

expx

f(X) =t % f(x) mit f)=u*sf(x)eu} «Cxp=p*+E*p.
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Die Abbildung f— f definiert eine Isometrie von p« L' (v, €) « p at.1f einen Raum
F =% (v, p + € « p) meBbarer Funktionen von v in p * € » p, wobei fiir die Norm von ¢
in & gilt ol =f ju, x o(x)]| dx.

Auf & definieren wir nun eine Multiplikation und eine Involution durch

L)

(ps¥) (x)=fdye ex+y)«Y(-y) und @*(x)=9(-x)*.

Damit gilt

(13) Die Abbildung f— f: gegeben durch f(x):u;* * f(x), ist ein isometrischer
+-Isomorphismus von p « L'(v, ) » p auf .

Zunichst zeigen wir, daB f— f involutiv ist. Sei feps L'(v,6) xp, also

Jx)=u *f(x).

Dann ist

(P W=« 200
=u;* *f(—x)*“p":u;* . {u,—x *j"(__x)}texpx
exp(~x)

e G e N =Udpy tf(-x)"‘“”" #Uppy

nach (3). Mit (12) ergibt sich (/%)™ (x) =f(—x)* = (f}* (x).

Zum Nachweis der Multi

plikativitdt seien f,heps L' (o, €) x p, f(x)=u' s f(x
h(x):u;*g(x). Dann lst p f( ) x*f( )

bl

B C=uf a [ dy ey, s n {F04 I 4 ()

=fdyu;**£

Yty —y)-1 * u;e:;;(—y) +f(x 4yt u'_y * ;1'(_)’)-

Nun gilt

!

Mrty = Uexpx ) = Upgpy) exp(} Ax, y)

i
= expy 3 9dx.3D
Eytx,p-1 * Uexpx * Uexpy€

nach (6) und (4) und damit

i
- —yedx.5)
L P ~
¥ty XPYYX, 5} texp(~y) ¥ Ugrpy * “:::; »
i
~59(x, y})

sexpyv(x.y)"exp(-y) * u; * lle,p(_y)
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nach (3). Man erhilt

“* rexp(-y)
U * Eyxay, -yt * Usyy
i
o maelxd , %
=€ x *Eyxhy - texpyrxy) texp(-p) ¥ U ¥ U=y
i i
_maalxosd , % T 790xy) %
=e U su xu’ =e pxu’l,
und weiter
i ~
~ i -59lx. ) . Nexp(-¥) , ~
by )=[dye 2 paut flx+ )™ wu, ()

=[dye 2" f(xty) e h(=y)

wegen (12). Damit ist (13) bewiesen.
Der Kiirze halber definieren wir nun den Cozyklus v:pxo-— T durch

v(r V)ze—%a([x,yl)
v ) R

nach (10) ist v ein nicht-ausgearteter schiefer Bicharakter.
Weiter sei w:p— R definiert durch w(x):= |u.],. Es gilt w(x)=1 fiir alle x,
und wegen (3), (4) und (6) ist w ein (stetiges) symmetrisches Gewicht auf v, insbesondere

gilt w(x+ y)< w(x) w(y) fiir alle x, y ev. Damit bilden wir die involutive Banachsche
Algebra &:= L' (v, v, w), bestehend aus allen meBbaren Funktionen #: v — C mit

1Al == § 1h(x)] w(x) dx < o0,
wobei die Multiplikation durch
(hy * hy) ()= [ v(x, y) by (x + ) by (=) dy

und die Involution durch
h*(x)=h(=x)
gegeben ist.

& operiert auf ¥ von links und von rechts durch die Setzungen
(@ % B) (y=[ v(x, y) h(—) p(x+y) dy

und

(hx @) ()=[v(x, y) h(x+p) o(=p) dy

s
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fir he & und g € ¥, denn es gilt etwa

lg * Blly = llu] (@ + by ()| dx
=[dx || dyv(x, y) h(=Y) ¥, * 9(x + )]

=fdx |fdyv(x, Wh(=p)u, s i} * e, @(x+)|

wegen (3). Aus (3), (4) und (6) erhélt man

exp(x+y)

! % __ %* —
U, xu u explx+y) uexpx * uexp(—x“y)

x+y u

expx ¥

- {uexp(—x—y) *U

}exp (x+y)
expx exp(—x—y)

:V(X y) ucxp(x+y) —

1 exp(x +y)
expxexp(—x—y v(x, y) {Eexp(x+v)exp(~X)exp(—y) * u-y}

und damit

lo + ko= {fdxdylh(=p)l w(=p) lu,, * 0(x+ )|

=|hle lolle.

Offenbar gilt fiir diese Wirkung(en) von & auf % weiter

(14) Die direkte Summe & ®.% der Banachschen Riume & und & ist eine
involutive Banachsche Algebra, wenn man die Involution und die Multiplikation durch

(h+(p)*=h*+<p*
und

(h+(p)*(k+tl/)=htk+(h*l/1+(p*k-i-(p*lll)

erkldrt. & ist ein Ideal in der Algebra £ ®.%, und ¢ enthilt beschrinkte approximie-
rende Einsen fiir £ ® &,

Nach Theorem 3 in [25], vgl. auch [23], ist die Algebra & einfach und enthilt
»Operatoren vom Rang 1*, nimlich Elemente ¢ mit g=g* =q*+0und g« & » g=Cq.

Fiir ein solches g, welches zudem noch stetig, schnell fallend und positiv gewahlt
werden kann, ergibt sich:

‘ (15) Die involutive Banachsche Algebra g+ & » g ist *
nicht isometrisch) zur involutiven Banachschen Algebra Px¥
phismus p + € « p — 9+ x q ist gegeben durch ¢ —
auf der zu & isomorphen Algebra p « L!(v, %) « p,
*-isomorph zu p + ¢ « p mittels c— . f.(x

-isomorph (allerdings i.a.
* p. Ein solcher Isomor-
P, 9. (X)=q(x)c. £ operiert auch

und g« (p« L'(v,6) xp)# g ist
)=q(x) u, * c, fiir CEP*E xp.
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Fir jedes c€ p « € * p liegt ¢, in &, denn

locle =] 1Ol lu; * ¢l dx < llelle | 1gCa) Tl dx=1lelle gl

Andererseits ist [[cl| = [lu* » u, * c|| S |w*|| [lus * c[| =w(x) |lu; * c|, also

ol = [ 1g(x)] Nl « cll dx2 el [ lg(x)] wx)™" dux.

Weiter ist klar, daB ¢ — ¢, ein *-Morphismus von px % xp mit Werten in
g * ¥ »q ist. Es ist noch zu zeigen, daB jedes ¢ in g & * g von der Form ¢ = ¢, mit
einem passenden c €p « € # p ist. Dazu stellen wir zundchst fest, daB die PunktmaBe
d,, a € v, durch Faltung auf & wirken. Fiir diese Faltung gilt:

(0, + ) () =v(x, a) f(x - a),
(f+0,) () =v(x, —a) f(x-a).

Auf Grund der Voraussetzung an ¢ ist ¢ » d, * g proportional zu ¢, sagen wir
g, xq=4i(a)g. Seinun pe g+ ¥ *q, etwa 9 =q x Y xq mit Y € &, also

e()=[[dydzv(x,2)v(x+2z,) q(x+2+y) ¢(=2) ¥ (-)

=[dy Q(x,») ¥(»)
mit

Q(x, y)=[dzv(x,2) v(x+2z, —y) g(x+z-)) q(~2).

Man verifiziert ohne Mihe, daB Q(x, ) =(g x d, = g) (x), also Q(x, ) =4(3) 4(x).
Zur Auswertung von 4 multiplizieren wir mit g(x)=¢*(—x)=¢(—x) und integrieren
lber x. Es ergibt sich

A(y) Nqll3 =§ dx g*(—x) (g + 3, * 9) (%)

=(q**q*6,+ )=, +g*xq*xq) 0)=(g*9*+9) (=1)=9(—))

und damit
0(x, »)=q(x) q(— ) lgl; 3 =4(x) () lql3>
also
(M) =q() lgl;* fdy ¢(») ¥(»)
oder ’

p=¢, mit c=|ql;*[dy (MY ).
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Mittels der Identifikation von = L'(G)/{k(St) + L'(G'”)} ™ mit L'(v,%) betrach-
ten wir nun K als einfachen L' (v, )-Modul. Dann ist pK ein einfacher p + L' (v, %) » p-
Modul. Weil k(St) den Modul K annulliert und die Hiille des Ideals &/ # p + o/ leer
ist, o *p+sf folglich dicht in & liegt, vgl. [15], ist pK+0. Die Wirkung von
p* L' (v, %) x p 1dBt sich zu einer Wirkung von £ @ p * L'(v, %) x p erweitern. Da &
approximierende Einsen enthilt, insbesondere also & (p + L'(v, 6) x p) dicht in
px L'(v, %) * p liegt, und & « ¢ x & wegen der Einfachheit von & dicht in & liegt, ist
q(pK)+0. g(pK) ist dann ein einfacher g * (p « L' (v, 6) « p) » g-Modul und 1Bt sich
wegen (15) als einfacher p + € + p-Modul auffassen, wobei cep € = p auf {eq(pK)
durch c&:=f,¢ wirkt. Nun ist L'(GY/D) symmetrisch, also ist auch % als Quotient
dieser L!-Algebra eine symmetrische Banachsche Algebra. Und p x € # p ist eine abge-
schlossene involutive Unteralgebra von 4. Also kann man den p » € » p-Modul g(pK)
unitarisieren, und nach [28], (4. 7. 20), 1aBt sich, erneut wegen der Symmetrie von %,
eine solche Unitarisierung zu einer involutiven Darstellung von € erweitern. Kurz, man
findet eine (topologisch-irreduzible) involutive Darstellung 7 von % in einem Hilbertschen
Raum R und eine beschrankte Einbettung I: g(pK)— n(p) ] mit

(16) I(f.5)=n(c)I¢ firalle ceps»@xp und Eeq(pk).

Die Darstellung = wird zu einer involutiven Darstellung p von L'(v, ¢) in dem
Hilbertschen Raum L*(v, R) induziert, welche gegeben ist durch:

A7) Lo() M) () = dX 2 {eexp- ) expisyexpir- * SR (3 ~ x))

fiir fe L' (v, %), ne L*(v, R) und yeo.

Mit Hilfe des Verkettungsoperators 7 wird nun eine Einbettung I' : ¢(pK) — L2 (v, K)
definiert durch

IO =q9() n(w) I¢.

(18) - Die Werte von [’ liegen in p(p) L*(v, R). Fiir alle fe L
und alle ¢ e gpK ist I'(f&)=p(f) I'E. fequ(pxL'(0, %) xp)xq

Sei (e gpK und n=T¢. Dann ist
(0(2) (1) =2 (1(3) = (3) n(p=*) n(uy) IE
=9 2(p™ e w) IE = q(y) m(u}) IE = ().
Die Funktion f ist von der Form S=fmitceps@x p. Es ist

TN =9() nw) I(fE) =q(y) n(u,) m(c) I¢
nach (16) und

() m) () =[dxne, +f)7079) (n(y - x))
mit b=exp(~y) exp (x) exp (¥ — x), also

(PN (W =[dxqx)q(y-x) Ry * (U5 PO oy ) I
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Nach (3), (12), (4) und (6) ist

£y * u;cxp(y*x) % PO u;_x

—_ rexp(y — x) % exp(y- x) i
=&, % U, * U *UT * U,

/
y-x
,

_ rexpfy - x) —_— ) —
=g, % U, * U R C=V(X, Y —X) Gk Uy n—x) * €

=V(X, 1) Ugypy ¥ C=V(X, V) Uy % C

und daher
(PN ) (M) =[dxq(x) g(y =) ¥(x, ¥) m(u, ¢ ) IE

=[{dxq(=x) q(r+x)v(x, ) m(uy + 0) I¢

=(q % q) () nu, * c) I{=q(y) n(w) n(c) IS,
was zu beweisen war.

Zur Konstruktion der gewiinschten Unitarisierung J: K — L*(v, &) wihle man ein
¢eq(pK), E+0, und definiere J(f¢):= p(f) I'¢. Um die Wohldefiniertheit von J ein-
zusehen, hat man sich zu iiberzeugen, daB aus f&=0 stets p(f) I'é=0 folgt. Da I'{ in
p(p) L* (v, Q) liegt und p auf o « p « o/ nicht ausgeartet ist, geniigt es zu zeigen, dafd
p(of xpusd xfap)I'E=0 oder daB p(p+ o + f+p)I'¢=0 ist. Nun folgt aus fE=0
und ¢ € pK natiirlich, daB (p « o/ * f* p) {=0 ist. Man kann sich also auf die Unter-
suchung von f’s in p * L' (v, %) = p beschriinken. Nach einer entsprechenden Argumenta-
tion kann man sich auf die Untersuchung von f’s in g x (p % L' (v, €) = p) x ¢ zuriick-
zichen. In diesem Falle folgt wegen (18) aus f¢ =0 sofort p(f) I'¢=0.

Nach Konstruktion ist J: K — L*(v, 8) linear iiber L' (v, %). J ist nicht-trivial, da
die Einschrinkung von J auf g(pK) mit /' iibereinstimmt. Damit ist die gewiinschte
Unitarisierung angegeben und Satz 2 bewiesen.

Schlubemerkung

Es sei nun G eine beliebige einfachzusammenhingende Liesche Gruppe mit Liescher
Algebra g. Ist r das auflosbare Radikal von g, so ist n:=[g, r] ein nilpotentes Ideal
in g. Weiter sei P die Zusammenhangskomponente des Zariski-Abschlusses von Ad(G)
in Aut(g), T eine maximale kompakte Untergruppe von P und G’ die Kommutatorgruppe
von G. Fiir ein heg* sei GP=Ad (T Ad(G') P,). Ferner sei d=Db, fiir gen* das
groBte Ideal, welches in Kerng enthalten ist. Vermutlich gilt:

Die Banachsche Algebra L'(G) ist dann und nur dann symmetrisch, wenn fiir jedes
heg* die Gruppe G®jexp (d,), wobei g =h|,, ein polynomial wachsendes Haarsches Map
hat.

Im auflosbaren Fall ist diese Vermutung richtig. In diesem Artikel haben wir
bewiesen, daB dann die angegebene Bedingung hinreichend ist. In einer folgenden Arbeit
werde ich, nicht zuletzt mit Hilfe der hier entwickelten Methoden, die primitiven Ideale
in der L'-Algebra einer auflosbaren Lieschen Gruppe untersuchen und eine Parametrisie-
rung der Menge der primitiven Ideale angeben. In diesem Rahmen werde ich zeigen,
daB die angegebene Bedingung fiir Symmetrie auch notwendig ist.
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