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Eine Charakterisierung der Homotopiekategorie
der CW-Komplexe

CLAUS MICHAEL RINGEL

1. Einleitung

Der Funktor T: # — % heiBt adjungiert zum Funktor S: £ — X, wenn
zwet natiirliche Transformationen 8: TS — Idy und ¢: ST— Id, existieren ',

die die Gleichungen
(@8)(SB=1s und (Te)BT)=1I;
erfiillen.

B und ¢ sind Abbildungsklassen. Wir kénnen daher die Quotientenkate-
gorien /B und # /¢ bilden und man sieht sofort, daB die Funktoren S und T
Aquivalenzen zwischen /B und &/ induzieren. Wir nennen diese bis auf
Aquivalenz eindeutig bestimmte Kategorie die Quotientenkategorie zu den

adjungierten Funktoren S und T.? ' '
Der Singularisierungsfunktor Sin von der Kategorie F der topologischen

Réume in die Kategorie & der simplizialen Mengen ist adjungier.t zum Reali-
sierungsfunktor R: % — 7 (dabei seien wieder f§ und ¢ die z'ugeh'or}gen Trans-
formationen). Wir zeigen nun, daB die Quotientenkategorle zu diesem Paar
adjungierter Funktoren gerade die Homotopiekategorie der CW-Komplexe
ist. Wir erhalten damit eine neue Charakterisierung dieser fiir die algebraische

Topologie so wichtigen Kategorie:
Satz. Die Kategorien /B und /¢ sind dquivalent zur Homotopiekate-

gorie 6, der CW-Komplexe.

Eine dhnliche Charakterisierung wurde in [2]‘und [3] gggeben, éllerdlngs
diente dort als Ausgangspunkt stets eine Kategor:'e topoiognsclzcr Rauz_nc (x;m
Homotopieklassen stetiger Abbildungen al_s Morph:smgn. Wir konnen hlelr en
Homotopiebegrifl eliminieren: zwei Abbildungen zwxsqllen C; le-!(ompre;en
sind genau dann homotop, wenn sie durch den Funktor .7 — .7 /f identifiziert
werden. ‘ -
Fiir viele Anregungen bin ich Friedrich Wilhelm Bauer zu Dank ver
pflichtet.
miben Funktoren (wie alle Abbildungen) in der natﬁrl?cheq Rcihcnfolgc: IIS bi(:)enut;t
daher: erst der Funktor T dann der Funktor S angewandl. — Id, sei der identische Funktor ‘

1n sich. ‘ | | '
2 Im Anhang skizzieren wir die (wohl aligemein bekaqme) Koqstruk;:qn geer ({uyol:t;:t‘;::n
kategorie zu einem Paar adjungierter Funktoren, da in der Literatur bisher kein Beweis z

: i i ‘niv ge X gehdrt.
ist. Insbesondere zeigen wir. daf die Quotientenkategoric zum gieichen Universum wi g
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360 C. M. Ringel:

2. Die Kategorie 2 der realisierten simplizialen Mengen
Wir betrachten also die Funktoren
Sini 7—-% und R: ¥ 7,
mit den Transformationen
B: SinR—1Idy und ¢: Id, — RSin.

# sei die volle Unterkategorie von 7 derjenigen Riume, die homdomorph zu
einem X* (X simpliziale Menge) sind. Wir setzen

B ={By|Y Objekt aus #}.

Das folgende Lemma ist von entscheidender Bedeutung. Dabei sei I das Ein-
heitsintervall.

Lemma. Y sei Objekt aus R. In R/B’ ist die Projektion

YxI-—-Y
ein Isomorphismus.

Beweis. In der reellen Ebene definieren wir die Unterrdume

J={(xs y)x=0, I_VI-_<—_ 1}9
D={(x,)I0=x,x+|y|<1},
I={x,y|0=x<1,y=0},
mit den Inklusionen
u:J—D und v: I-D,
und den Retraktionen
p: D—J, definiert durch (x, y)P=(0, y),
r: D—1I, definiert durch (x,y) =(x,0).
Es gelten die Gleichungen up=1,vr=1, und die Abbildung v p ur ist konstant.

Wir kénnen p als singulires 2-Simplex auffassen. Wir haben daher eine
Inklusion

s: D— JSinR

unter dieser Inklusion ist D Unterkomplex von J5"® und es gilt s B, =p. Wir
zeigen:

(1) Es gibt eine Abbildung ¢: J5*X _, D mits¢t=1 und tp=p,.

Da D unter s Umgebungsretrakt von JS"R ist und JS"R normal ist, gibt es
eine Abbildung ¢': JS"®— | mit s¢' = r. Wir definieren ¢ durch

xt:(min(xl', 1— |xﬁJl)a xﬁJ)

fir xeJS"® und man rechnet leicht nach, daB ¢ die gewiinschten Eigenschaften
hat.
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(2) Die Abbildung Ixu: YxJ—YxD ist in #/8 zur Abbil
Ixp: ¥YxD—YxJinvers 3, /B zu iidung

Y liegt in 2, also kénnen wir annehmen, daB Y= X7 fiir eine simpliziale
Menge X gilt. Die Abbildung

e=((PX)R: XR__)XRSinR

erfullt die Gleichung e B, =1, .
Wir betrachten das Diagramm

exs

YxD—>", ySinRy ySinR_3 (Y x J)SinR _Bros, By xs YXJ
k

k
lvle 172 1

YXD exs , YSinRXJSinR By x B S YxJ

S

YxD

dabei sei A X B das kartesische Produkt von 4 und B, verschen mit der Kelley-

Topologie, y; seien die kanonischen Abbildungen. Da D kompakt ist, ist y, =1.
0 ist der durch [2], II1.3.1 gegebene Isomorphismus, der das rechte Quadrat
kommutativ macht. Nach Konstruktion von ¢ ist auch das untere Dreieck

kommutativ.

Es ist
(e>k<s) P2(By x t)=(e x s)(By x t)=e fy x st=1,

also ist y,(fy x t) eine Retraktion.
Da Y x J zu % gehort, liegt By, ; in £, also ist By, ; in #/B ein Isomorphis-
mus. In &, und damit auch in 2/f, gilt die Gleichung

2By xt)(Ixp)=6 By, ,. (*)

In #/B' ist daher y,(By x t) auch eine Coretraktion.
Als Retraktion und Coretraktion ist y,(8y x t} ein Isomorphismus, und
wegen der Gleichung (*) ist auch 1 x p ein Isomorphismus.

Nun gilt schon in # die Gleichung
(I xu)(Ixp)=1,

also sind die beiden Abbildungen 1xu und [ xp in #/f zueinander invers.
Damit ist (2) bewiesen.

3 Ist # /% Quotientenkategorie von X, so werden wir die Bilder von Morphismen aus X
unter dem Funktor ¥ — X /¥ wie in X" bezeichnen.

*
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Schalten wir die Abbildungen
YxI -2 YxD -2y x] P4 ¥xD YT Yx]

hintereinander, so konnen wir diese Abbildung durch die Projektion Y x I »Y
faktorisieren, denn r pur ist konstant. Nach (2) gilt aber in .#

(Ixe)(Ixp)Ixw(lxr)y=(Ixv)y-1-(1xr)=1y.,.

und daher ist die Projektion Y x I — Yin #/f eine Coretraktion.Da Y x I »Y
in #, und damit auch in 2/f eine Retraktion ist, ist diese Abbildung in A#ff’
ein Isomorphismus.

Korollar. Zwei homotope Abbildungen [y, f,: Y— Z aus A werden unter dem
Funktor # — R/’ identifiziert.

Beweis. Die Projektion Y x I— Y besitzt in # die Abbildungeni,,i,: Y - Y x 1,
definiert durch i;(y)=(y, j) fiir j=0, 1, als Linksinverse. In #, ' gilt daher iy =1,.

Sind nun die Abbildungen f; und f; homotop, so gibt es eine Abbildung
F:YxI»ZmitiF=ffiir j=0,1. In 2#/p gilt also

fozionilF:‘f].

Wir bezeichnen mit #, die Homotopiekategorie zu # (Morphismen sind
also Homotopieklassen von Abbildungen aus #).

Korollar 2. Es ist #,=2R/F'.

Beweis. Wir haben gesehen, daB sich der kanonische Funktor # — #/f
durch %, faktorisieren 1a83t. Andererseits 1408t sich aber auch der Funktor
R — R, durch #/p’ faktorisieren, denn f’ enthélt nur Homotopiedquivalenzen
(fir wegzusammenhingende Rdume steht dies in [4), fiir beliebige Rdume aus
# folgt dies aus der Tatsache, daB} bei CW-Komplexen die Wegzusammen-
hangskomponenten mit den Zusammenhangskomponenten iibereinstimmen

und By daher isomorph zur Summe der B, ist, wobei Y, die Zusammenhangs-
komponenten von Y durchlauft).

3. Der Charakterisierungssatz

Mit € bezeichnen wir die volle Unterkategorie von 7, deren Objekte vom

Homotopietyp eines CW-Komplexes sind, %, sei die zugehdrige Homotopie-
kategorie.

Satz, Die Kategorien 6,, 7 /B und ¥ /¢ sind dquivalent *. Dabei induziert die
Inklusion € — F eine Aquivalenz.

Beweis. (1) 7 /f ist dquivalent zu /8.

4 . . I . . . . . . M
Die Liste der dquivalenten Kategorien lieBe sich natiirlich vergroBern: iquivalent zu diesen

Kategor'ien ist die Homotopiekategorie der Kankomplexe (s. [2] oder [4]) und die Quotienten-
kategorie von % nach der Klasse aller ,anodynen® Erweiterungen ([5]).
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Der Funktor R: % — .7 bildet & in # ab. Schrinken wir den Funktor
Sin: 7 % auf # ein, so erhalten wir ein Paar adjungierter Funktoren, das
wir wieder mit R und Sin bezeichnen:

R:¥>7 und Sin: 7 ->%

Die zugehorigen natiirlichen Transformationen sind gerade ' und ¢. Also sind
die Kategorien #/B' und .¥/¢ dquivalent (siche Anhang).

Entsprechend sind die Kategorien .7/8 und /¢ iquivalent.

(2) Im Korollar 2 haben wir gesehen, daB #/§ =, gilt.

(3) Die Einbettung von 4, in &, ist eine Aquivalenz, dt?nn nach .Deﬁnition
ist #, eine volle Unterkategorie von ,, andererseits ist jedes Objekt aus
homotopiedquivalent zu einem Objekt aus #.

Damit ist der Satz bewiesen.

Anhang

In [1] wurde zu einer beliebigen Klasse & von Morphismer_l giner Kat;-
gorie . X" der Begriff der Quotientenkategorie eingefiihrt : Ist'f /% eine Kategorfe
mit den gleichen Objekten wie ¥ und P: ¥ — X /% ¢in Funktor, Fier die
Objekte erhiilt, so heiBt (X' /Z, P) oder einfach % /4 Quotientenkategorie zu Z,

falls die folgenden beiden Bedingungen erfiillt sind:

(a) Ist xeZ, so ist x* ein Isomorphismus,

(b) Ist T: # — £ ein Funktor, fiir den x” (fiir alle xe %) ein Isomorphismus
ist, so gibt es genau einen Funktor T mit T=PT".
Quotientenkategorien zu ¥ sind bis auf Isomorphi.e eindeutig- bestimmt.
In [1] wurde ein allgemeines Verfahren angegeben, wie man zu einer Klasse

& eine Quotientenkategorie #/% konstruieren kann, die allerdings im l.zlill-
gemeinen nicht zum gleichen Universum wie )¢ gehort. Unter J'/% verstehen

IT | immer die so konstruierte Quotientenkategorie.
o \l’:/?ri(;ltgzzzdve:r;usl,ndaﬁ der Funktor T: X — & Zu einem Ifu'nktor S: ,9’ —LX
adjungiert ist, und p: TS—ldy, @: Ide— ST dle. zugehorigen nau;(r.l.lc en
Transformationen sind. § ist eine Klasse von Morphismen aus ¥, also konnen
wir J¢/f bilden.
Lemma. Fiir beliebige Objekte Aund B aus A 1t sich jedes g aus(X'/B) (4, B)
in der Form B h mit h aus X (A", B) darstellen.

Beweis, g hat die Gestalt
g=Bx! i Bra o

wobei fie ¥, fy,€f (s. [1]).
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In X" ist das Diagramm

TS TS s
e g Px i

e e Ty . P * —r . T, .
! f |
Ba ] : ) | P B
v v + v v
L] ‘»u——,,., L] <__.—_,) L] e - € L] -— —— -
Bx, N Bx, In

kommutativ, dabei seien die senkrechten Abbildungen aus . Wir haben in ¥

die Gleichung (@) - Bixrsy=lxrs),

also ist in /B mit der Abbildung Bixrs, auch (¢x7))° ein Isomorphismus. Da
in & auBerdem die Gleichung

(l'P(XT))S : ﬂ;sz((ngT) : B;)S'—' lgsxT) = I(XTS)

gilt, sind in #'/# die Abbildungen (P’ und B35 zueinander inverse Isomor-
phismen.

Setzen wir also
h=(@ ) - 115 ... (oxg) - 17 Ba.

so liegt 4 in A'(4"%, B) und in #7/B gilt die Gleichung
g=p1"h.
Korollar. /B gehért zum gleichen Universum wie X
Beweis. Die Abbildung
H (A", B)—("'/B)(A, B), definiert durch f Bt f

ist surjektiv.

Lemma. Die Funktoren S und T induzieren F unktoren

S Llo—>H/B und T X/B— Lo,

die zueinander inverse Aquivalenzen sind.

Beweis. P: ¥ — %" /B und Q: ¥ — /¢ seien die kanonischen Funktoren.
Unter dem Funktor TQ geht By wegen

@xTy* ﬁ§ =1

in einen Isomorphismus iiber, also 14Bt sich 7Q eindeutig durch P faktorisieren:
es gibt T': A '/B— £/ mit TQ=PT'. Entsprechend gibt es §': Llo—->A/p
mit SP=QS'. In /8 induziert B eine natiirliche Transformation

B: T'S'—Idy,,

und da 8 in »¢°/8 nur Isomorphismen enthilt, ist dies eine natiirliche Aquiva-
lenz. Entsprechend induziert ¢ eine natiirliche Aquivalenz

Q. Idg/w'—)s’ T’.
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Als Korollar erhalten wir den folgenden Satz von Gabriel und Zisman [2]:

Korollar. Ist T: ¥ — ¥ adjungiert zu S mit den Transformationen f und ¢,
so ist dquivalent :

(1) @ ist eine natiirliche /i'quivalenz,
(i) T induziert eine Aquivalenz ¥ /f— &£ .

Wir nennen die zu X¥*/f (und damit auch zu .#/¢) dquivalenten Kategorien
Quotientenkategorien zu den adjungierten Funktoren S und T.
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