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Diagonalisierungspaare. I
CLAUS MICHAEL RINGEL

Herrn Helmut Wielandt zum 60. Geburtstag am 19. 12. 1970 gewidmet

. Wir bc?trachten Paare (¥, #) von Morphismenklassen einer Kategorie ¢
mit der Eigenschaft, daB jedes kommutative Diagramm der Form

| s (+)

mit _ce% und feZ eine Diagonale, also einen (nicht notwendig eindeutig
bestimmten) Morphismus d mit

cd=a und df=b

be_sitzt, wobei € und # maximale Morphismenklassen mit dieser Eigenschaft
sein sollen. Wir nennen in diesem Fall (%, #) ein Diagonalisierungspaar (kurz:
D-Paar); & heiit D-Klasse und € heiBt Co-D-Klasse. Man sicht unmittelbar,
daB das D-Paar (¢, #) durch jede der beiden Klassen % und # eindeutig

bestimmt ist’.

Als wichtigste Beispiele mochten wir anflihren:

(A) Die verschiedensten Begriffe von Faserungen und Cofaserungen in der
algebraischen Topologie: die Klassen der Hurewicz- und der Serre-Faserun-
gen (allgemeiner die der Z-Faserungen [1]) in der Kategorie Top der topo-
logischen Rdume sind D-Klassen, die Cofaserungen in Top bilden eine Co-D-
Klasse. Dem Faserungsbegriff entspricht in abelschen Kategorien der Begriff
der projektiven Klasse (Eilenberg und Moore [2]): die projektiven Klassen
sind D-Klassen und entsprechen den D-Paaren (%, %) mit geniigend €-
Objekten 2, bei denen € nur Coretraktionen enthilt .

! Der Begriff des D-Paares geht im wesentlichen auf Quillen [9] zuriick: die geschlossenen
Modellkategorien sind gerade durch die Vorgabe zweier D-Paare, die gewissen Bedingungen
geniigen, definiert.

2 Besitzt ¥ ein Anfangsobjekt @ (also X' (&, X) ist einelementig fiir alle Objekte X von
X), so heiBt X €-Objekt, wenn der Morphismus @ - X zu € gehort. €, sei die Klasse der ¢-
Objekte. Wir sagen, daB es geniigend -Objekte gibt, wenn zu jedem Objekt X ein Morphismus
X' =X in # mit X', existiert. Der duale Begriff ist der des F-Obijekts, #, sei entsprechend die

Klasse der #-Objekte.
? Eine systematische Untersuchung der Faserungs
dere wird dort jedem D-Paar ein Homotopiebegriff zugeordnet, der fu

Top mit dem iiblichen iibereinstimmt.

klassen wird in [12] geliefert. Insbeson-
r spezielle D-Paare in
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(B) Die Bikategorien im Sinne von Isbell [7]. Die Theorie der Bikatego-
rien untersucht, wann es Klassen & von Epimorphismen und .#" von Mono-
morphismen gibt, so daB jeder Morphismus g der Kategorie eine (bl_s auf Iso-
morphie eindeutige) Zerlegung g=em mit ec& und me.#’ bgsxtzt. J(?de
Bikategorie (&, .#) ist ein D-Paar. Allgemeiner sind die Linksblkategfrlen
und die Rechtsbikategorien, die Kennison [6] eingefiihrt hat, D-Paare®.

(C) Ist & eine (volle) reflexive Unterkategorie von &, ist also der Inkllu-
sionsfunktor % < %" zu einem Funktor R adjungiert, so ist die Klasse R™s
derjenigen Morphismen, die unter R in die Klasse .# der Isomorphismen
abgebildet werden, eine Co-D-Klasse. Wie in [4] gezeigt worden ist, ist &
durch R™' # eindeutig bestimmt.

In dieser Arbeit sollen einige grundlegende Eigenschaften von D-Paarqn
untersucht werden. Wir werden dabei im allgemeinen voraussetzen, dal3 die
Kategorie " endliche Limites und endliche Colimites besitzt. Von groBer
Bedeutung ist die (fir beliebige Kategorien giiltige} Tatsache, daB D-Klassen
mit adjungierten Funktoren vertraglich sind: Das Urbild einer D-Klasse unter
einem (rechts-)adjungierten Funktor ist wieder eine D-Klasse. Dies entspricht
dem Satz von Eilenberg und Moore, daB Urbilder projektiver Klassen unter
adjungierten Funktoren wieder projektive Klassen sind.

Die D-Paare (¥, %), die in (B) und (C) auftreten, haben die Eigenschz}ft,
daB es zu jedem kommutativen Diagramm (+) mit ce% und feF genau eine
Diagonale gibt. Solche D-Paare nennen wir regulir. Die reguliiren D-Paare
lassen sich durch interne Eigenschaften einer der beiden Klassen ¥ und #
charakterisieren: so ist (¢, %) genau dann reguldr, wenn mit ¢, c, und €y
auch ¢, zu % gehort. Daraus folgt, daB die reguliren D-Paare einen vollstindi-
gen Verband im Verband aller D-Paare einer Kategorie bilden. Insbesondere
gibt es zu jeder Morphismenklasse 4 die kleinste D-Klasse eines reguliren
D-Paares, die 4 enthilt.

Liegt mit zwei der drei Morphismen von ¢=cyc, auch der dritte in 6, s0
nennen wir das D-Paar (¢, # ) reflexiv. Die reflexiven D-Paare sind also regu-
lr. Sie stehen in engem Zusammenhang mit den reflexiven Unterkategorien
der vorgegebenen Kategorie: die in (C) angegebene Co-D-Klasse R~ !.# defi-
niert ndmlich ein reflexives D-Paar (R™' 4, #). Auf diese Weise entsprechen
sich bijektiv die reflexiven Unterkategorien von #" und die reflexiven D-Paare
mit geniigend #-Objekten. .

Im zweiten Teil dieser Arbeit werden wir neben den Rechtsbikategorien
spezielle reflexive D-Paare untersuchen. Lambek hat in [7] Eigenschaften von
Paaren (2, 2) von Objektklassen in Modulkategorien, die die Gleichungen
#=12 und r2=9" erfiillen, angegeben. Wir zeigen, daB es genau ein D-
Paar (¢, #) mit C0=2 und #,=29 gibt. Dieses D-Paar ist reflexiv und cq-
reflexiv, und jeder Morphismus g der Kategorie 148t sich (bis auf Isomorphie
eindeutig) zerlegen in g=c/mitce® und fe F. Umgekehrt haben alle D-Paare,

* Im 2. Teil dieser Arbeit wird eine Charakterisierung der Rechtsbikategorien gegeben.

5 1.2 sei der Linksannullator von 2, also die Klasse aller Objekte P, fiir die jeder Morphismus
P - Q mit Qe 2 trivial ist. Entsprechend sei r# der Rechtsannullator von #
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die gleichzeitig reflexiv und coreflexiv sind, diese Gestalt. Wir werden uns
ferner mit den hier entwickelten Methoden der Frage nach der Existenz
reflexiver Unterkategorien in Modulkategorien zuwenden. Es liBt sich zeigen,
daB jede Objektklasse %, fiir die 1% subobjekt-vererblich ist, in einer kleinsten
reflexiven Unterkategorie liegt. Insbesondere liegt jede Klasse injektiver
Objekte in einer kleinsten reflexiven Unterkategorie, und man erhilt auf
diese Weise die Lokalisierungen im Sinne von Gabriel [3].

Friedrich Wilhelm Bauer bin ich fir viele Anregungen und Hinweise zu Dank verpflichtet.

1. Definition des Diagonalisierungspaars
Sind ¢ und f zwei Morphismen in der Kategorie £, so nennen wir das
Paar (c, f) diagonalisierbar, wenn es zu jeder Gleichung der Form
ch=af
einen Morphismus d gibt mit
cd=a und df=b.

d 1st im allgemeinen nicht eindeutig bestimmt. Wir nennen solche M(_)rphis-
men d, die die Gleichung cd=a und df=b erfiiller, Diagonalen der Gleichung
cd=af oder auch Diagonalen des (kommutativen) Diagramms

Ist  eine Morphismenklasse in der Kategorie £, so bezeichnen wir mit d, &
und d,Z die folgendermafBen definierten Klassen

d,. Z = {f|(x, f) diagonalisierbar, fiir alle xeZ'},
d, Z = {cl(c, x) diagonalisierbar, fiir alle xeZ'}.

Eine Morphismenklasse # heibt Diagonalisierungslflasse (lfurz: Q-{(lasse),
wenn F =d,d,# gilt. Eine Morphismenklasse € hngt Codtagonalzszgrungs-
klasse (kurz: Co-D-Klasse), wenn $=d,d, ¥ gilt. Slr_ld ‘6. und 57 zwei Mor-
phismenklassen, so nennen wir das Paar (%, #) emn Diagonalisierungspaar
(kurz: D-Paar), wenn die beiden Gleichungen 5" =§1,% unc_i ¢ =d, Z gelten.

Die Operatoren d, und d, stellen eine Galoisbeziehung im Verband aller
Teilklassen von ¢ her, denn fiir beliebige Morphismenklassen 2° und % gilt:

< impliziert d,22d,% und d,2=2d,%, (1)

¥cd d ¥, Xcdd X (2)
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Daher sind die Operatoren d, d, und d,d, AbschluBoperatoren. Die D-Klas-
sen sind gerade die d,d;-abgeschlossenen Klassen, die Co-D-Klassen die
d, d,-abgeschlossenen Klassen.

Trivialerweise liegen die Isomorphismen der Kategorie in jeder D-Klasse
und in jeder Co-D-Klasse. Ist daher (¢, #) ein D-Paar, so enthilt der Durch-
schnitt € N % sicher die Klasse der Isomorphismen.

Lemma 1. Fiir ein D-Paar (€, %) ist € nF genau die Klasse der Isomor-
phismen.

Beweis. Sei ge € n #. Wir betrachten die Gleichung
g . l = l . g .
Da g sowohl in & als auch in # liegt, gibt es eine Diagonale d mit

gd=1 und dg=1,
g ist also Isomorphismus.

Daraus folgt unmittelbar:

(a} In jeder Kategorie 4" sind (.¥] .#) und (#, #") D-Paare, dabei sei .# die
Klasse der Isomorphismen.

Weniger trivial sind die folgenden Beispiele:

(b) In der Kategorie Top der topologischen Riume und stetigen Abbil-
dungen bilden die Cofaserungen eine Co-D-Klasse. Bezeichnen wir mit X’
den Wegeraum von X und mit py: X' — X die durch py(w)=w(0) definierte
Abbildung, so ist ndmlich ¢ genau dann eine Cofaserung, wenn das Paar
(¢, px) fiir alle Rdume X diagonalisierbar ist.

(¢) In Top bilden die Hurewicz-Faserungen und die Serre-Faserungen
jeweils eine D-Klasse.

(d) In der Kategorie der simplizialen Mengen sei U die Klasse der anody-
nen Erweiterungen, ] die Klasse der Kanfaserungen. Dann ist (21, R) ein D-
Paar [9].

(€) Ist X" cine abelsche Kategorie mit geniigend projektiven Objekten, so
ist die Klasse & der Epimorphismen eine D-Klasse. Ein Morphismus e ist
ndmlich genau dann ein Epimorphismus, wenn (0 — P, e) fiir jedes projektive
Objekt P diagonalisierbar ist.

(f) In jeder abelschen Kategorie bilden die Klassen & der Epimorphismen
und .# der Monomorphismen ein D-Paar (&, MA).

(g) In Top sei .#, die Klasse derjenigen Abbildungen g: A — B, bei denen
A homdomorph auf einen Teilraum von B abgebildet wird; & sei die Klasse
der surjektiven Abbildungen. Dann ist (&, .#,) ein D-Paar.

Weitere Beispiele werden wir im Laufe der Untersuchung kennenlernen.

Wir formulieren nun das fiir die Theorie der D-Paare duBerst wichtige

Dualitédtsprinzip. Dabei bezeichnen wir mit * den Ubergang zur dualen Kate-
gorie.

Dualitiitsprinzip. € und F seien zwei M orphismenklassen in A~ Dann ist
(€, #) genau dann ein D-Paar in X wenn (F*,6*) ein D-Paar in X°* ist.
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Beim Dualisieren geht also ein D-Paar wieder in ein D-Paar iiber. Daher
liefert jeder Satz iiber D-Paare durch Dualisieren einen neuen Satz iiber D-
Paare. Aus einem Satz iiber D-Klassen wird ein Satz iiber Co-D-Klassen. Wir
iiberlassen es dem Leser, die Sitze dieser Arbeit zu dualisieren.

Die wichtigsten AbschluBeigenschaften von D-Klassen fassen wir in fol-
gendem Lemma zusammen:

Lemma 2. Sei # eine D-Klasse in der Kategorie X" Dann gilt

(1) F ist pullbackabgeschlossen, d.h.: ist das folgende Diagramm ein Pull-
backdiagramm
s

[ J VY

so liegt mit f auch [' in Z.

(ii) Liegt die Familie {f;: X, ,— X;|iel} in &, wobei I wohlgeordnet und
X, ( fiir jede Limeszahl o) gerade der Limes der f; (i<a) sei, so liegt fiir den
Limes X der f; der kanonische Morphismus f: X — X, in #.

(il) F ist abgeschlossen gegen Produktbildung: Ist { f;: X; — Y;} eine Familie
von Morphismen aus & und ist [] fi: [ X;— [ ] Y; das Produkt dieser Familie,
so ist dieser Morphismus Element von #.

(iv) Jeder Retrakt eines Morphismus aus % (gebildet in der Kategorie X"~
der Morphismen aus X" ) gehort wieder zu F : ist das folgende Diagramm kom-
mutativ

und ist ur=1, vs=1, so liegt mit f auch f’ in #.

F ist also cogesittigt im Sinne von Gabriel und Zisman [4].

Der Beweis von Lemma 2 sei dem Leser iiberlassen.
Fiir einzelne D-Klassen, die bisher in verschiedenen Gebieten der Mathe-

matik eine Rolle gespielt haben, sind diese Eigenschaften von groBer Bedeu-
tung. Betrachtet man zum Beispiel die Klasse # der Hurewicz-F aserungen,
so besagt Eigenschaft (i) gerade die Existenz induzierter Faserungen, wihrend
(i) in die Konstruktion der Moore-Postnikov-Folgen eingeht.

Wir geben noch zwei Folgerungen aus Lemma 2 an:
Korollar, # sei eine D-Klasse. Dann gilt:

Liegt gm in F und ist m ein Monomorphismus, so ist ge#.
Liegt rg in % und ist r eine Retraktion, so ist ge#.

Beweis. Ist m Monomorphismus, so ist g Pullback von gm. Ist r Retrak-
tion, so ist g (als Objekt von 2 ~) Retrakt von rg.

TR
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Ist (¢, #) ein D-Paar in einer Kategorie mit Pullbacks, und will man nach-
weisen, daB ein Morphismus x zu & gehort, so braucht man nicht alle Glei-
chungen der Form

xb=af

mit fe# zu betrachten. Es geniigt, daB sich diejenigen Gleichungen, bei denen
b=1 gilt, diagonalisieren lassen, denn es 4Bt sich zeigen:

Lemma 3. %" besitze Pullbacks. % sei eine Morphismenklasse, die pullback-
abgeschlossen ist. Lafit sich fiir ein x jede Gleichung der Form

x-1=af
mit ye¥ diagonalisieren, so liegt x in d,%¥.

Beweis. Sei eine Gleichung der Form
xb=ay

mit ye% gegeben. Wir bilden das Pullback (b', y') von (y, b). Da die Gleichung
xb=ay gilt, kénnen wir (a, x) durch das Pullback faktorisieren: es gibt a’ mit

ab'=a und dy=x.
Die Gleichung
x-1=ay
1dBt sich diagonalisieren, denn mit y liegt auch y"in %. Sei nun d gegeben mit

xd'=a und dy=1.

Setzen wir d=d'}’, so ist dies eine Diagonale von xb=ay.

2. Diagonalisierungspaare und adjungierte Funktoren

Wir setzen voraus, daB der Funktor T: % —.% zum Funktor S- LA
adjungiert ist.

Lemma 4. Sei ce %, feX. Das Paar (%, f) aus A ist genau dann diagonali-
sierbar, wenn (c, fT) in & diagonalisierbar ist.

Beweis. Nach Voraussetzung existiert eine natiirliche Aquivalenz
v H(S, ) 2(.,.0).
Sei (c5, 1) diagonalisierbar, und sei die folgende Gleichung gegeben:
cb=afT.

Wenden wir 7=7~! an, so erhalten wir in X die Gleichung

Sb'=(cby=(afT) =a'f,



Diagonalisierungspaare. I 255

Da (¢, f) diagonalisierbar ist, gibt es &' mit
cd=a und df=b"
Setzen wir d=d’?, so ist
cd=cd’=(SdY=a""=a,
4T =d"fT = f)=b"=b,
und daher ist (c, fT) diagonalisierbar.

Die Umkehrung folgt durch Dualisieren.
Es gilt also der folgende Adjunktionssatz:
Satz 1 (Adjunktionssatz). Der Funktor T: A" — % sei zu einem Funktor S
adjungiert. Fiir jede Morphismenklasse &' aus & gilt in A~ die Gleichung
d,(@5H=T"'d.%Z.
Beweis. Ein Morphismus fe % liegt nach Lemma 4 genau dann in d, (% 5),
wenn fT in d, & liegt, also genau dann, wenn f in der Klasse T-'d & liegt.

Korollar 1. Der Funktor T: A" — ¥ sei zu einem Funktor S adjungiert. Ist
F eine D-Klasse in &, so ist T '% D-Klasse in X.

Ist (€, %) D-Paar in %, so ist (d,d,(¥°), T~' %) D-Paar in X
Beweis. Es geniigt, die zweite Aussage zu beweisen. Wir wenden den
Adjunktionssatz auf die Klasse £ =% an und erhalten die Gleichung
d(€%)=T"'d,¢=T"'Z,
die zugehorige Co-D-Klasse ist dann
d, T-'# =d,d,(¥¢°).

Wir geben zwei Anwendungsbeispiele. Dabei bezeichnen wir mit.Sin: Enpf S
den Singularisierungsfunktor von der Kategorie Top der topologischen Rdume
in die Kategorie © der simplizialen Mengen.

(a) Ein topologischer Raum X ist genau dann n-zusammenhdngend, wenn
X5 n-zusammenhdngend ist.

Beweis. Der Funktor Sin ist adjungiert zum Realisierungsfunktor R.

Unter dem Realisierungsfunktor geht die Einbettung

[ri]<[m]

der simplizialen (m—1)-Sphire in das Standard-m-Sirqplex iibc?r in die Ein-
bettung der topologischen (m—1)-Sphére als Rand eines m-Simplexes. Be-
zeichnen wir mit & die Menge

Z={[mlcmlim=n+1},

e,
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und wenden wir den Adjunktionssatz an:
d,(F*)=8in"'d, 7, (+)

so folgt die Behauptung, denn der topologische Raum X ist genau dann
n-zusammenhingend, wenn die Abbildung X -+ P (P der Raum mit genau
einem Punkt) in d,(Z®) liegt, und die simpliziale Menge Y ist genau dann
n-zusammenhingend, wenn die Abbildung Y—[0] in d,2 liegt.

(b) Eine Abbildung f aus Top ist genau dann eine Serre-Faserung, wenn
[ eine Kanfaserung ist,

Beweis. Wir bezeichnen mit 2" die Klasse der Inklusionen
X ={[n]x[0JuAx[1]1-[n]x[1]|n20, A=[n]}

aus ©. Es gilt wiederum die Gleichung (+). .
Eine Abbildung aus Top ist aber genau dann Serre-Faserung, wenn sie

in d,(2'®) liegt, eine Abbildung aus S ist genau dann Kanfaserung, wenn sie
in d, & liegt.

Der Adjunktionssatz ist eine Verallgemeinerung eines Satzes von Eilen-
berg und Moore [2]. Dazu fiihren wir die folgende Definition ein:

X sei eine Kategorie mit Anfangsobjekt ©, (¥, #) sei ein D-Paar in X.
Gibt es in A~ eine Klasse 2 von Objekten, so daB

F=d,({@ - P|Pe#)}) (+4)
gilt, so nennen wir (¢, %) ein projektives Paar. Wir schreiben statt (++) auch
einfach Fed P

Die D-Klassen projektiver Paare sind im wesentlichen die projektiven Klas-
sen von Eilenberg und Moore®,

Aus dem Adjunktionssatz folgt:

Korollar 2 (Eilenberg und Moore). Der Funktor T: ¥ — ¥ sei zu einem

Funktor S adjungiert und & besitze ein Anfangsobjekt ©. Ist P eine Objeki-
klasse in £, so gilt in # die Gleichung

d.(#)=T"1d 2.

Ist also & die D-Klasse eines projektiven Paares in &, so ist T-' % die D-
Klasse eines projektiven Paares in "

Beweis. Unter S geht © in ein Anfangsobjekt von " iiber, das wir wie-
derum mit © bezeichnen. Es ist also

{© > PIPe?}={Q - P5|Pe®),
daher folgt die obige Gleichung aus dem Adjunktionssatz.

® # ist genau dann projektive Klasse im Sinne von [3], wenn (d, #, F) projektives Paar
mit geniigend d, #-Objekten ist.
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3. Regulire Diagonalisierungspaare
Wir nennen das D-Paar (¢, %) regulidr, wenn zu jeder Gleichung

cb=af

mit ce¥, fe# genau eine Diagonale existiert.
Dazu dquivalent ist, daB aus den Gleichungen

cx=cy und xf=yf

mit ce¥ und fe# die Gleichung x=y folgt.

Der Begriff , regulir* ist selbstdual: Ist (¢, #) reguldr in ¢ so ist in der
dualen Kategorie X™* das D-Paar (#*, *) regulir.
Ist (¢, #) ein D-Paar und enthilt # nur Monomorphismen oder € nur

Epimorphismen, so ist (¥, #) trivialerweise regular.

Bezeichnen wir in Top die Klasse der Hurewicz-Faserungen mit eindeu-
tiger Weghochhebung mit &', so ist (d, &, &) ein regulires D-Paar.

Wir bemerken als erstes:

Lemma 5. (€, %) sei reguliires D-Paar. Ist ¢f=c'f" und liegen die Morphis-
men ¢, ¢’ in €, die Morphismen f, f in #, so gibt es einen Isomorphismus t mit

ct=c und f=tf’.

Der Beweis sei dem Leser tiberlassen.

Wir kommen nun zu einer Methode, die es gestattet, in Kategorien mit
Pullbacks und Pushouts regulire D-Paare zu konstruieren. Wie wir jeder
Morphismenklasse 2 die von ihr erzeugte D-Klasse d, d, & zuordnen konnen,
so werden wir hier der Klasse & die D-Klasse e, e, Z eines reguldren D-Paares
zuordnen. Dabei ist e, e, Z die kleinste solche Klasse, die 2 enthilt.

Wir setzen wihrend des ganzen Abschnitts voraus, daB3 die Kategorie X

Pullbacks und Pushouts besitzt. . _
Sind ¢ und f zwei Morphismen aus J’, so nennen wir das Paar (c, f) ein-

deutig diagonalisierbar, wenn es zu jeder Gleichung
ch=af

genau eine Diagonale d gibt.
Ist  eine Morphismenklasse, so bezeichnen wir mit e, 2 und ¢ % die

folgendermaBen definierten Klassen
e, & = {f|(x, f) eindeutig diagonalisierbar fir xe %'},
e, & = {cl(c, x) eindeutig diagonalisierbar fiir xe 2’} .
Trivialerweise haben wir die Inklusionen

e, ¥=d, ¥ und e¥cd ¥
fiir beliebiges &.

17 Math. Z. Bd.117
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Die Operatoren e, und e, stellen wieder eine Galois-Beziehung im Verband
der Teilklassen von £ her, e,¢; und e,e, sind daher AbschluBBoperatoren.

Man sieht sofort, dal das D-Paar (¥, #) genau dann regulir ist, wenn
%=¢,# gilt, und dies ist dann und nur dann der Fall, wenn % =e¢ & gilt.
Morphismenklassen der Form e, & erhélt man also, wenn man D-Klassen
reguldarer D-Paare betrachtet. Wir werden zeigen, daBB man auf diese Weise
alle solchen Klassen erhilt.

Fiir regulidre D-Paare (¢, #) haben wir die Gleichung
dl g‘—' =(g=e1 eg:,

und unsere wichtigste Aufgabe wird nun sein, Morphismenklassen 4 zu fin-
den, fur die die entsprechende Gleichung

d,¥=e & (+)
gilt. Das folgende Lemma spielt dabei eine entscheidende Rolle.
Lemma 6. Z sei eine Morphismenklasse mit
(a) & ist pullbackabgeschlossen,

(b) X ist coretraktvererblich, d.h.: gilt ur=1, so liegt mit r auch u in &.
Dann gilt die Gleichung (+).

Beweis. Sei ced; %. Seien d, d' zwei Morphismen, fiir die es ein xe 4 mit
cd=cd und dx=dx
gibt. Wir bilden das Pullback (x', p) von (dx, x)

und faktorisieren (1, d) durch das Pullback. Wir erhalten e mit
ex'=1 und ep=d.

Es ist |- dx=d'x, also kénnen wir auch (1, d') durch das Pullback faktorisie-
ren und erhalten ¢’ mit
ex'=1 und ep=d.

Wegen der Eindeutigkeit der Faktorisierung folgt aus den Gleichungen
(ce)x'=c-1=(ce’)x" und (ce) p=cd=cd =(ce') p die Gleichung

ce=ce'. (++)
Mit x liegt auch x’ in Z'(a), wegen e'x'=1 liegt auch ¢’ in Z(b). Da ced| %,
gibt es zur Gleichung (+ +) eine Diagonale h, insbesondere ist

he'=e.
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Dann ist aber
h=h-1=h(e'x)=(he')x'=ex'=1,
und daher ist

}

e=¢
also auch
d=ep=¢ep=4d.
Damit ist gezeigt, daB c in ¢, Z liegt.
Wir wollen dieses Lemma spiiter auf Klassen der Form e,% anwenden.

Dazu miissen wir wissen, daB e % coretraktvererblich ist. Wir zeigen eine
etwas schirfere Aussage:

Lemma 7. Fiir beliebiges ¥ ist ¢, % anfangsvererblich, d.h.: gilt die Glei-
chung z,z,=z und liegen die beiden Morphismen z, und z in €%, so liegt auch
z,ine .

Beweis. Sei eine Gleichung der Form
yb=az,
mit ye# gegeben. Wir schalten z, dahinter und erhalten

ytbzy)=az,

und da z in d, % liegt, gibt es einen Morphismus d mit
yd=a und dz=bz,.
Nun haben wir aber
y{dz,)=yb und (dz;)z,=bz,.
Da (y, z,) eindeutig diagonalisierbar ist, folgt
le = b,

und 4 ist eine Diagonale der Ausgangsgleichung.
Ist d’ eine zweite Diagonale, also

yd=yd und dz;=dz,,
so schalten wir hinter die zweite Gleichung wiederum z, und erhalten

yd=yd und dz=d'z.

Da (y, z) eindeutig diagonalisierbar ist, folgt d=d". Damit ist gezeigt, daB z,
in e, % liegt.

Wir haben nun alle Hilfsmittel bereitgestellt, um beweisen zu konnen, daB
fiir beliebiges % das Paar (e e, %, e, %) ein reguldres D-Paar ist.

Satz2. ¥ sei eine Kategorie mit Pullbacks und Pushouts. Fiir jede Mor-
phismenklasse ¥ ist e, % die D-Klasse eines reguliren D-Paares.

17*
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Beweis. Wir zeigen als erstes:
(1) e, % ist pullbackvererblich.
Set das folgende Diagramm

ein Pullbackdiagramm, sei fee,%. Da e, % =d, % folgt aus Lemma 2, daB f°
in d, % liegt. Es bleibt daher zu zeigen, daB aus den Gleichungen

yd=yd und df'=df’

fir ein ye® die Gleichung d=4d’ folgt.
Aus den beiden Gleichungen folgt aber

y(dp)=y(d p)
@p) f=df ' p=df'p=(dp)f.

Da (y, f) eindeutig diagonalisierbar ist, gilt dp’=d'p’. Diese Gleichung a_E)?r,
zusammen mit df’=d'f’, impliziert wegen der Eindeutigkeit der Faktorisie-
rung durch ein Pullback die gesuchte Gleichung.

Nach Lemma 7 wissen wir niimlich, daB die Klasse & =e, % coretrakt-

vererblich ist, aus (1) folgt, daB sie pullbackvererblich ist: daher kénnen wir
Lemma 6 anwenden.

und

(3) Durch Dualisieren erhalten wir: fiir beliebiges & gilt die Gleichung
dr61g=ere]£‘.

(4) Unter Verwendung von (2) und der Anwendung von (3) auf die Klasse
2 =e, ¥ erhalten wir

d die,¥=d,ee¥=cee¥U=c%.

Dabei folgt die letzte Gleichung direkt aus der Definition von e, und e,.

Damit ist bewiesen, daB e, % eine D-Klasse ist. Aus (2) folgt nun, daB das
zugehorige D-Paar (d,e, %, e, %) regulir ist.

Korollar 1. e, ¢, % ist die kieinste D-Klasse eines reguliren D-Paares, die &
enthdlt.

Beweis. Ist ndmlich (€, %) regulidres D-Paar mit F = %, so ist
erelggere]g='ﬁi

Andererseits liegt aber 4 in e, ¢4, und e, ¢4 ist D-Klasse eines regulidren
D-Paares, wie aus Satz 2 durch Dualisierung folgt.
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Korollar 2. Fiir beliebiges & ist
dd,T<e.e .
Beweis. d_d, Z ist namlich die kleinste D-Klasse iiberhaupt, die 2 enthilt.

Wir sehen also, daB die Operatoren d, d, und e, e, miteinander vergleichbar

sind.
Lemma 6 gestattet, die reguliren D-Paare durch Vererbungseigenschaften

der D-Klassen oder der Co-D-Klassen zu charakterisieren:

Satz 3, X~ sei eine Kategorie mit Pullbacks und Pushouts. Dann sind fiir das
D-Paar (€, F) die folgenden Eigenschaften dquivalent:

(i) F ist anfangsvererblich (also: fg, geF = feF),

(i) & ist coretraktvererblich (also: reF, ur=1=ue¥#),

(1) (€, F) ist reguliir,

(i1)* € ist retraktvererblich (also: ue¥%, ur=1=re%),

(i)* € ist endvererblich (also: cd, ce€ = de%).

Beweis. Wir zeigen die Aquivalenz von (i), (ii) und (iii). Da (iit) selbstdual
ist, folgen die anderen Aussagen durch Dualisieren.

Die Implikation (i) = (ii) ist trivial.

(if) = (iii): Nach Lemma 2 ist & pullbackvererblich. Also folgt aus Lemma 6
die Gleichung d,.# = ¢, %, das heiBt, daB (¢, #) reguldr ist.

(iii) = (i): Es ist # =¢, 4. Aus Lemma 7 folgt daher die Behauptung.

Die D-Klassen einer Kategorie sind durch die Inklusion in natiirlicher
Weise halbgeordnet. Definieren wir in der Klasse aller D-Paare eine Halb-

ordnung durch
e (€, F)IS(€,.F ) FF,
so bilden die D-Paare einen vollstindigen Verband.
Denn ist {(%,, %)} eine Familie von D-Paaren, so verifiziert man unmittel-
bar die Gleichun
¢ 4(J €)= 7.
also ist mit % auch () % eine D-Klasse und (d,d,(| %), () F) ist das Infi-

mum der Familie {(%;, #)}. . 3
Entsprechend ist () %;.d, d(|) #)) das Supremum dieser Familie.

Eine unmittelbare Folgerung von Satz 3 ist:
Korollar. Die reguliren D-Paare bilden einen vollstindigen Unterverband
im Verband aller D-Paare.

Beweis. Ist die Familie {(¢;, %)} gegeben und sind die Klassen %; a?.nfangs-
vererblich, so ist auch () % anfangsvererblich. Das Inf?mum reguldrer D-
Paare ist daher reguliir. Durch Dualisieren erhélt man die Aussage, daB das

Supremum regulirer D-Paare reguldr ist.
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4. Reflexive Unterkategorien

Wir setzen im folgenden voraus, daB die Kategorie ¥ endliche Limites
und endliche Colimites besitzt. Insbesondere gibt es also in .¥* ein Anfangs-
objekt © und ein Endobjekt .

Wir wollen zeigen, daB die reflexiven Unterkategorien der Kategorie .4’
gewissen reguliren D-Paaren entsprechen. Dabei verstehen wir unter einer
reflexiven Unterkategorie eine volle Unterkategorie %, die mit jedem Objekt
X alle zu X isomorphen Objekte enthilt, und fiir die der Inklusionsfunktor
U: £ - adjungiert zu einem Funktor R: ¥ — & ist.

Bezeichnen wir mit .# die Klasse der Isomorphismen von ., so folgt aus
dem Dualen des Adjunktionssatzes, daB

(R™'.£d,d\(£Y)
ein D-Paar in ¢ ist.

Solche D-Paare haben zwei charakteristische Eigenschaften:

(a) Liegen zwei der drei Morphismen von a=aq, a, in R=1.# so liegt auch
der dritte in R~'.%Z R~'.# ist also anfangs- und endvererblich.

D-Paare (¢, #), deren Co-D-Klasse € anfangs- und endvererblich ist, nen-
nen wir reflexiv.

Aus Satz 3 folgt, daB reflexive D-Paare regulir sind.

(b) Zu jedem Objekt X gibt es einen Morphismus x: X — X®U in Rfl.f,
nidmlich die durch die Adjunktion gegebene kanonische Abbildung. Es 1st
klar, daB der Morphismus X*®' — © zu d,d,(#") gehort.

Ist nun (¥, #) ein beliebiges D-Paar, so nennen wir die Objekte F., fiir die
F— Q& in # liegt, #-Objekte und bezeichnen die Klasse der F-Objekte mit
Fo. Wir sagen, daB es geniigend #-Objekte gibt, wenn es zu jedem Objekt X
aus " einen Morphismus x: X » X' in € gibt, wobei X’ #-Objekt ist.

Wir haben jeder reflexiven Unterkategorie ein reflexives D-Paar mit ge-
niigend & -Objekten zugeordnet. Umgekehrt gilt:

Lemma 8. (¥, %) sei ein regulires D-Paar. Dann liegt die volle Unterkate-
gorie {(Fy) der F-Objekte ganz in F. Gibt es geniigend F-Objekte, so ist {(Fy)
eine reflexive Unterkategorie.

Beweis. E und F seien zwei Z-Objekte, a: E > F ein beliebiger Morphis-
mus. Bezeichnen wir mit e und f die Morphismen e: E—» O, f: F— Q, so ist
af=e. Da nach Voraussetzung e und f zu & gehdren und F nach Satz3
anfangsvererblich ist, liegt auch a in % Gibt es geniigend #-Objekte, so gibt
es zu jedem Objekt X einen Morphismus x: X — X’ in %, wobei X' #-Objekt
ist. Wir zeigen, daB sich jeder Morphismus a: X — Y, dessen Ziel ein #-Objekt
ist, eindeutig durch x faktorisieren l48t. Zum Diagramm

X —° ,Y

.

X —0s
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existiert eine Diagonale, da xe% und Y ein #-Objekt ist. Also l4Bt sich a
durch x faktorisieren. Sind d und d’' zwei Morphismen mit

xd=a=xd',

so sind d und d’ zwei Diagonalen des Diagramms (+) und wegen der Regu-
laritéit von (%, #) folgt d=d'. Es ist klar, da3 #, mit einem Objekt alle dazu
isomorphen Objekte enthilt. Also ist (%> reflexive Unterkategorie.

Zu einer reflexiven Unterkategorie ¥ wird es im allgemeinen mehrere
reguldre D-Paare mit geniigend #-Objekten geben, fiir die ¥ = (%) gilt. Ist
zum Beispiel ¥ eine abelsche Kategorie, & die Klasse der Epimorphismen,
M die der Monomorphismen und .# die Klasse der Isomorphismen, so sind
(4, #) und (&, #) beides regulire D-Paare mit geniigend #-Objekten, und
fiir beide D-Paare ist (%, die volle Unterkategorie der Nullobjekte. Der
nichste Satz zeigt jedoch, daB es zu einer reflexiven Unterkategorie nur ein
reflexives D-Paar mit diesen Eigenschaften geben kann.

Satz 4. Die Kategorie A~ besitze endliche Limites und endliche Colimites.
Es entsprechen sich die reflexiven Unterkategorien & von A" und die reflexiven
D-Paare (6, %) mit geniigend F-Objekte bijektiv, wenn man der reflexiven
Unterkategorie & das D-Paar (d, %, d, d, ¥) und dem reflexiven D-Paar (6, F)
die volle Unterkategorie der F-Objekte zuordnet.

Beweis. (a) Ist & reflexive Unterkategorie, R: ¥ — & coadjungiert zur
Inklusion U: & — #; so haben wir gesehen, daB (R™'.%,d, d, £) ein reflexives
D-Paar mit geniigend #-Objekten ist. Zur D-Klasse d, d, & gehort aber die
Co-D-Klasse d, %, also ist d, & gerade die Klasse R™'.%,

(b) Da reflexive D-Paare reguliir sind, folgt aus Lemma 8, daB fiir refle-
xive D-Paare (¥, #) mit geniigend #-Objekten die Unterkategorie (%, eine
reflexive Unterkategorie ist.

Es bleibt zu zeigen, daB diese Zuordnungen zueinander invers sind.

(c) Ist (¢, Z) reflexiv mit geniigend #-Objekten, so ist
di{Fo>=%¢.

Aus Lemma 8 folgt € =d,{%,). Sei umgekehrt c: X — Y ein Morphismus
in d,(F).
Zu X und Y gibt es Morphismen

x: X—>X und y: Y-V

in ¢, wobei X' und Y’ #-Objekte sind. Zum Diagramm

X cy Y!

{

X —0
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gibt es wegen xe¥, Y'e4#, eine Diagonale d mit
xd=cy. (++)

In (b) wurde gezeigt, dall (%) reflexive Unterkategorie ist, also folgt aus
(@), daB (d,{F),d,d,{(F,>) ein reflexives D-Paar ist, insbesondere also, dal3
die Klasse d,{%,) endvererblich ist. x und y liegen in ¥ =d,{%,), c liegt nach
Voraussetzung in d,{%,), also liegt mit x und cy auch d in d,{%,), denn es
gilt ja die Gleichung (+ +). Andererseits ist aber 4 ein Morphismus in (%),
nach Lemma 1 muB 4 daher ein Isomorphismus sein.

Als Isomorphismus liegt d in ¢, x und y liegen ebenfalls in 4. Da €
anfangsvererblich ist, liegt mit xd und y wegen der Gleichung (++) auch ¢
in €.

(¢) Gehen wir von einem reflexiven D-Paar mit geniigend #-Objekten
aus, so ordnen wir ihm die reflexive Unterkategorie {(%,) zu und dieser dann
das D-Paar (d,{(%),d,d;{%>). Aus (c) folgt, daB dies gerade wieder das
D-Paar (¢, %) ist.

(d) Ist .Z reflexive Unterkategorie, so liegen alle Objekte aus (d,d, £)o
in &Z.

Sei X Objekt in (d, d, #),. Da & reflexive Unterkategorie ist, gibt es einen
Morphismus x: X — X' in d, %, wobei X’ zu ¥ gehort. Zum Diagramm

X —1,X

|

X —O

gibt es wegen xed, &, Xe(d,d, &), eine Diagonale d. d liegt in {(d,d; £)o)
also wegen der Regularitit von (d,.Z, d,d, &) auch in d,d, ¥ (Lemma 8).

x und 1 liegen in d, .#. Da d, & endvererblich ist, liegt wegen xd =1 auch
dind, &.

Nach Lemma 1 folgt wieder, daB d ein Isomorphismus ist, also gehort
mit X' auch X zu £.

(d) Der reflexiven Unterkategorie & von ¥ wird das D-Paar (d, &, d,d; Z)
und diesem die Unterkategorie ((d, d, #),> zugeordnet.

Einerseits liegen alle Objekte aus & in (d, d, #),, also ist
Z <{(d.d, #)y>,

andererseits haben wir in (d) gezeigt, daB die Objekte aus (d,d, &), zu &
gehoren, und da & volle Unterkategorie ist, gilt auch

(d,d, £)o>= 2.

Damit ist der Satz bewiesen.
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Ein Verfahren zur Konstruktion reflexiver D-Paare liefert das folgende
Lemma:

Lemma 9. Sei ¥ eine volle Unterkategorie von X, und ¥ enthalte das End-
objekt ©. Dann ist e, ¥" die Co-D-Klasse eines reflexiven D-Paares.

Beweis. Wegen Lemma 7 geniigt es zu zeigen, daB e, ¥~ anfangsvererblich
ist. Sei also z=z,z, und z, z;€¢,¥. Wir betrachten die Gleichung

z,b=av
mitv: VoW in v,

Nach Voraussetzung liegt mit W auch der Morphismus W— @ in ¥/ also
gibt es zum Diagramm

et LW

oL

——0

eine Diagonale s, fiir die also
z,8=b

gilt. Es ist z,z,€d, 7] ve¥ also gibt es zur Gleichung
(z,2,)s=z,b=av
eine Diagonale t, und diese erfiillt die Gleichungen
zyz;t=a und tv=s.

Setzen wir also d =z, t, so ist dies eine Diagonale unserer Ausgangsgleichung.
Daher liegt z, in 4,7
Ist d' eine zweite Diagonale der Ausgangsgleichung, so ist

z,s=b=d'v,

und wegen z,ed, ¥, ve¥” gibt es ¢’ mit

z,t=d" und tv=s.

Wir haben also
(2122) t=a=zl d'=(21 22) t’

und

Nun liegt z, z, in ¢ ¥; also ist (v, z;23) eindeutig diagonalisierbar und es gilt
t=t". Dann ist aber auch
d=z,t=z,t'=d,

und damit ist (v, z,) eindeutig diagonalisierbar.
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