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Diagonalisierungspaare. 11

CrLaus MICHAEL RINGEL

Diese Arbeit schlieBt unmittelbar an [8] an, die Abschnitte und Sitze sind
daher fortlaufend numeriert.

Ist & eine Kategorie mit Nullobjekt, so sei 12 der Linksannulator der
Objektklasse 2 (also die Klasse aller Objekte P, fiir die jeder Morphismus
P—Q mit Qe 2 trivial ist), entsprechend sei r# der Rechtsannulator der .Ob-
jektklasse 2. Lambek [6] hat Eigenschaften der Paare (#, 2) von Objekt-
klassen in Modulkategorien angegeben, die die Gleichungen

P=12 und r2?=32

erfiillen. Wir zeigen, daB es genau ein D-Paar (€, #) gibt, fiir das 2 die Klasse
der ¥-Objekte, und 2 die der #-Objekte ist. Dieses D-Paar ist reflexiv und
coreflexiv und jeder Morphismus g der Kategorie besitzt eine (bis auf Isomor-
phie eindeutige) Zerlegung g=cf mit ce% und fe#. Umgekehrt haben alle
D-Paare, die gleichzeitig reflexiv und coreflexiv sind, diese Gestalt.

Ist (¢, #) ein reflexives D-Paar mit geniigend & -Objekten in einer Kate-
gorie mit endlichen Limites, endlichen Colimites und einem Nullobjekt, so
kann man sich auf die volle Unterkategorie & der Objekte in r(%,) beschranken:
(€N FnZ)ist wieder ein reflexives D-Paar (nun in .#), durch das (6, )
in kanonischer Weise bestimmt ist. Dieses D-Paar (¢ N %, # %) hat aber
zusidtzlich die Eigenschaft, daB es keine (nicht trivialen) # n Z-Objekte gibt.
In additiven Kategorien folgt daraus, daB € n . nur wesentliche Epimorphis-
men von .# enthalt.

Wir beschiftigen uns daher in Abschnitt 8 mit D-Paaren (¢, #), bei denen
€ nur Epimorphismen enthilt, Existieren auBerdem noch fiir alle Morphismen g
Zerlegungen g=cf mit ce¥ und fe #, so ist (¢, F) gerade eine Rechtsbikate-
gorie im Sinne von Kennison [5]. Die Existenz von Zerlegungen braucht in
gewissen Kategorien nicht vorausgesetzt zu werden, denn Kennison hat ge-
zeigt, daB in lokal kleinen Kategorien mit beliebigen Colimites jedes solche
D-Paar Zerlegungen besitzt. Wir folgern daraus dann ein Kriterium, wann ein
D-Paar gentigend ¢-Objekte oder geniigend #-Objekte besitzt. Insbesondere
zeigen wir, daB in solchen Kategorien alle reflexiven D-Paare geniigend
€-Objekte besitzen.

Im letzten Abschnitt wird mit den hier entwickelten Methoden die Frage
nach fler Existenz reflexiver Unterkategorien in Modulkategorien untersucht.
Dab;x ergibt sich, daB jede Objektklasse ¥, fiir die 1% subobjektvererblich ist,
n einer kleinsten reflexiven Unterkategorie liegt. Insbesondere liegt jede
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Klasse injektiver Objekte in einer kleinsten reflexiven Unterkategorie und man
erhalt auf diese Weise die Lokalisierungen im Sinne von Gabriel [2] (siehe
auch [6]). Die reflexiven Unterkategorien %, fiir die P =1|Z| eine fest vorge-
gebene subobjektvererbliche Objektklasse ist, und die alle injektiven Objekte
aus r-# enthalten, bilden einen vollstindigen Verband mit Eins (nimlich die
volle Unterkategorie der Objekte in r#) und Null (die Lokalisierung X" /#).

5. Annulatorpaare

Wir setzen voraus, daB ¥ eine Kategorie mit endlichen Limites, endlichen
Colimites und einem Nullobjekt ist .

Ist 2 eine Klasse von Objekten der Kategorie ¥, so bezeichnen wir mit
r# den Rechtsannullator von .# r.#2 ist die Klasse derjenigen Objekte X, fiir
die fiir jedes Pe.? die Menge .#(P. X) nur ein Element, nimlich die Null-
abbildung, enthilt. Entsprechend ist 12 der Linksannullator von % (hier ist
X (X, P)=0 fur alle Pe.#).

Wir haben fiir ein festes D-Paar (¢, %) das Objekt X ein & -Objekt genannt,
wenn der Morphismus X — O zu # gehort. Entsprechend heifit X #-Objekt,
wenn O-» X zu € gehort. € sei die Klasse der $-Objekte, %, die der #-Ob-
jekte.

Lemma 10. (¢, #) sei ein D-Paar.

(a) H.%) ist die Klasse der Objekte X mit X >0 in €.
(b) Ist (€, F) reguliir, so ist €, <1(F,).

(€) Ist (€, F) reflexiv, so ist €, =1(F).

Beweis. (a) Um zu zeigen, daB X — O zu € gehort, geniigt nach Lemma 3
der Nachweis, daB sich alle Diagramme der Form

X—*>F

(+) .

0-1-0

mit Fe%, diagonalisieren lassen. Liegt X in 1(%), so muB a=0 gelten, also
gibt es in (+) wirklich eine Diagonale.

Ist umgekehrt X — 0 in € und a: X — F mit Fe %, beliebig, so gibt es im
Diagramm (+ ) eine Diagonale, das heif3t aber, daB sich a durch O faktorisieren
1aft, also a=0.

(b) Ist (¢, #) regulr, so ist nach Satz 3 die Klasse € endvererblich. Liegt X
in %,, so gehort mit O— X und O —O auch der Morphismus X -0 zu ¥.
Aus (a) folgt daher die Behauptung.

(¢) Da reflexive D-Paare regulir sind, gilt €, S1(%). Ist X €l(%,), so gehort
X — 0 zu % (a). Da nach Definition € anfangsvererblich ist, liegt mit X -0
und O —0 auch 0 — X in & X ist also %-Objekt.

' Ein Objekt O ist Nullobjekt, wenn O gleichzeitig Anfangs- und Endobjekt ist.

b et R LT R
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Wir betrachten nun regulire D-Paare (¢, #), fiir die die beiden Gleichungen
%=r(‘€0) und (6():](%)

gelten, Solche D-Paare nennen wir Annullatorpaare.

Nicht jedes reflexive D-Paar ist ein Annullatorpaar. Zwar haben wir in
Lemma 10 gesehen, daB reflexive D-Paare immer die Gleichung %, =1(.#,)
erfiillen, die Klasse r(%,) kann aber echt groBer als #, sein: In der Kategorie
der vollstindig reguldren Rdume mit Basispunkt ist die volle Unterkategorie
der kompakten Riume eine reflexive Unterkategorie. Fiir das zugehorige
D-Paar (€, F) ist %, gerade die Klasse der kompakten Rdume. Da sich jeder
vollstindig regulire Raum in einen kompakten Raum einbetten ldBt, besteht
%, nur aus Nullobjekten, und daher ist r(%,) die Klasse aller Objekte der
Kategorie.

Der folgende Satz charakterisiert die Annullatorpaare einer Kategorie und
gibt ein Konstruktionsverfahren fiir Annullatorpaare (%, .#), die fur eine vor-
gegebene Objektklasse # die Gleichung %, =r2 erfiillen. Insbesondere wird
gezeigt, dal es stets solche Annullatorpaare gibt, die gleichzeitig reflexiv sind.

Satz 5. Die Kategorie A~ besitze endliche Limites und endliche Colimites,
auferdem ein Nullobjekt. 2 sei eine Klasse von Objekten. Dann gilt :

(a) Ist (€, #) ein Annullatorpaar mit P <€, und 1P < Fy, so gilt
(+) rP=%, und rP=2%,.

(b} Es gibt ein reflexives Annullatorpaar (€', F')mit (+ )und ein coreflexives
Annullatorpaar (€', F"') mit (+).

(C) Ein reguliires D-Paar (€, #) ist genau dann ein Annullatorpaar mit {(+),
wenn im Verband der D-Paare die Beziehung

I (€, F V=€, F)S(€", F")
gilt.

Beweis. Die Aussage (a) ergibt sich unmittelbar aus den Eigenschaften der
Operatoren | und r.

Um (b) zu beweisen, setzen wir

(%’s '97’):(61<r‘@>’ S el<r'@>)’
(6", F")=(e,e,{Ir P>, e {Ir 2)).

Nach Satz 2 sind dies regulidre D-Paare, nach Lemma 9 ist
entsprechend ist (¢, #”) coreflexiv. Wir zeigen als erstes:

(1)

(€', F') reflexiv,

aPy<e (kP

an X S u S . g~
g ( . /’) ‘t C Cﬂ X1 .
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Sei ndmlich f: Q — Q" aus {r#), ¢: P— P’ aus {Ir?), und das folgende Dia-
gramm kommutativ:

P20
b
P — Q.

Da @ Objekt in r#, P Objekt in Ir# ist, folgt a=0. Entsprechend ist auch
h=0, also ist d=0 eine Diagonale des Diagramms. Fiir jede Diagonale muf}
aber die Gleichung d =0 gelten, denn P'elr#, Qer#. Daher ist (¢, f) eindeutig
diagonalisierbar.

(2) (%", .#")ist Annullatorpaar mit (+).
Aus (1) folgt die Inklusion r 2 < #;’, und daraus folgt
(A st P (e e lr P)), =%,
dies st aber die gesuchte Ungleichung, denn die umgekehrte Inklusion folgt

schon aus Lemma 10¢b). Es ist klar, daB 2 in Ir#, also auch in %, und r#
wegen (1) 1n & liegt. Aus (a) folgt daher (+).

(3) Durch Dualisieren erhilt man die Aussage, daB (¢”, #') ein Annullator-
paar ist, das ( + ) erfiillt.
(c) Sei nun (%, #) ein D-Paar mit

(€. F)VS(6, F)Z (€. F").
Dann ist
rP=F<%<HF =r2,

IrP=6 <6, <€, =1r 2,

und daraus erhalten wir sofort die Gleichungen
rP=%6,=1% und rP=F=r%,.

Ist umgekehrt (¢, #) ein Annullatorpaar mit (+), so folgt aus der Regularitiit
wegen Lemma 8 e P> = (€,5C G,
also

F=eC<elrP>=5".
Dabei haben wir wieder verwendet, daB (¥, #) regulir ist. Damit gilt also

(€, F)S(€", F").

Entsprechend zeigt man die zweite Relation. Damit ist der Satz bewiesen.
Dieser Satz gestattet es nun, Beispiele von Annullatorpaaren anzugeben:
In der Kategorie der topologischen Ridume mit Basispunkt bezeichnen wir

mit 2 die Klasse der zusammenhingenden Ridume. Dann ist (e, e, (), e,{#))

ein Annullatorpaar und e, (#) enthilt die volle Unterkategorie der diskreten
Rédume.
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In der Kategorie der abelschen Gruppen gilt fur die Klasse 2 der Torsions-
gruppen und die Klasse 2 der torsionsfreien Gruppen

P=12, 2=r2?.

Es gibt daher ein Annullatorpaar (4, .7 ), so daB % die volle Unterkategorie der
Torsionsgruppen, & die volle Unterkategorie der torsionsfreien Gruppen
enthilt. Im nichsten Abschnitt werden wir sehen, dal (¢, #) dadurch eindeutig
bestimmt ist.

Weitere Beispiele erhilt man, wenn man in der Kategorie der (nicht not-
wendig abelschen) Gruppen die Klasse 2 der Gruppen, die gleich ihrer Kom-
mutatorgruppe sind, betrachtet (hier ist 2 =Ir #), oder wenn man verschiedene
Radikalbegriffe der Ringtheorie untersucht.

6. Abelsche Kategorien

Um zu entscheiden, ob ein vorgegebenes D-Paar regular ist, geniigt in
abelschen Kategorien die Kenntnis der €-Objekte und der #-Objekte. Es gilt
namlich:

Satz 6. A~ sei eine abelsche Kategorie. Das D-Paar (€, F) ist genau dann
regulir, wenn €, (%) gilt.

Beweis. DaB aus der Regularitit die Inklusion 4, <1(#,) folgt, haben wir
in Lemma 10 notiert. Sei nun umgekehrt €, <1(#,).

Wir zeigen, dafl die Bedingung (i1)* von Satz 3 erfiillt ist. Ist u: A — X eine
Coretraktion, also ur=1 fiir ein r, und ist B der Cokern von u, so gibt es einen
Isomorphismus ¢, so daB} das folgende Diagramm kommutativ ist:

A—"— X 54

[ bl

dabei se‘i_ i, die kanon_ische Inklusion, p, die kanonische Projektion.
Gehort u zu €, so liegt der Cokern B von u in &,, es ist aber

Gl F)={X|X >0 in €}

nach Lemma 10. Daher wissen wir, daB der Morphismus B-» 0 zu % gehort.

Der Morphismus p, ist isomorph zu 1, @ (B— 0 :
) , nach Lem 3
auch p, und damit auch r zu . ! ) emma 2 gehdrt

Korollar. Sei ) abeisch. Gibt es geniigend €-0Obi .
jekte®, so ist (¢, #) genugend €-Objekte oder gensigend F-0b-

genau dann reguliir, wenn Con Fo=0 gilt.

Beweis. Wir zeigen, daB aus %o N F,= 0 die Inklusion o S 1(F) folgt.
* Wir sagten, daB es genii j i
W ten, geniigend # -Objekte gibt, wenn es zu jed j i i
X'in € gibt. wobei X’ ein #-Objekt ist. Entsprechend gibtJ centigent .o Horphisimus

; : . ” . s genligend €-0Obj
jedem X einen Morphismus X’ — X in # gibt, derart, da} X’ eing(ﬁ-Of)j:kt ilebJekte‘Wen" es zu

X -
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Sei nun X Objekt aus 4,. Gibt es geniigend ¢-Objekte, so existiert ein
Morphismus X — X' in ¥, wobei X’ ein #-Objektist. DaO— X und X - X’
zu 6 gehoren, 1st X" auch %-Objekt, und liegt daher in €, ~ %, =0. Damit ist
gezeigt, dal3 der Morphismus X — 0 zu € gehort. Nach Lemma 10 besagt dies
gerade X el(#).

Aus Satz 6 folgt tnsbesondere, daB man in abelschen Kategorien bei der
Definition von Annullatorpaaren auf die Forderung der Regularitit verzichten
kann. Schon aus einer der beiden Gleichungen %, =r(%,) und %, =1(%,) folgt,
daB (¢, #) regulir ist.

Wir brauchen das folgende Lemma:

Lemma 11. Sei (€, #) ein Annullatorpaar. Ist die Sequenz

O— X" Y-*>Z—0

exukt und ist X ein €-Objekt, so ist Z genau dann ein F-Objekt, wenn m zu F
gehort.

Beweis. Set me # Wir zeigen, dall Z in r(%,) liegt. Sei also z: C —>Z mit
Ce%, beliebig. Wir bilden die induzierte exakte Sequenz

00— X ">P45C—0
ol
O— X—Y———Z—0.
Mit X und C liegt auch P in [(F))=%,, also gibt es zum Diagramm
00— X
L
P—Y
eine Diagonale d mit dm=2'". Es ist
ez=7e=dme=0,

und da e (also auch ¢') ein Epimorphismus ist, folgt z=0.

Ist umgekehrt Z ein #-Objekt, so folgt aus der Regularitit von (%, ¥), dal}
0 —Z zu F gehort. Der Morphismus m ist aber Pullback von O — Z und ge-
hért daher ebenfalls zu #. Als Folgerung erhalten wir:

Korollar. (¢, #) sei ein Annullatorpaar. Dann sind die folgenden Aussagen ;
dquivalent : '

(1) Es gibt geniigend €-Objekte.
(i) Zu jedem Objekt X gibt es eine exakte Sequenz

O— C*" X~ F—0 E

mit Ce%, und Fe %,.
(1)* Es gibt geniigend % -Objekte.
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Zusatz: Gilt die Aussage (ii), so ist me #, c€6.

Beweis. (i) ist selbstdual, also brauchen wir nur die }iquivalcnz von (1) und
(i1) nachzuweisen. ‘ ‘ L

Ist (i) erfiillt, so gibt es zu X einen Morphismus m: € »X n .# mit
Ce%,. Um zu zeigen, daB m ein Monomorphismus ist, bilden wir

m=pgq.

p: C—D ein Epimorphismus, ¢: D — X ein Monomorphismus. Nach dem
Korollar zu Lemma 2 liegt mit pq auch p in #. D ist Quotientenobjekt von
Cel(#,), gehort daher selbst zu 1(#,)=%,. Nach Lemma 8 liegt p In (6,><%.
Aus Lemma 1 folgt nun, daB p ein Isomorphismus ist, also ist m ein Mono-
morphismus. Ist e der Cokern von m. so besagt das Lemma 11, daB Fe . #, gilt.

Beweis des Zusatzes. Aus Lemma 11 folgt, daB m zu # gehort, aus dem

Dualen von Lemma 11, daB e zu € gehort. Damit ist aber auch gezeigt, dal (i1)
die Aussage (i) impliziert.

Ist (¢, #) ein D-Paar, so sagen wir, daB der Morphismus g eine Zerlegung
besitzt, falls es Morphismen ce% und fe.# gibt mit

g=cf.

DaB es geniigend #-Objekte gibt, besagt gerade, daB die Morphismen der
Form X — O zerlegt werden kdnnen. Gibt es zu allen Morphismen der Kate-
gorie Zerlegungen, so sprechen wir von einem D-Paar mit Zerlegungen.

Das folgende Lemma gilt in beliebigen Kategorien. Es besagt, daf} ein

D-Paar mit Zerlegungen schon durch die Morphismen, die in Zerlegungen
auftreten, eindeutig bestimmt ist.

Lemma 12.(¢, #)und (¢', #') seien D-Paare. Gibt es zu jedem Morphismus g
zwei Morphismen ce € N €' und fe F N F' mit g=c, so ist (€, F)=(€, F').
Beweis. Wir zeigen F < %'

Sei xe.#. Nach Voraussetzung gibt es zu x Morphismen ce€ ¥’ und
feF nF mit x=cf. Zur Gleichung

cf=1-x

gibt es wegen ce %, xe # eine Diagonale r, also
cr=1 und rx={.

r ist Retraktion, also liegt nach dem Korollar zu Lemma 2 mit rx auch x
in F'.

Entsprechend gilt #' < %

In abglschen Kategorien lassen sich die Ergebnisse von Satz 5 verschirfen:
Haben wir dort gesehen, daBl Annullatorpaare (€, #) mit vorgegebenem ?.
im Verb:_md der D-Paare zwischen einem reflexiven und einem coreﬂexi\;eg
D-Paar liegen, so zeigt sich, daB hier diese beiden D-Paare zusammenfallen,

falls es zu einem der beiden geniigend # -Objekte gibt :
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Satz7. X sei eine abelsche Kategorie. # und 2 seien Objektklassen mit
P=12 =12, und zu jedem Objekt X gebe es eine exakte Folge

O«—-~—»P~—+X——)Q-—’O
mit Pe % und Qe 2.
Dann gibt es genau ein D-Paar (6. F) mit 6, =P und %, = 9. Dieses D-Paar
ist ein reflexives und coreflexives Annullatorpaar mit Zerlegungen.

Beweis. Wir werden zeigen, daB sich jeder Morphismus g der Kategorie
zerlegen laf3t in g =cf, wobei ¢ Pushout eines Morphismus aus (2>, f Pullback
eines Morphismus aus (2) ist.

Ist nun (¥, #) ein D-Paar mit €,=% und %, =9, so folgt aus Satz 6, daB
(€, #) regular ist. Wegen Lemma 8 ist (2>< #, wegen dem Dualen von
Lemma 8 i1st (#) < 6. Fiir jede solche Zerlegung g = ¢ fliegt daher ¢ in ¥ und f
in # Aus Lemma 12 folgt dann die Eindeutigkeit von (¢, #).

g: X — Y set also ein Morphismus der Kategorie. Wir konstruieren als
erstes ein kommutatives Diagramm

0O— Xp—=>X—5X,—0

{(+) lp 12 14
mit Xp, Ypin # und X,, Y, in 2.

Nach Voraussetzung existieren namlich die Morphismen x, s, y, t. Ist nun
(¢, #) ein beliebiges Annullatorpaar mit $,=% und %,=2 (ein solches

existiert nach Satz $), so gehoren die Morphismen x und y zu &, die Morphis-
men s und 7 zu € (Korollar zu Lemma 11). Im Diagramm

O'_““" Yp

L)

Xp'_‘x“é“) Y

existiert wegen X,e 2 =%, und ye # eine Diagonale, die wir mit p bezeichnen.
Dualisierung liefert den Morphismus gq.
Mit Hilfe des Pushouts von p und x bilden wir die von p induzierte exakte

Sequenz

0 » Xp—7> X —> X, » 0

bob

(4] » Yp—— A s”XQH—“)O’

X

entsprechend liefert das Pullback von ¢t und g die von g induzierte exakte
Sequenz . ,
0O— Y,*>B—'5X,—0

bl

0 » Yp—5-2Y— Y » 0.

y

2 Math. Z,Bd. 122
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Aus der Gleichung p-y=x-g folgt, daB das Paar ( y.'g) durch fias Pushout
von p und x faktorisierbar 1st: es gibt also einen Morphismus z mit

x'z=y und pz=g.
Die Gleichungen
plzty=gt=sq=p'(s'q),
x'(zt)=yt=0=x'(s'¢)

implizieren wegen der Eindeutigkeit der Faktorisierung durch ein Pushout die

Gleichung 2t=5g.

Daher konnen wir das Paar (z, s') durch das Pullback vont und g faktorisieren:
wir erhalten i mit

ig=z und it'=s.
Aus den Gleichungen
(x'i)g=xz=y=yq,
(Xif'=x's=0=yr
folgt wegen der Eindeutigkeit der Faktorisierung durch das Pullback die

Gleichung Xi=y

Danmit ist gezeigt, daB das folgende Diagramm kommutativ ist

0O— YP—’-‘——-)A—S——}XQ-—-—«)O

!

0—- Yp”—;r‘)B——!'r—*XQ“_‘_*Oa

und da die Reihen exakt sind, ist i ein Isomorphismus. Fiir g erhalten wir die
folgende Gleichung:

g_:pfz:pfiql’

dabei ist p’ (und weil i ein Isomorphismus ist, auch p’i) Pushout von pe{(%>,
q Pullback von ge{2>.

Setzen wir also c=p'i, f=¢, so haben wir eine gewiinschte Zerlegung
von g.

. Damit ist ggzeigt, dal} es genau ein D-Paar (%, #) mit €,=2 und F,=2
gibt, und daB} dieses D-Paar ein D-Paar mit Zerlegungen ist. Aus Satz § folgt,
daB (¢, #) gleichzeitig reflexiv und coreflexiv ist.

Wir konnen damit die Annullatorpaare mit geniigend #-Objekten folgen-
dermaBen charakterisieren:

Satz 8. A" sei eine abelsche Kategorie. Ein D-Paar (€, F) mit geniigend

‘g-Objekt.en oder geniigend F -Objekten ist genau dann ein Annullatorpaar, wenn
es reflexiv und coreflexiv ist. ,

Beweis. Ist (¢, #) reflexiv und coreflexiv, so fol
_ \ . , gt aus Lemma 10 (und
seinem Dualen), daB (¢, #) ein Annullatorpaar ist. (
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Ist (€, #) ein Annullatorpaar mit geniigend €-Objekten oder geniigend
F-Objekten, so ist wegen des Korollars zu Lemma 11 die Voraussetzung von
Satz 7 erfuilit. Also ist (€, #) reflexiv und coreflexiv.

In Abschmitt 8 werden wir sehen, daB in lokal kleinen K ategorien mit Durch-
schnitten (z.B. also in Modulkategorien) jedes Annullatorpaar geniigend
%-Objekte besitzt. In diesen Kategorien brauchen wir daher die Existenz von
¢-Objekten nicht vorauszusetzen.

7. Reduktion der Klassifizierung reflexiver D-Paare

Wir setzen wieder voraus, daBl die Kategorie X endliche Limites und end-
liche Colimites besitzt und daB ein Nullobjekt existiert.

In [1] und [5] ist bewiesen worden, daBl sich in bestimmten Kategorien
jede Reflexion als Komposition zweier Epireflexionen darstellen 148t, daBl es
also zu jeder reflexiven Unterkategorie % von X eine Unterkategorie & von
X mit ¥ <7 gibt, derart, dall & epireflexiv in 2 und & epireflexiv in X~ liegt.

Wir werden sehen, dal3 man in abelschen Kategorien fiir 2 die volle Unter-
kategorie der Objekte aus rl|.#| nehmen kann.

Wir untersuchen als erstes, wie sich reflexive D-Paare auf reflexive Unter-
kategorien vererben.

Lemma 13, ¥ sei reflexive Unterkategorie von X. Ist (€, F) ein reflexives
D-Paar mit geniigend F-Objekten und gilt F,<|.L|, so ist (NYL F L) ein
reflexives D-Paar in .

Beweis. Trivialerweise gilt
EnZFcdi(F NP,

dabei soll der Index .# andeuten, daB sich der Operator di auf die Kategorie %

bezieht. Nach Satz 4 gilt
€ =di {Fo).

also haben wir wegen (%, > ¥
dN(F nL)di (Fp)=FnZ.
Wenden wir den Adjunktionssatz auf die Klasse € an, so erhalten wir
d2@N)=U""1d¥6=U"'F=Fn L,

dabei sei U: & — A der Inklusionsfunktor und U zu R adjungiert. Wir zeigen
noch, daB3 die Morphismen aus $®" wieder zu & gehoren. Ist c: C— D gegeben,
so ist fiir die kanonischen Morphismen fi.: C— CRY, 8,: D — DRV die Gleichung

¢ Bp=Pc i

erfiillt. Nun ist ., fped, £ =d,{F>=%. Ist c aus €, so liegt mit ¢, f, und f¢
auch der Morphismus c®V in €. Dies liefert die Inklusion

(@ L)cdf @) =F n &,

2*
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Mit € ist auch € N & anfangs- und endvererblich, also ist (¢ N £ Fn¥ren
reflexives D-Paar.

Wir wollen Lemma 13 in additiven Kategorien auf die Umerkaie'gor.ie
Z=(r1#,> anwenden, Ist & reflexive Unterkategorie, so erhalten wir en
D-Paar (¢ N &, F n &), das keine nicht-trivialen € n £ -Objekte besitzt. Denn

nach Lemma 10 ist %, =1(%,), daher liegen die $-Objekte, die zu ¥ gehoren,
in [(F) N rl(F)=0.

Lemma 14. X sei additiv. Ist (€, F) ein D-Paar, so ist dquivalent :
(1) 4=0,
(1) € enthdlt nur Epimorphismen.

Ist (%, %) reflexiv, so ist (in beliebigen Kategorien) zur Bedingung (i1)
dquivalent:

(iil) € enthdilt nur wesentliche Epimorphismen.

Beweis. (i) = (ii). Sei ce €, ¢ x =0. Dann 1aBt sich x durch den Cokern von ¢

faktorisieren. Ist ce €, so ist der Cokern von ¢ ein §-Objekt, also ein Nullobjekt.
Damit haben wir x=0.

(11)=>(i). Ist X ein ¥-Objekt, so gehort 0 — X zu €. Ist dies ein Epimorphis-
mus, so folgt X =0.

Sei nun (¥, #) reflexiv. Wir brauchen nur zu zeigen:

(ii) = (iii). Sei e ein Epimorphismus in %, e=¢’ r, wobei ¢’ ein Epimorphismus
ist und ur=1 gilt fiir einen Morphismus u. Wir miissen nachweisen, daB r ein
Isomorphismus ist.

Da ¢’ epimorph ist, folgt aus dem Dualen des Korollar zu Lemma 2, da} r
zu ¢ gehort. Wegen der Reflexivitiit liegt mit r auch u in €. Ist nun u ein Epi-

morphismus, so folgt aus der Gleichung ur=1 die Gleichung ru=1, und r ist
ein Isomorphismus.

Wir geben noch ein zweites Kriterium dafiir an, daB die Co-D-K lasse eines

reflexiven (oder allgemeiner: eines regulidren) D-Paares nur Epimorphismen
enthalt,

Lemma 15. Ist (¢, ) reguliires D-Paar und enthiilt € nur M onomorphismen,
so ist jeder Morphismus in € ein Bimorphismus.

1 Beweis. Sei ce € und es gelte ¢ x =c y. Bilden wir das Pushout von ¢ und ¢ X,
also

C
o X,

:;tkdnnen wir das Paar (x, 1) durch das Pushout faktorisieren und erhalten r
i

gr=x und c'r=1.
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Entsprechend faktorisieren wir (v. 1) durch das Pushout und erhalten s mit
gs=y und c's=1,

Mit ¢ liegt auch ¢’ in 6. Aus der Regularitit folgt, daB r zu ¢ gehért, denn wir
haben die Gleichung ¢’ r=1. Ist aber r ein Monomorphismus, so ist r ¢'= 1 und
deswegen haben wir

x=qr=qr(c's)=q{rc’)s=q-1-s=y.

Damit ist gezeigt, daB ¢ ein Epimorphismus ist.

Lemma 15 entspricht der bekannten Tatsache, daB Monoreflexionen Epi-
reflexionen sind. Ist % eine monoreflexive Unterkategorie von J, so sieht man
unmittelbar, daB die Co-D-Klasse des D-Paares (d, ., d_ d, &) tatsichlich nur
Monomorphismen enthilt.

Fassen wir die Ergebnisse dieses Abschnitts zusammen, und beschrinken
wir uns auf Kategorien, in denen Annullatorpaare geniigend %-Objekte
besitzen, so sehen wir, daB wir alle reflexiven Unterkategorien erhalten, wenn
wir in den vollen Unterkategorien % mit rl|.%|=|.%] reflexive D-Paare (¥, #)
suchen, bei denen € nur Morphismen enthilt, die in % Epimorphismen sind.

Im nichsten Abschnitt werden wir sehen, daB die D-Paare (€, F), bei
denen ¢ nur Epimorphismen enthilt, klassifiziert werden kdnnen. Dies liefert
gleichzeitig Kriterien fiir die Existenz von Zerlegungen. Insbesondere wird
sich zeigen, da3 die Beschriankung auf Kategorien, in denen Annullatorpaare
geniigend %-Objekte besitzen, sinnvoll ist.

8. Rechts-Bikategorien
In [5] hat Kennison den Begriff der Rechts-Bikategorie eingefiihrt:

Ein Paar (¢, #) von Morphismenklassen der Kategorie /" heiBt Rechts-
Bikategorie, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(0) Jeder Isomorphismus liegt in € ~ %,
(1) € und # sind Unterkategorien,
(2) Jeder Morphismus g 148t sich faktorisieren in

g=cf

mit ce® und fe# und diese Faktorisierung ist bis auf Isomorphie eindeutig
(gibt es also c'e%, f'eF mit g=c'f’, so existiert ein Isomorphismus ¢t mit
ct=c und tf'=f).

(3) € enthidlt nur Epimorphismen.

Zwischen den Rechts-Bikategorien und den D-Paaren besteht die folgende
Beziehung:

Satz 9. (¥, F) ist genau dann Rechts-Bikategorie, wenn (¢, %) ein D-Paar
mit Zerlegungen ist und € nur Epimorphismen enthiilt.
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Beweis. Sei (€, #) Rechis-Bikategorie. Kennison hat gezeigt, daB € = d, 3"
gilt. Denn ist cb=af mit ce¥ und fe F gegeben, so betrachtgt man Faktori-
sierungen a=a, a,,b=b, by mita, b,e¥und a,, bzg.? Dannsind gber (c b.l) b,
und g, (a, f) Faktorisierungen des gleichen Morphismus, nach (2) gibt es emen
Isomorphismus t mit

cht=a, und ta,f=b;.

Man sieht, daB b, t a, die gesuchte Diagonale ist.

Ist xed, %, so gibt es eine Faktorisierung x=c¢ f mit ce¥ und fe F. Lur
Gleichung

gibt es eine Diagonale d, also
xd=c und df=1.

Nach (3) ist ¢ ein Epimorphismus. Dann ist aber auch d Epimorphismus und
aus der Gleichung df=1 folgt, daB d ¢in lsomorphismus ist. Wegen (0) liegt
mit ¢ auch x in . Damit ist gezeigt, dal3 d, ¥ < € gilt.

Ist xed, % und x=cf fiir ein ce % und ein feZ, so gibt es zur Gleichung

cf=1-x
eine Diagonale d mit

cd=1 und dx=f.

Nun ist ¢ ein Epimorphismus, also wegen ¢d=1 ein Isomorphismus. Mit f
liegt daher auch x in #. Dies zeigt, dall auch d, ¢ < # gilt.

(€, #) st demnach ein D-Paar, das wegen (2) und (3) die gewiinschten
Eigenschaften hat.

Ist (¢, %) ein D-Paar und enthilt ¢ nur Epimorphismen, so ist (¢, %)
reguldr. Lemma 5 besagt, daB Zerlegungen bis auf Isomorphie eindeutig be-
stirr_lmt sind. Die Eigenschaften (0) und (1) haben wir in Lemma 1 und Lemma 2
notiert.

Das folgende Lemma stammt im wesentlichen von Kennison [5], man kann
dabei allerdings auf die Existenz von Summen verzichten, wenn man die
(schwichere) Voraussetzung einfiihrt, daB es beliebige Codurchschnitte gibt.

Dapei vers}ehen wir unter einem Codurchschnitt den Colimes eines Pinsels von
Epimorphismen.

Lemma 16. %" sei colokal klein mit Pushouts und Codurchschnitten.
X sei eine Klasse von Epimorphismen mit

(@) ¥ ist Unterkategorie und enthiilt aile T dentititen,

(b) & ist pushout-abgeschlossen,

. (€) Ist {x;: A— X.} ein Pinsel von Morphismen aus X, und ist {q;: X;— B)
ein Codurchschnitt, so liegt x, ¢, in &. S
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Dann gibt es zu jedem Morphismus g eine Faktorisierung

. g=xy
mit xeX und yed, &.

Beweis. Aus (a) und (b) folgt unmittelbar:
(a’) & enthilt alle Isomorphismen.

Sei nun g: A-»B ein Morphismus. & ist colokal klein, also gibt es eine
Reprisentantenmenge ¥~ von Epimorphismen mit Quelle 4, Wir bilden den
Pinsel

P={x;: A= X||x;,€¥' NnZ, es gibt y; mit x; y,=g}.

Nach Voraussetzung ist # eine (nicht leere) Menge und {g;: X;— B} sei ein
Codurchschnitt dieses Pinsels. Wir setzen x=x; g,. Wegen (c) liegt x in &.

Die Familie der y; mit x; y;= g liBt sich durch den Codurchschnitt faktori-
sieren: es gibt y mit g; y=y;. Es bleibt zu zeigen, daB yin d, & liegt, also, wegen
des Dualen von Lemma 3, daB die Gleichungen der Form

(+) zb=1.y
mit xe & diagonalisierbar sind. Zu x z gibt es einen Isomorphismus e mit x ze
in Ny, Wegen (xze)(e™'b)=xy=g gehort xze zu 2 und es gibt g, mit
{(xze)q;=x. Da s ein Epimorphismus ist, folgt
z{eg,)=1.
Dann gilt aber auch
(e q:) y = b H
dennesist z{e g; y)=1- y=z b und z ist ein Epimorphismus. e g; ist die gesuchte
Diagonale von (+).
Als Korollar erhalten wir den folgenden Satz:
Satz 10. X~ sei colokal klein mit Pushouts und Codurchschnitten. Dann ist

(6, #) genau dann Rechts-Bikategorie, wenn (€, ) ein D-Paar ist und € nur
Epimorphismen enthiilt.

Beweis. Sei (¢, ) ein D-Paar und € enthalte nur Epimorphismen. Dann
erfiillt die Klasse ¥ =% die Voraussetzungen von Lemma 16. Also gibt es
Zerlegungen.

Die Behauptung des Satzes folgt nun aus Satz 9.

Die D-Paare, deren Co-D-Klassen nur Epimorphismen enthalten, lassen
sich folgendermaBen charakterisieren:

Satz 11. X sei colokal klein mit Pushouts und Codurchschnitten. Ist € eine
Klasse von Epimorphismen, so ist dquivalent :

(@) € ist Unterkategorie und enthdlt alle Identitditen,
(i) {(b) € ist pushout-abgeschlossen,

(c) € ist codurchschnittsabgeschlossen (Lemma 16(c)).
(i) (%,d, ¥) ist ein D-Paar.
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Beweis. Es bleibt zu zeigen, daB (ii) aus (i) folgt, daB alsq d,d, € =% gilt.
Ist ged, d, %, so gibt es nach Lemma 16 xe¥, yed, € mit

(++) g-l=xy.
Eine Diagonale d zu (+ +) erfiilit
gd=x und dy=1.

Mit x ist d ein Epimorphismus, wegen dy=1 ist d sogar Isomorphismus.
& enthilt alle Isomorphismen, also ist ge¥%.

Eine unmittelbare Folgerung ist ein Satz, der auf Isbell [4] zuriickgeht:

Korollar. ¢ sei colokal klein mit Pushouts und Codurchschnitten. Ist & die
Klasse der Epimorphismen, so ist (€, d, &) ein D-Paar mit Zerlegungen.

Beweis. & erfiillt die Bedingungen (i) von Satz 11.

Mit Hilfe dieser Ergebnisse 1dBt sich nun zeigen, dal gewisse D-Paare
geniigend % -Objekte besitzen.

Satz 12. X sei colokal klein und besitze endliche Limites, endliche Colimites,
beliebige Codurchschnitte und ein Nullobjekt.
Ist (6, F) ein D-Paar mit t(F,)=%,, so gibt es geniigend F-Objekte, und

zwar gibt es zu jedem Objekt X einen Epimorphismus X — X' in €, wobei X'
ein F-0bjekt ist.

Beweis. Aus obigem Korollar folgt, daB (¢ n &, d,(¢ &) ein D-Paar ist.
Aus Satz 10 folgt, daf} es zu diesem D-Paar geniigend d,(% n &)-Objekte gibt:
Zu jedem Objekt X gibt es also einen Morphismus X — X' in € n &, wobei X’
ein d,(% N £)-Objekt ist.

Es bleibt zu zeigen, dafl X' in %, liegt.

§ei Ael(F), a: A— X' ein beliebiger Morphismus. Nach Lemma 10(a)
gehort A— O zu . Betrachten wir das Diagramm

A4 X'

L]

00— 0,

S0 liegt A0 inéné, X'-0ind,(€n&). Es gibt also eine Diagonale, also
15t a=0. Demnach liegt X' in r1(%,)=%,.

Korollar, ¥ sei lokal kleine Kategorie mit endlichen Limites, endlichen

Col;mit(es, beliebigen Durchschnitten und einem Nullobjekt.
st (€, F) ein ' " : _ )
&-Objektn ) ein reflexives D-Paar oder ein Annullatorpaar, so gibt es geniigend

Beweis. Ist (¢, %) reflexiv, so folgt aus Lemma 10 di i
s ’ ’ 1e Gleichung €, =Ir(%,)
Fir Annullatorpaare steht dies in der Definitj ' s %o 05
Dualisieren von Satz 2. nition. Die Behauptung folgt durch
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9. Reflexive Unterkategorien von Modulkategorien

Wir betrachten in diesem Abschnitt Modulkategorien, oder (allgemeiner)
Grothendieck-Kategorien mit einem Generator. Bewiesen werden soll der
folgende Satz, der die K onstruktion reflexiver Unterkategorien gestattet. Dabei
heiflt eine Objektklasse 2@ subobjektvererblich, wenn mit einem Objekt P
Jjedes Subobjekt von P zu # gehort.

Satz 13. X~ sei eine Grothendieck-Kategorie mit Generator. Ist (€, F ) ein
reflexives D-Paar und ist 6, subobjektvererblich, so gibt es geniigend F -Objekte.

Beweis, Nach dem Korollar zu Satz 11 ist (£,d, &) und damit auch
(6~ &,d,(¢ &) ein D-Paar. Wir setzen #' =d,(€ ~ &). Nach Satz 10 gibt es
geniigend #-Objekte.

(I) Ist X, Ye&, und x: X > Yin €, so ist x ein wesentlicher Monomorphis-
mus.

Sei x=em, e Epimorphismus, m Monomorphismus. Mit x gehdrt auch m
zu ¢ und wegen der Reflexivitit gilt nun ec%. Die Quelle von e ist ein %'
Objekt, also gibt es im Diagramm

1{
0

!

eine Diagonale. Da e ein Epimorphismus ist, ist e sogar Isomorphismus.
Damit ist gezeigt, dall x ein Monomorphismus ist. Sei nun

—l’

e

X" Z"Y

mit u m= x gegeben, dabei sei m ein Monomorphismus und u eine Coretraktion
(es gebe also ein r mit ur=1).

Wir bilden den Kern v: C - Z von r. Ist g: Y- Q der Cokern von x, so ist
vmgq ein Monomorphismus. C ist also ein Subobjekt von Q und Q gehdort als
Cokern von xe% zu %,. Wegen der Subobjektvererblichkeit folgt Ce®,.

Das Diagramm
C*% Y

I

0—0

besitzt wegen Ye % eine Diagonale, also ist v m =0 und damit auch C=0.

(2) Sind m;: X —>Z und m,: Z—Y zwei Monomorphismen mit m, m, in ¢,
so liegen beide Morphismen m, und m, in %.

Wir zeigen, daB m, zu ¥ gehort. Aus der Reflexivitiit folgt dann, daB auch
m; zu € gehort. Sei die Gleichung

m2‘1=af
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mit fe# gegeben. Schalten wir m davor, so 148t sich die Gleichung
(mymy)-1=(mya)f
diagonalisieren: es gibt ein d mit
mymyd=m;a und df=1.
Es bleibt zu zeigen, daB m, d=a gilt. Aus der Gleichung
my(myd—a)=0
fqlgt, daB m, d—a durch den Cokern q,: Z— Q, faktorisierbar ist: es gibt
ein x mit o damy x

Nun ist aber
g xf=(myd—a)f=mydf—af=m;—af=0,

und da g, ein Epimorphismus ist, ist auch
xf=0.

Daher konnen wir x den Kern k: K— » von f faktorisieren: es gibt ein y mit
x=yk.

y ist ein Morphismus mit Quelle g, und Ziel K. Q, ist Subobjekt vom Cokern
von my m,. Da m; m, zu ¢ gehort und %, subobjektvererblich ist, gehort Q,

zu €,. f liegt in &, also ist der Kern K von f ein #-Objekt. Aus Lemma 10
folgt nun y=0. Damit ist aber auch

myd—a=0,
und d ist die gesuchte Diagonale unserer Ausgangsgleichung.
(3) Sind Monomorphismen c¢;, c,, m;, m, mit
Camy=C, M,
gegeben und liegen die Morphismen ¢, und ¢, in%, so gibt es Monomorphismen

U, 4, und m; mit
Uy My=1u, ms,

wobei ¢, u; (=c¢, u,) zu € gehort.

Zu m, und m;, gibt es nach [9], 14.2.7 ein kommutatives Diagramm

CEN,
V2
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wobei das mittlere Quadrat ein Pushout-Diagramm ist und alle Morphismen
Monomorphismen sind. Wir zeigen, daB ¢, u, zu € gehort.

Sei daher die folgende Gleichung
(c,u))b=af
mit fe # gegeben. Zu den Gleichungen
¢(uyb)=af und c,(u, b)y=af
gibt es Diagonalen d, die die Gleichungen
cidi=a und d;f=u;b (i=0,1)

erfiillen. Nach (2) gehort mit ¢, =cp, auch c zu %.
Aus den Gleichungen

cppdy)=c,di=a=c, dy=c(p,d,),
(pod) f=puyb=pyu, b=(p, d,)f

und der Regularitiit eines reflexiven D-Paares folgt

pidy=p;d,.

Das Paar d, , d, 14Bt sich daher durch das Pushout faktorisieren: wir erhalten
ein 4 mit

uyd=d, und u,d=d,.
Einerseits gilt nun

(cru)d=c (u; d)=c,d,=a,
andererseits folgt die Gleichung df =b aus den beiden Gleichungen

udf)=(d)f=d f=b (i=1,2),

und der Eindeutigkeit der Faktorisierung durch ein Pushout.

(4) Sei x: X I injektive Hiille von X. Wir betrachten die Familie der Zer-
legungen
X Ci Y. m; I

von x (also: ¢; m;=x), wobei m; ein Monomorphismus ist und c; zu ¥ gehéort.
Ist m: Y1 die Vereinigung der m; und u;m=m;, so liegt der Morphismus
y=c;u; in %.

Nach (3) ist die Familie der Morphismen ¢;, zu denen es ein m; mit ¢; m; = x
gibt, eine gerichtete Familie: wir miissen dabei allerdings zusitzlich die
Morphismen c;; mit ¢;; m;=m; beriicksichtigen.

Aus [7],111.1.2 folgt, daB die Familie {u;} gerade der Colimes von {c;, c;} ist.
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Sei nun die Gleichung yb=af

mit fe # gegeben. Zu den Gleichungen

cilu;by=af
gibt es Diagonalen d; mit

¢;d;=a und d;f=ub.
Fiir ¢;; gilt

(+) ¢
denn einerseits ist

ijdj=di,

Ci(c"jdj)':'—(ci Cij) d}-r—cjdj:’-a:*-q di!
andererseits 1st

(¢i; dj)f::cij(djf)mcij Hjb=u,- b=d,f,
so daB (+) aus der Regularitit von (€, #) folgt.

Wir konnen daher die Familie der d; durch den Colimes faktorisieren und
erhalten ein d mit

u,-d=di.
Dann ist

yd"—-‘-C,u,d=C, d(’:a,
und aus

uldf)=W;d)f=d; f=u; b
folgt wegen der Eindeutigkeit der Faktorisierung die zweite Gleichung
df=b.

(5 Zu %}cdem Objekt X in #; gibt es ein F-Objekt Y und einen Morphismus
y: X—>Yiné.

Wir bildfan w_ie in (4) den Morphismus y: X — Y. Es bleibt zu zeigen, dal
Y ein #-Objekt ist, daB also alle Diagramme der Form

Y1)

1

Z—0

n}it cE? diagopalisierbar sind. Nach Satz 10 gibt es geniigend #-Objekte, also
gibt es zu Z einen Morphismus e: Z - Z' in ¢, wobei Z’ ein #-Obijekt ist.
Dayce: X— Z' zu % gehort, und X und Z' #-Objekte sind, folgt aus (1), daB

y c e ein wesentlicher Monomorphismus ist. Zur injekti i i
. - . jektiven Hiille x: X — I gibt
es einen Monomorphismus d mit o

(yvceyd=x.
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In (4) nimmt daher yce an der Colimesbildung teil: es gibt ein i mit yce=c,.

Also 1st
yeceu; = u;=y,

und der Morphismus cewu;—1 1dBt sich durch den Cokern q: Y- Q von y
faktorisieren: es gibt z: Q- Y mit

qz=ceu;—1.

Wegen (4) liegt ¢ in 6, also @ in 6, und Q— O in €&, denn ¥ ist reflexiv.
Im Diagramm
Q 2ce Zf

L]

0O——0

existiert wegen Z'e.#, eine Diagonale, daher ist zce=0. Nun ist aber yce
ein Monomorphismus und y ein wesentlicher Monomorphismus. Daraus folgt,
daB c e ein Monomorphismus ist und dafl z=0 gilt. Die Gleichung

cleu;)=1

besagt nun, dall unser Ausgangsdiagramm eine Diagonale besitzt.

(6) Ist X ein beliebiges Objekt, so gibt es nach Satz 10 einen Epimorphismus
x': X — X'in ¢, wobei X’ ein #-Objekt ist. Zu X’ gibt es nach (5) einen Morphis-
mus x“: X'— X" in € mit X"e%,. Der Morphismus x' x”: X— X" liegt in ¥
und X" ist #-Objekt. Damit ist der Satz bewiesen.

Korollar 1. Ist % eine Klasse von Objekten und ist 1% subobjektvererblich,
so liegt % in einer kleinsten reflexiven Unterkategorie.

Beweis. Eine reflexive Unterkategorie enthilt das Nullobjekt, andererseits
ist der Linksannullator von % gleich dem Linksannullator von #u {O}.
Daher kénnen wir annehmen, dall # das Nullobjekt enthilt.

Nach Lemma9 ist ¥=¢,% die Co-D-Klasse eines reflexiven D-Paares
(¢, %) und man sieht leicht, daB €, =% gilt. Also besitzt das reflexive D-Paar
(¢, #) geniigend # -Objekte und nach Satz 4 ist { %, reflexive Unterkategorie.
Wiederum nach Satz 4 ist (%) die kleinste reflexive Unterkategorie, die %
enthilt.

Korollar 2. Jede Klasse % von injektiven Objekten liegt in einer kleinsten
reflexiven Unterkategorie von X'

Beweis. Enthilt # nur injektive Objekte, so ist 1% subobjektvererblich.

Korollar 3. Sei 2 cine subobjektvererbliche Objektklasse. Sei 2 =1 P, ¥ die
Klasse der injektiven Objekte von 2. Dann bilden die reflexiven Unterkategorien
# mit
(+) Yc|R<2
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einen vollstindigen Verband mit Null ((e, &, ¥)o) und Eins (2). Dabei ist die

Durchschnittshildung durch die mengentheoretische Durchschnittsbildung ge-
geben.

Beweis. Die kleinste reflexive Unterkategorie, die % enthilt, ist {(e, ¢, ¥)o).
{2 selbst ist reflexive Unterkategorie. Ist nun Z’eine Objektklasse mit

Hcxec2,

so liegt & in einer kleinsten reflexiven Unterkategorie, denn es ist 1% =12,
also 1% =1% =Ir # und mit 2 ist auch Ir # subobjektvererblich.
Sind nun &, reflexive Unterkategorien mit (+ ) und setzen wir # = ﬂ R;,50

erfilllt # die Bedingung (+) und daher liegt # in einer kleinsten reflexiven
Unterkategorie 4'. Da fiir alle i gilt

RER =R,

folgt #=A'. Die reflexiven Unterkategorien mit ( + ) bilden einen vollstandigen
Halbverband mit Null und Eins, also einen Verband.

Wir wollen noch die minimalen Elemente in den Verbdnden von Korollar 3
charakterisieren. Es wird sich zeigen, daB diese gerade den Lokalisierungen im
Sinne von Gabriel [2] entsprechen. Ist ndmlich 2 =Ir 2 subobjektvererblich,
so ist # eine abgeschlossene Serre-Unterkategorie. Bezeichnen wir wieder
mit % die Klasse der injektiven Objekte, die in r 2 liegen, so ist ¢, % gerade die

Klasse der #-Isomorphismen (also der Morphismen f, fiir die Ker(f) und
Cok(f) zu 2 gehort):

Satz 14. Sei P =Ir P subobjektvererblich. Sei % die Klasse der injektiven
Objekte in 9. Dann gilt fir €=¢,{¥>:
(@) € ist die Klasse der #-1somorphismen.

(b) € ist die kleinste Co-D-Klasse eines reguliiren D-Paares, die die Klasse
My der Monomorphismen mit Cokern in P enthilt.

) Beweis. Nach Korollar 1 zu Satz 2 ist die kleinste Co-D-Klasse eines regu-
liren D-Paares, die 2 enthilt, durch e e, #, gegeben. Bezeichnen wir mit 4,

dic? Klasse der #-Isomorphismen, so werden wir die folgenden Inklusionen
zeigen:
g SrCee MpSEC S,

Dabei verwenden wir die folgende Gleichung:
P=1¥=(e, Mz),,
die man unmittelbar verifiziert.
(1) Sr<ee H,.
.Ist g ein Q-Isgmorphismus, g=em eine Zerlegung von g in einen Eptmor-
phismus e und einen Monomorphismus m, so ist me.#,

: . \ : cee Mp. e ist ein
Epimorphismus mlt"Kern in Z, und es geniigt zu zeigen, daB sorlche Morphis-
men zu e, ¢, .#, gehoren. Ist die Gleichung

eb=af
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mit fee, .#, gegeben und bilden wir die Kerne k und | von e bzw. f; so erhalten
wir ein kommutatives Diagramm

:

L

i

If

a

L]
o t——r g &—

1

*
[,

dabei ist @’ die eindeutig bestimmte Faktorisierung von k a durch den Kern
von f. Nach Voraussetzung liegt K in 2 =I(e, .#,),. f gehort zu e, A, also
ist L ein Objekt aus (e, .#5), -

Der Morphismus @’ muB daher trivial sein, und es ist

ka=a'l=0.

Daraus folgt, daB a durch den Cokern e von k faktorisierbar ist: es ist ed=a
fiir eind. Da e ein Epimorphismus ist, folgt d f = b (also ist d eine Diagonale) und
dal e eindeutig bestimmt ist.

2) ee M,CE.

Da € =¢,e, ¥ gilt, geniigt es zu zeigen: #,< 6.
Sei also m: A— B ein Monomorphismus mit Cokern q: B— C, wobei C
zu 2 gehort. Ist im folgenden (kommutativen) Diagramm

A2,

1)

B—- 1

y ein Morphismus in (%), so gibt es wegen der Injektivitdt von Y, einen Mor-
phismus d mit md—a

Es 1st
B m(dy—b)=0,

daher konnen wir d y— b durch den Cokern g von m faktorisieren und erhalten
einz: C— Y, mitgz=dy—b. Esist Caus P=1%, Y, aus %, daher ist z=0und
dy=>b. Damit ist gezeigt, daB d eine Diagonale des Diagramms ist. Ist d’ eine
zweite Diagonale, so 146t sich d —d’ durch den Cokern von m faktorisieren und
wir erhalten einen Morphismus mit Quelle C und Ziel Y,, der wiederum trivial
sein muf}. Daraus folgt d =d’ und d ist die einzige Diagonale.

Q) €c.u,.

Ist g€, so gehort der Cokern von g zu %, = 2. Es bleibt zu zeigen, dall auch
der Kern zu 2 gehért. Sei k: K — A der Kern von g: 4 — B. Wir zeigen, daﬁ K
in 1% liegt. Ist x: K — Yein Morphismus mit Ye%, so gibt es wegen der Injek-
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tivitdt von Yein a mit ka=x. Im Diagramm

ALY

|

B—0

existiert wegen gee, (%) eine Diagonale d, fuir die also gd=a gilt. Dann ist

x=ka=kgd=0,

und X liegt in 1% =2.

Damit ist der Satz bewiesen.
Die lokalisierenden Unterkategorien von X~ haben gerade die Form (),

wobei 2 =Ir # subobjektvererblich ist. In [2] ist jeder solchen Unterkategorie
eine Quotientenkategorie /2 zugeordnet worden.

Korollar. Sei Z=Ir? ¢ine subobjektvererbliche Objektklasse, % die Klasse

der injektiven Objekte in t P. Setzen wir F =e¢, e, {¥>, so ist die volle Unter-
kategorie (%> der F -Objekte dquivalent zu A |P.

Beweis. { %, ist dquivalent zur Quotientenkategorie A /e,{#>. ¢,{¥) ist

aber nach Satz 14 gerade die Klasse der 2-Isomorphismen.

Claus Michae! Ringel
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