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Lernsequenzen zur
Grundschulmathematik 1

Bericht tiber einen Unterrichtsversuch
im 3. Schuljahr

Eine differenzierte mathematische Bildung schlieBt das Wissen um die Viel-
faltigkeit mathematischer Strukturen mit ein. Schon in der Grundschule
sollte deshalb das Kind diese Vielfiltigkeit erleben. Es miissen also neben
der Mengenlehre auch andere Gebicte behandelt werden. Bei der Entwidklung
neuer Unterrichtsgegenstinde ergeben sich jedoch vielfiltige Probleme. Einem
systematischen, ausschlieBlich vom mathematischen Sachverhalt her geprigten

Unterricht soll keinesfalls das Wort geredet werden. Es mufl demnach eine

Auswahl unter den Unterrichtsstoffen getroffen werden. Allgemeingiiltige

Kriterien fiir diese Auswahl konnen wir zwar nicht formulieren, einige

Gesichtspunkte wollen wir aber andeuten.

— Besuden sieht im allgemein mathematischen Bildungswert eine entschei-
dende Voraussetzung fiir die Auswahl eines mathematischen Stoffgebietes
fiir den Grundschulunterricht. ,Moderne Inhalte gehoren dazu, aber sie
miissen unter dem Gesichtspunkt ihres Bildungswertes ausgewihlt wer-
den.”! Die augenblickliche Bedeutung eines Stoffes allein rechtfertigt die
Einfihrung als Unterrichtsgegenstand nicht. Eine gegenwirtig auferst
bedeutungsvolle Materie kann innerhalb von zehn Jahren vollig neben-
sichlich werden, da die Mathematik seit dem vorigen Jahrhundert einem
permanenten Proze( der Umstrukturierung unterworfen ist*.

~ Der Sachverhalt der Struktur sollte einen operativen Charakter haben, um
ein tatsichliches Titigsein der Kinder am konkreten Modell zu ermdg-
lichen. Diese Selbsttitigkeit der Kinder ist die Grundlage der Begriffs-
bildung, und damit auch eine Voraussetzung fiir die Entwicklung mathe-
matischer Begriffed.

— Die mathematische Phantasie des Kindes mu sich im Umgang mit dem
Unterrichtsgegenstand entwickeln. Die Bedeutung der Phantasie fiir den
Mathematikunterricht ist bislang haufig unterschitzt worden?. Dieser
Punkt muf vor allem bei methodischen Fragen beriicksichtigt werden.

~ Die Unterrichtsgegenstinde sollen nicht verfriiht angeboten werden, son-
dern dem Schiiler der Grundschule strukturmiRig entsprechen und fiir ihn
leicht zugénglich sein®.

— Als giinstig fiir einen spiteren Mathematikunterricht erweist es sich,
wenn dessen Begriffe im Grundschulmathematikunterricht vorbereitet wor-
den sind. Meistens ergibt sich eine solche Vorbereitungsarbeit von selbst,
da die Grundlage hier wie dort die mathematische Struktur ist. Es sollen
jedoch keinesfalls Begriffe in ,vereinfachter Form” behandelt werden.

Im folgenden wird nun Giber einen Versuch berichtet, bei dem einzelne Eigen-

schaften der Gruppenstruktur erarbeitet werden. Als Modelle werden die

Schiebungen und Drehungen aus der Bewegungsgeometrie sowie die soge-

nannten , Dienesmaschinen”? benutzt,

Im Vorwege wird kurz der mathematische Sachverhalt dargestellt.



Der mathematische Sachperhalt
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7 Das Nullelement wird manchmal auch
neutrales oder Einselement genannt,

8 Da die Operation ,—“ von der Operation
» 1+ abgeleitet werden kann, verwendet
man im mathematischen Sprachgebrauch
bei der Definition einer additiven Gruppe
nur das ,+“-Zeichen.

¥ Die Menge aller parallelen, gleichlangen
und gleichgerichteten Strecken wird oft auch
als Vektor bezeichnet.

Unter einer Gruppe versteht man eine nicht leere Menge G, deren Elemente
durch eine Operation verkniipft werden konnen, so da die folgenden Vor-
aussetzungen gelten. Die Operation bezeichnen wir hier mit ,[7“.

1. Abgeschlossenheit: Verkniipft man zwei Elemente, so erhilt man wieder
ein Element der Menge (a [ b € Gj.

2. Neutrales Element: Es existiert ein Nullelement” mit der folgenden Eigen-
schaft: Verkniipft man ein Element der Menge mit diesem Nullelement, so
erhilt man das Ausgangselement (a[ Jo =o[Ja = a).

3. Inverses Element: Zu jedem Element a der Menge G existiert ein inverses
Element — a derart, daf es mit a verkniipft das Nullelement ergibt.
@0[-a]=[-aPa=0)

4. Assoziativitit: Es gilt (a(Jb) [J ¢ =a[] (b[Jc) fiir drei beliebige Ele-
mente der Menge G.

Bemerkenswert ist hierbei, daf iiber die Anzahl der Elemente der Menge
nichts ausgesagt wird. Es gibt also Gruppen mit unendlich vielen Elementen
und Gruppen mit einer beschriinkten Anzahl von Elementen. Die kleinste
Gruppe enthilt nur ein Element, das Nullelement. Ein Beispiel einer Gruppe
mit zwei Elementen ist die Menge mit den beiden Elementen ,gerade Zahl”
und ,ungerade Zahl” sowie der Operation ,+“. Linc Gruppe mit unendlich
vielen Elementen ist die Menge der ganzen Zahlen m:t der Operation , +“.
Eine Gruppe ist eine mathematische Grundstruktur, d.e nicht nur in einem
Gebiet zu finden ist. Gruppen gibt es in der Algebra, in der Geometrie und
in der Zahlentheorie.

Schiebungen und Drehungen sind Bewegungen in der euklidischen Ebene.
Dabei heiflen die urspriinglichen Punkte der Figur Anfangspunkte, die
bewegten Punkte heiffen Endpunkte. Die Zuordnung, die jedem Anfangs-
punkt seinen Endpunkt zuweist, wird Bewegung genannt. Friher wurde der
gesamte Vorgang als Bewegung bezeichnet, aber heutzutage nimmt man im
Sinne der Mengentheorie nur die Zuordnung und unterscheidet Ausgangs-
menge und Bildmenge. In vielen Beispielen ist die gesamte Ausgangsmenge
identisch mit der gesamten Bildmenge.

Die Bewegungen in unserer euklidischen Ebene konnen in vier verschiedene
Klassen aufgeteilt werden. Wir kennen Schiebungen, Drehungen, Spiege-
lungen und Schubspiegelungen. Spiegelungen und Schubspiegelungen werden
hier nicht weiter behandelt.

Bewegen wir eine Figur mit konstanter Richtung, so entsteht eine Schiebung.
Die Zuordnungswege sind dann parallele, gleichlange und gleichgerichtete
Strecken.

Alle parallelen, gleichlangen, gleichgerichteten Zuordnungswege stellen eine
einzige Schiebung dar®. Schiebungen kann man daran erkennen, daf sie
keinen Punkt haben, der bei der Bewegung festbleibt, und dafl eine Stredke
und ihre Bildstredke zueinander parallel sind.

Halten wir einen Punkt einer Figur fest und bewegen die Figur dann, so
erhalten wir eine Drehung. Die Zuordnungswege sind Teile von konzen-
trischen Kreisen mit dem festgehaltenen Punkt als Mittelpunkt.

Nimmt man als Figur ein regelmifiges n-Eck, zum Beispiel ein Quadrat
oder ein gleichseitiges Dreiedk, so sind diejenigen Drehungen ausgezeichnet,
die das regelmiBige n-Eck wieder auf sich abbilden, so dall Ausgangsmenge
und Bildmenge sich decken. Der Mittelpunkt ist hier Drehpunkt.

Die Menge aller Schiebungen bildet nun mit der Operation des ,Hinterein-
anderfithrens” eine Gruppe. Die Menge aller Drehungen und Schiebungen
zusammen bildet auch eine Gruppe. Unter den Drehungen gibt es wieder
spezielle Teilmengen, die ebenfalls Gruppen bilden.

Die Menge aller Drehungen um einen Punkt ist eine solche Teilmenge und
unter diesen wiederum bilden diejenigen Drehungen, die ein n-Eck in sich
iiberfithren, eine Gruppe, die sogenannte Drehgruppe des n-Ecks. Die Dreh-
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Das Zeichen ,0” bedeuter ,Hinein-
tun”. Spdter wird es als Orerations-
zeichen gedeutet.

Didaktische Bemerkungen

10 Beispielsweise hat Felix Klein in seinem
Erlanger Programm von 1872 auf die Be-
deutung der Gruppen in der Mathematik
hingewiesen.

364

gruppen der verschiedenen n-Edke sind die wichtigsten endlichen Gruppen.
Sie heifien auch zyklische Gruppen der Ordnung n. Dazu isomorph sind die
modulo-n-Gruppen der ganzen Zahlen.

Die Grundlage fiir die Dienesmaschinen ist die Addition und Subtraktion im
Bereich der ganzen Zahlen. Die Operation zusammen mit einer fest bestimm-
ten Zahl wird dabei als Ganzheit aufgefalt, welche mathematisch als eine
Abbildung der Menge oder einer Teilmenge der ganzen Zahlen in sich
gedeutet wird. Durch den Begriff der ,Maschine” (Rechencomputer) wird der
Abbildungscharakter und damit gleichzeitig das Operative des mathema-
tischen Sachverhalts deutlich gemacht.

10A= 6 10B=—- 4

20A= 7 20B=— 3

30A= 8 30B=— 2

40A= 9 40B=— 1

s0A = 10 50B = o

T 45 6oA= 11 -5  60B= 1
] T 90A= 14 | T 9oB = 4
100A = 15 100B= 5

210A = 26 —_— 210B= 16

500A = 55 s00B =45

A 990 A = 104 B g9oB = 94

Die Menge aller Dienesmaschinen mit dem Hintereinanderausfiithren als
Gruppenoperation ist isomorph zu der additiven Gruppe der ganzen Zahlen.
Zwei oder mehrere miteinander verkniipfte Maschinen sind identisch mit
einer gewissen einzelnen Maschine. Die Anwendung der kombinierten Ma-
schine A [} B auf eine ganze Zahl g geschieht auf folgende Weise: g wird

zunichst durch die Maschine A geschickt. Das hierbei erhaltene Resultat wird
dann in die Maschine B gegeben.

Mit Hilfe von abstrakten Strukturen wie Gruppe, Korper, Vektorraum oder
Klasse werden in der modernen Mathematik viele Gebiete erfaft und charak-
terisiert. Es wurde mit ihnen zwar bereits im letzten Jahrhundert gearbeitet!?,
aber erst in unserer Zeit werden sie als eigenstindige Strukturen gewertet.
Sie sind uns daher noch nicht so vertraut wie etwa die Arithmetik oder die
euklidische Geometrie. Bei ihrer Bewiltigung im Unterricht entstehen daher
besondere Schwierigkeiten. Indessen, gerade aufgrund der wachsenden Ent-
wicklung dieser Strukturen und der gleichzeitig wachsenden Schwierigkeiten,
sie zu bewdltigen, ist die Notwendigkeit einer Durchleuchtung in pidago-
gischer Hinsicht um so mehr gegeben.

Gelingt es nun, eine echte Begegnung des Kindes mit einer der oben charak-
terisierten Strukturen herbeizufithren, so erlebt es iiber das bloBe Kennen-
lernen eines Begriffes hinaus wesentliche Denkschemata der modernen Mathe-
matik, ohne die die technisierte Welt von heute nicht mehr denkbar ist.

Das Kind soll nun keineswegs alle diese Systeme ,erlernen”, sondern mit
einer oder einigen wenigen sich iiber einen moglichst langen Zeitraum
hinweg immer wieder beschiftigen, sozusagen damit ,aufwachsen”. Es soll
also ein langsamer EntwicklungsprozeR vor sich gehen, an dessen Ende ein
vollstindiges Vertrautsein mit der abstrakten Struktur steht. Geeignete
Modellstrukturen miissen demnach auf verschiedenen Altersstufen in immer
wieder erweiterter Form behandelt werden. Der Beginn der Auseinander-
setzung mit der Sache sollte so frith wie moglich gesetzt werden, um eine
allméhliche Entwidlung ohne erzwungene Beschleunigung zu ermdglichen.
Der Zeitpunkt des Beginns ist jedoch abhingig von der einzelnen Struktur.
Die Gruppe eignet sich gut als Modellstruktur fiir einen abstrakten Sach-
verhalt, wie er oben beschrieben wurde. Sie ist ibersichtlich, verhiltnismifig



1 Die Schiebungen und Drehungen erwei-
sen sich als vorbereitend, da hier eine
Grundlage fiir die Erarbeitung des Vektor-
und Abbildungsbegriffes gelegt wird.
Ebenso kann an die endlichen Drehgrup-
pen spiter das Arbeiten mit Restklassen
angeschlossen werden.

12 Jean Piaget, The dilds conception of
number. Norton & Co, New York 1965.
S. 37.

13 Diese Feststellung machten wir in un-
seren Versuchen.

14 Die Begriffe ,Abgeschlossenheit” und
»Assoziativitdt” sind auch historisch gese-
hen spiter entwidkelt worden als die Be-
griffe ,invers” und ,Nullelement”.

einfach und abgeschlossen. Es lassen sich auerdem mehrere konkrete Modelle
tiir sie finden, wie beispielsweise Schiebungen!'?, Drehungen um einen Punkt,
allgemein Bewegungen und Dienesmaschinen. Der Grundcharakter der
Gruppe und damit auch aller ihrer Modelle ist operativ, da eine Verkniip-
fungsoperation die Voraussetzung fiir eine Gruppe ist. An den Modellen
kann demnach hantiert werden.

Der Zeitpunkt fiir eine erste Begegnung des Kindes mit der Gruppenstruktur
kann nicht eindeutig festgelegt werden, da die entsprechenden Untersuchun-
gen fehlen. Die Eigenschaft ,invers” konnte sicherlich im 1. Schuljahr er-
arbeitet werden. Die Grundlage fiir diese Struktur ist die Umkehrung von
Vorgingen. Dem Schulanfinger sind Handlungskombinationen wie Hinzu-
fiigen-Wegnehmen, Aufstehen-Hinsetzen, Verstedien-Wiederfinden bekannt.
Das Hinzufiigen und das Wegnehmen wird beispielsweise als Grundlage
fiir den Erstrechenunterricht beim 6- bis 7jihrigen Kind als vorhanden vor-
ausgesetzt. Man kann aus diesem Grunde annehmen, dafl auf dieser Alters-
stufe erste Grundlagen fiir den Begriff ,invers” gelegt werden konnen!2.

Im 2. und 3. Schuljahr kann zum Inversen das Nullelement hinzukommen.
In der Gruppentheorie wird die Existenz eines Nullelements axiomatisch
vorausgesetzt. Charakterisiert wird es durch die Verkniipfung mit anderen
Elementen. (Es entsteht dabei wieder das Ausgangselement.) Das Wesen der
Verkniipfung ist den Kindern auf dieser Altersstufe noch nicht vollkommen
bewuft!3, Der Zugang zum Nullelement kann daher nicht iiber die Verkniip-
fung gewonnen werden. Es mufl im Unterricht praktisch als besonderer Fall
gefunden werden. Nun ist ,die Null” ohne Zweifel ein Bestandteil von
Rechenvorgingen im tiglichen Leben, etwa der Zeitrechnung, des Rechnens
mit Geldbetrigen oder Temperaturen. Kinder des 3. Schuljahres kennen diese
Bereiche in den meisten Fillen. Eine gewisse Voraussetzung ist also vorhan-
den. Man kann natiirlich nicht erwarten, daff das Nullelement in seiner
Komplexitit vollstindig erfaft wird, eine Einfiihrung ist jedoch méglich.

Die Begriffe ,Assoziativitit“ und ,Abgeschlossenheit” sind unserer Ansicht
nach mathematisch komplizierter als das ,Inverse” oder das ,Nullelement“14,
Die Eigenschaft ,assoziativ” ist bereits eine mathematische Konstruktion, es
gibt kein einfaches konkretes Modell fiir Nicht-Assoziativitit. Das einfachste
Modell ist wohl das der Vektormultiplikation zwischen den Einheitsvek-
toren des Raumes. Die Struktur der Assoziativitit kann daher unserer
Ansicht nach erst sehr viel spiter erarbeitet werden.

Ebenfalls komplizierter als das ,Inverse” und das ,Nullelement” ist die
~Abgeschlossenheit”. Es gibt jedoch wesentlich mehr Beispiele im konkreten
Bereich fiir Nicht- Abgeschlossenheit (gleichzusetzen mit Nicht-Lésbarkeit) als
fiir Nicht-Assoziativitit. Eine griindliche Vorbereitung des Begriffes kann im
1. Schuljahr beginnen, indem die Kinder sehr viel mehr nicht lsbare Auf-
gaben erhalten als bisher iblich. Zu welchem Zeitpunkt der Begriff der
Abgeschlossenheit abstrakt gebildet werden kann, konnen wir hier nicht
sagen. Es gibt keine Untersuchungen auf diesem Gebiet, die Anhaltspunkte
bieten.

Die Modelle der Gruppe sind fiir die Kinder in konkreter Form leicht zu-
ginglich, Die Grundkonzeption der Schiebungen und Drehungen ist zunichst
duBerst einfach. Bewegungen sind den Kindern bekannt. Man kann auch
annehmen, daf eine Beschrankung der Bewegungen auf die Ebene keine allzu
groBe Schwierigkeit darstellt.

Die Dienesmaschinen sind grundsitzlich fiir die Kinder leicht erfaBbar, da
sie einen spielerischen Charakter haben. Wir miissen uns jedoch im Unter-
richt zunichst darauf beschrinken, die Dienesmaschinen lediglich auf die
natiirlichen Zahlen anzuwenden, da die ganzen Zahlen den Kindern noch
nicht bekannt sind. An der Einfithrung der Strukturen ,invers” und ,Null-
element” dndert diese Einschrinkung nichts, im Gegenteil, bei einer bereits
vorhandenen Kenntnis der negativen Zahlen wiirde eine Identifikation der
Minusmaschinen mit den negativen Zahlen erfolgen und das Erfassen der
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Methodische Bemerkungen

Koordinatengitter

Euklidische

Geometrie, Dienesmaschinen

und
Stellenwertsysteme

Kombinatorik Abbildungsgeometrie

Mengentehre

15 Wir konnten diese Feststellung in einem
fritheren Versuch machen.

16 Z. P. Dienes / E. W. Golding, Topolo-
gie und Schattengeometrie-Abbildungsgeo-
metrie I; Euklidische Geometrie-Abbil-
dungsgeometrie II; Gruppen und Xoordi-
naten-Abbildungsgeometrie III. Herder,
Freiburg 1969.

17 Beispielsweise stellen die logischen
Blodke von Z. P. Dienes nicht eingekleidete,
sondern rein von der mathematischen
Struktur ausgehende Aufgabenstellungen
dar.

18 Vgl. Z. P. Dienes /| E. W. Golding,
Euklidische Geometrie. Herder, Freiburg
1969. 5. 9.

19 Vgl. Z. P. Dienes / E. W. Golding, To-
pologie und Schattengeometrie. Herder,
Freiburg 1969. S. 9.
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Invershandlung erschwert's. Die Eigenschaft der Abgeschlossenheit kann nur
im Bereich der ganzen Zahlen erarbeitet werden. Durch das Auftreten von
im Bereich der natiirlichen Zahlen nicht lésbaren Aufgaben, die zunichst
durch einen Querstrich gekennzeichnet werden, wird eine Grundvorausset-
zung fiir die Einfilhrung der negativen Zahlen und gleichzeitig auch fiir die
Behandlung der Abgeschlossenheit gewonnen.

Im Gegensatz zu den Schiebungen und Drehungen werden die Operationen
bei den Dienesmaschinen auf einer weiter abstrahierten Ebene durchgefihrt,
so dafl die Allgemeinheit der Gruppenstruktur angedeutet wird. Der ihnen
zugrunde gelegte Abbildungsbegriff ist gegenwirtig fiir die moderne Mathe-
matik auBlerordentlich bedeutsam. Z. P. Dienes nennt sogar eine Serie von
Biichern danach!®. Fiir eine spitere Erarbeitung des Abbildungsbegriffes ist
der Umgang mit Dienesmaschinen eine ausgezeichnete Vorbereitung.

Der zu behandelnde Stoff wird nicht in einer zusammenhingenden Unter-
richtseinheit behandelt, sondern in Abschnitten in einen Gesamtunterrichts-
plan, der verschiedenartige mathematische Unterrichtsgegenstinde enthalt,
eingebettet. Wir gehen dabei in folgender Weise vor: Eine normale Unter-
richtseinheit umfalt etwa zwei bis drei Stunden, im Hochstfall fiinf bis sechs
Stunden. Zu ecinem spiteren Zeitpunkt, etwa nach einem Monat, wird das
Thema wieder aufgegriffen und erweitert behandelt. Schematisch 1Bt sich
dieses Prinzip vielleicht durch eine Spirale mit Sektoren darstellen.

Begriindet ist unser Vorgehen einmal in dem Bestreben, das Festsetzen einer
eingleisigen Vorstellung oder eines eingleisigen Bezuges zu vermeiden.
Weiterhin nehmen wir an, da kurze Zwischenriume der Nichtbeschiftigung
mit einer mathematischen Sache sich als giinstig fiir ein echtes Vertraut-
werden damit erweisen. Auferdem wird ein rein formales ,Frlernen” der
mathematischen Probleme in den meisten Fillen durch die Kiirze der Unter-
richtseinheiten verhindert.

Viele Bereiche der modernen Mathematik griinden nicht auf Realititen, son-
dern sind aus rein mathematischen Problemstellungen erwachsen. Daher
sollte die Motivation fiir die einzelnen Probleme des Unterrichts moglichst
von der mathematischen Struktur ausgehen und nicht von einer ,einkleiden-
den Aufgabenstellung“!’. Eine solche Einkleidung wiirde oft mit einer Ver-
fremdung des Sachverhalts einhergehen. AuRerdem bringen verkleidete Auf-
gabenstellungen als zusitzliche Schwierigkeit das Herauslosen des mathema-
tischen Sachverhalts aus einem vielschichtigen Zusammenhang mit sich. Es
ist fraglich, ob die Kinder hier diesen Schritt bewiltigen kénnen. Diese
Problematik ist von der des Sachrechenunterrichts, in dem rechnerische
Probleme aus einem Sachzusammenhang herausgelést werden miissen, zu
unterscheiden. Die Rechenprinzipien, die dabei gebraucht werden, sind den
Kindern bekannt. AuBerdem haben wir oben gesagt, daB ein wesentliches
Ziel unseres Unterrichtsvorhabens darin liegt, die Kinder mit zwedkfreien,
abstrakten Strukturen vertraut zu machen. Da die vorgesehenen Unterrichts-
gegenstinde dem Entwicklungsstand der Kinder entsprechen, wie wir oben
untersucht haben, kénnen wir erwarten, daf die Kinder an den Problem-
stellungen interessiert sind.

Das oben geforderte tatsichliche Titigsein der Kinder'® laflt sich in zwei
verschiedenen Formen verwirklichen: Die Teilnahme aller Kinder an groB-
riumigen Bewegungsspielen und das Hantieren jedes einzelnen Kindes auf
einem Tisch oder einer tischihnlichen Fliche mit Material. Z. P. Dienes
schldgt in seinen neuesten Biichern vielfach groBraumige Bewegungsspiele
vor, besonders im Bereich der Geometrie; er weist aber auch anf die Wichtig-
keit des Hantierens hin'®. Wir entscheiden uns nicht direkt fiir eine Form,
ziehen aber in den meisten Fillen die zweite vor. Dieser Art der Titigkeit
gibt auch Besuden den Vorrang. ,Das Spiel des Kindes in der Gruppe, das
man auch im ganzheitlichen Rechnen als Einstieg wieder aufgegeben hat, ist



Die Unterrichtsziele

20 H. Besuden, a. a. O., S. 165.

21 In den beiden Biichern Z, P. Dienes,
Moderne Mathematik in der Grundschule
{Herder, 1968) und Z. P. Dienes / E. W.
Golding, Die Entdeckung des Raumes (Her-
der, 1967) bilden Spiele eine wesentliche
Grundlage des Unterrichtsprogramms.

auch hier von der Sicht des einzelnen her ungeeignet.“?® An den Dienes-
maschinen hantieren die Kinder in einer bereits teilweise abstrahierten Art
und Weise, das heiflt, die Handlungen werden gedanklich ausgefiihrt, haben
aber eine konkrete Titigkeit, das ,Hineintun“ als Grundlage. Die vollstin-
dige Abstraktion ist jedoch erst in dem Augenblick gewonnen, in dem die
Masdhinen als Abbildungen aufgefafit werden.

Eine kindgemifle Darstellung abstrakter Strukturen finden wir mehrfach in
Spielen oder spielihnlichen Aufgaben. Hierzu ist festzustellen, daf dabei die
entsprechenden mathematischen Strukturen nicht in Spiele verkleidet, son-
dern dafl sie tatsdchlich mit gewissen Spielstrukturen isomorph sind, die
Spiele also als Modelle aufgefalt werden konnen®!. So entsprechen zum Bei-
spiel die Spiele mit den logischen Blédken Aquivalenzrelationen beziehungs-
weise Klasseneinteilungen von Mengen. Dem Kind ist ein, wenn zunichst oft
nur unbewufter Zugang zu in Spielen personifizierten mathematischen Struk-
turen ohne erhebliche Schwierigkeiten mdglich. Die BewuBtmachung kann
und muf danach stufenweise erfolgen. Die Grundlage fiir eine echte BewufBt-
werdung ist jedoch ein frithzeitiges, wenn auch spielerisches Umgehen mit
der Struktur.

Die Durchfithrung eines Unterrichts, der auf dem konkreten Titigsein jedes
einzelnen Schitlers basiert, bedingt eine Begrenzung der Schiilerzahl auf
hochstens zwanzig. Die erforderliche Bewegungsfreiheit fiir den einzelnen
Schiiler ist in einem voll besetzten Klassenraum nicht gegeben. Auflerdem
soll jedes Kind das ihm gemiBe Arbeitstempo selbst bestimmen, da ein er-
zwungenes Fortschreiten im Stoff oft zu einem formalen Bewiltigen der
Sache fiihrt. Ein weiterer Gesichtspunkt, der fiir die Durchfiihrung des Unter-
richts in einer kleineren Gruppe spricht, ergibt sich aus unserer Forderung,
die Entwidklung der mathematischen Phantasie bei jedem Kind zu unter-
stiitzen. Die Individualitit der Einfille und deren weitere Durchfithrung
soll moglichst gewahrt bleiben. Das bedeutet in der Praxis, daf stindige
Einzelberatungen stattfinden miissen, die bei einer stirkeren Gruppe nicht
mehr durchgefiihrt werden kénnen.

Was soll nun im einzelnen erarbeitet werden? Die Unterscheidung von
Schiebungen und Drehungen bietet sich als erstes Unterrichtsziel an. Die
Begriffe ,gerade” und ,parallel” setzen wir hierbei als bekannt voraus. Eine
gedankliche Zusammenfassung aller parallelen Strecken mit gleicher Richtung
und gleicher Linge zu einer einzigen Schiebung kann dabei wohl noch nicht
erwartet werden. Der Sachverhalt ist zu schwierig. Ebenfalls verzichten wir
zunéchst noch auf die Hintereinanderausfiihrung von Drehungen mit ver-
schiedenen Drehpunkten. Verkniipfung von Drehungen mit demselben Dreh-
punkt sind jedoch fiir die Kinder iiberschaubar; die Drehungen der regel-
mifligen n-Ecke eignen sich dabei besonders gut. Der Begriff des Inversen
kann bei den Schiebungen und Drehungen wohl ohne grofere Schwierigkei-
ten erarbeitet werden. Beim Nullelement, hier Nullschiebung beziehungsweise
Nulldrehung genannt, ergibt sich dasselbe Problem wie beim Erfassen der
Schiebung allgemein. Die Kinder sind wohl noch nicht alle dazu in der Lage,
simtliche Nullelemente zu einem einzigen zusammenzufassen.

Unmittelbar nach dem Beginn der Arbeit mit Bewegungen werden auch die
Dienesmaschinen eingefiihrt. Zunichst sollen die Kinder mit der Arbeits-
weise der Maschinen vertraut werden. Daran schlieBt sich die Behandlung
der Hintereinanderausfiihrung von Maschinen an. An dieser Stelle ist zu
beachten, daR Minus-Maschinen nicht auf alle natiirlichen Zahlen anwendbar
sind, das heiBt, wir erhalten auch unlosbare Aufgaben. Hierin liegt eine
Voraussetzung fiir eine spatere Behandlung der Abgeschlossenheit. Als nich-
ster Sdhritt sollen zueinander inverse Maschinenpaare aufgesucht werden. Im
Verlauf der Arbeit mit den Inversmaschinen wird dann festgestellt, daff die
Verkniipfung zweier zueinander inverser Maschinen zuniichst keine uns be-
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kannte Maschine ergibt und daB jede Maschine dieser Art als Ergebnis die
hineingegebene Zahl hervorbringt. Die Nullmaschine wird an dieser Stelle
erfunden”. Das Erkennen der Identitat aller Nullmaschinen birgt die gleiche
Schwierigkeit in sich wie die Zusammenfassung aller Nulldrehungen oder
Nullschiebungen zu einer einzelnen.

Entsprechend den einzelnen Zielen ergibt sich der folgende Plan:

1. Stunde Drehschiebungen in der
Ebene

2. Stunde Unterscheiden von
Schiebung und Drehung

3. Stunde Drehungen des Quadrats

4. Stunde Additionsmaschinen

5. Stunde Subtraktionsmaschinen

6. Stunde Hintereinanderausfithren
von Additionsmaschinen

7. Stunde Schiebungen als Abbil-
dungsmenge von Punkten

8. Stunde Nullschiebung und
inverse Schiebungen

9. Stunde Nulldrehung und
inverse Drehungen

10. Stunde Hintereinanderausfiih-
ren von Subtraktions-
und Additionsmaschinen

11. Stunde Inverse Maschinen und
die Nullmaschine

Der im folgenden beschriebene Versuch wurde in zwei aufeinanderfolgenden
Jahren jeweils mit einem beginnenden 3. Schuljahr durchgefiihrt. Wir bezie-
hen uns hier nun prinzipiell auf den Verlauf des ersten Versuchs und weisen
in FuBnoten auf grundsitzlich anders verlaufene Unterrichtsphasen des zwei-
ten Versuchs hin.

Wir arbeiteten auf der Magnettafel, die wir auf vier Hocker gelegt hatten.
Die Schiiler setzten sich um die Tafel herum. Jedes Kind erhielt ein 10 cm
langes, numeriertes Stockchen, fiir das es auf der Tafel einen Platz wihlen
konnte,

Wir beginnen hier mit Stockchen als Material, da wir der Ansicht sind, daf
das Bewegen von ganzen Strecken zunichst einfacher ist, als das von Punk-
ten. Auflerdem ist das Bewegen von Strecken eine Grundlage fir das Unter-
scheiden von Drehungen und Schiebungen. Das Bewegen von komplizierten
Figuren hingegen ist fiir die Kinder nicht iiberschaubar.

Jedes Kind sollte sich nun einen Partner wihlen, zu dem es sein Stodkchen
hinbewegen mufite. Das Paar, das den kiirzesten Weg finden konnte, hatte
gewonnen. (In den Fillen zueinander paralleler Stickchen ergab sich dann
eine Schiebung.) Holzchen, die storten, bezeichneten wir mit einem Kreide-
strich und entfernten sie so lange. Den Weg, den die Kinder mit den Stock-
chen auf der Tafel gegangen waren, markierten wir mit Kreide. Es zeigte
sich, daf} es mehrere Moglichkeiten gab, zum Partner hin zu kommen.



Die Mitschiiler sparten nicht mit guten Ratschligen. ,Warum gehst du nicht
hier rum?” , Adh, das ist ja viel zu lang.” ,So rum muflt du gehen, dann ist
es kirzer.“ ,Mann, dein Weg ist aber kurz.” Das sagte ein Mitschiiler zu
dem Sieger. ,Du muft nicht so drehen.” ,Macht der einen Umweg.” Die
Kreidestriche, die den Weg beschrieben, zeichneten die Kinder selbst. Aus
diesem Grund wurde es manchmal auf dem Tisch etwas turbulent. Da aber
die Anzahl der Schiiler klein war, lief sich diese freiziigige Arbeitsweise
ohne ernsthafte Storung durchfithren. Nachdem die Paare alle ihre Holzchen
auf den Platz des Partners gebracht hatten, wurde ein Name fiir die Bewe-
gungen gesucht. Die Kinder schlugen zunidchst die Namen ,Hingehen”,
»Suchspiel” und , Hélzchenspiel“ vor. An dieser Stelle wies der Lehrer darauf
hin, da der Name zeigen sollte, wie auf der Tafel vorgegangen worden sei.
Nach lingerem Suchen sagte ein Kind ,Wir haben die Holzchen geschoben”
und ein anderer Schiiler meinte ,bewegt”. SchlieBlich brachte ein Kind den
Begriff , Drehschieben”. Dieses Wort traf den Sachverhalt am besten.

Am SchluB des Gespriichs setzten sich die Kinder auf ihre Plitze zuriik. Sie
erhielten Arbeitsblitter, auf deren Strecken-Paare eingezeichnet waren. Sie
sollten nun die Wege, die sich bei der Uberfiihrung der Strecken ineinander
ergaben, einzeichnen und die Bahnen mit Farben ausfiillen (Abb. Seite 368).

AnschlieBend an die Stillarbeit wurde dieselbe Ubung nochmals in einem
grofraumigen Spiel durchgefiihrt, diesmal jedoch unter Benutzung des vorher
erarbeiteten Begriffes ,Drehschieben”. Als Arbeitsebene wurde der FufSboden,
als Material wurden Besenstiele gewahlt. Dazu muften einige Tische und
Stithle beiseite gerdumt werden. Im Wesentlichen wurde dieselbe Ubung wie
auf der Magnettafel durchgefiihrt. Allerdings stand in diesem Fall nur eine
Anzahl von sechs Sticken zur Verfiigung. Die Schiiler wurden in drei Grup-
pen aufgeteilt, von denen jeweils zwei Gruppen nur Beobachter waren. Jedes
Kind der aktiven Gruppe konnte sich mit seinem Besenstiel einen Platz
suchen. Nacheinander bewegten die Kinder ihre Stode zu einem anderen
Kind hin und wieder auf ihren Platz zuriick. Die Zuschauer beschrieben hier-
bei die Bewegungen.

Ein Vorteil dieser Ubung besteht darin, daff der Besenstiel jede noch so
kleine Drehung deutlich anzeigt, und daf die Kinder den Weg selbst ,durch-
laufen”. Nachteilig wirkt es sich jedoch aus, daff die Kinder den Weg, den
sie zuriicklegen, nicht stindig iiberblicken.
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Wir setzen in dieser Stunde voraus, dafl den Kindern die Begriffe ,gerade
und ,parallel” geliufig sind. In einer friheren Unterrichtseinheit wurde mit
diesen Begriffen schon gearbeitet. Wir benutzen hier bewufit dasselbe Ma-
terial wie in der 1. Stunde, da ein Wedhsel die Kinder an dieser Stelle ver-
wirren wiirde.

Die Kinder setzten sich wieder um die Magnettafel herum und legten ihre
mit Nummern bezeichneten Stidkchen auf die Platte. Jedes Kind wihlte sich
einen Partner. Zwei Kinderpaare wurden aufgefordert, ihr Stdckchen auf
dem kiirzesten Weg auf den Platz des Gegenspielers zu bewegen. Die Ver-
schiebespuren wurden mit Kreide nachgezeichnet.

Vom Lehrer wurden hier absichtlich ein Paar mit nicht-parallelen Stiben und
eines mit parallelen ausgewihlt.

Die Verschiedenheit der Figuren fiel den Kindern friiher als erwartet ohne
Hinweis auf. ,Bei 1 nach 5 mufl gedreht werden, bei 2 nach 3 nicht.” ,2 nach
3, das sieht so parallel aus”, ,1 nach 5 ist krumm”. (Die Kinder hatten hier
auch ohne Spielaufgabenstellung Interesse am Sachverhalt) Jedes Paar
konnte nun feststellen, ob es ohne Drehung zum Partner kam. In den mei-
sten Fillen war das natiirlich nicht der Fall. AnschlieBend sollten sich die
Kinder Partner aussuchen, zu denen sie mit den Stiicken auf der Tafel ohne
Drehungen hinkommen konnten. Hier gab es einiges Durcheinander auf der
Magnettafel, aber nach einigen Minuten hatte jedes Kind ein anderes gefun-
den, zu dem es sein Stckchen annihernd ohne Drehungen hinbewegen
konnte. Dabei wurde aber nicht mehr darauf geachtet, daf jedes Kind genau
einen Partner hatte.

Anschliefend wurde in einem Gesprich {iber die beiden verschiedenen Bewe-
gungen diskutiert. Wir blieben dabei um die Tafel herum sitzen, um ohne
groere Schwierigkeiten bei Zweifelsfillen ein Beispiel durchfiihren zu kon-
nen. Die ersten beiden Paare wurden aufgefordert, ihre Stockdhen 1, 5, 2, 3
noch einmal auf den Tisch zu legen, die anderen Holzchen wurden entfernt
und der Tisch abgewischt. Die Kinder sagten von selbst: ,Ja, von 1 nach s
muf man drehen, bei 2 nach 3 nicht.” Auf die Frage des Lehrers, ob sie sid
darin sicher seien, fiihrte ein Kind die Bewegung nochmals durch. ,Es gibs
solche mit Drehen und solche ohne Drehen” meinte eines der zuschauender
Kinder. Alle Mitschiiler wollten diese Feststellung nicht ohne weiteres an-
nehmen. ,Das stimmt nicht, von 1 nach 5 kann man auch ohne Drehen kom:
men, iiberallhin kann man ohne Drehen kommen” meinte eines der Kinde
und fand eine ganze Reihe von Mitschiilern, die ihm zustimmten. ,Das zeig
mal”, ,Das will ich sehen” war von der anderen Seite zu horen. Der Schiiler
der der Meinung war, man kénnte jede Lage ohne cine Drehung erreichen
fing auch sofort an, das Hélzchen von 1 nach 5 zu verschieben. Die ander:
Schiilergruppe wies ihn bei der leisesten Drehung lautstark darauf hin, daf dis
Regel verletzt worden sei. ,Ohne Drehung”, ,Du drehst ja“, ,Komm, komm
nicht drehen”. Der Schiller muBte nach einiger Zeit aufgeben. Interessan
war an dieser Stelle die Beobachtung, daf die Kinder, die vorher seine
Meinung waren, auch jetzt noch darauf beharrten. Erst nachdem jedes Kint
es selbst versucht hatte, sah es die Undurchfithrbarkeit dieses Vorhabens ein
In dhnlicher Form fithrten wir anschlieRend eine Diskussion dariiber, ob ma:
durch reine Drehungen jede Lage erreichen konne. Wiederum war festzustel
len, daB die Kinder hier durch den Augenschein nicht zu iiberzeugen waren
sie sahen die Unmoglichkeit erst ein, nachdem sie konkret versucht hatten
die Aufgaben durchzufithren und gescheitert waren. Wir bezeichneten nad
Vorschligen der Kinder die beiden neuen Bewegungstypen als ,Schiebungen
und ,Drehungen”, die Mischform nannten wir nach wie vor Drehschiebung

Festzustellen ist hierbei, daff das Wort ,Schiebung” den Kindern wesentlic
fremder ist, als das Wort ,Drehung”. Allerdings ist kein Wort zu finder
das den Sachverhalt richtig beschreibt und das den Kindern besser vertrau



3. Stunde:
Drehungen des Quadrats

22 Die Indizes bezeichnen die Anfangs-
und die Endpunkte der Stdckchen. Diese
genauere Bezeichnungsweise wurde notig,
als wir merkten, daf es zwei verschiedene
Mboglichkeiten gibt, die Stdckchen ineinan-
der zu iiberfithren.

ist. Verzichten konnen wir in diesem Fall auf eine Benennung nicht, da spiter
die Schiebungen cine wesentliche Grundlage des Mathematikunterrichts bil-
den. Nach der Einfithrung gewdhnen sich die Kinder auch verhiltnismifig
schnell daran und gebrauchen das Wort bald als ihr Eigentum.

AnschlieSend schrieben wir noch alle Lageverinderungen auf. An der Tafel
entstand dann das folgende Bild:

1,—5, | [2,—3, 4 —8, 6,—9,
1,~-5, 2,3, 4,—8, 6,9, |...
5—1, 3—2, 8,—4, 9 ——6, |
51, 3,2, 8 ——4, 9,—6, |...

Den Kindern fiel die ungewohnte Schreibweise wesentlich leichter, als zu-
nidchst von uns erwartet wurde. Im Gegenteil, sie freuten sich iiber die
abstrakten Symbole. Lediglich das Schreiben der Klammer bereitete zunichst
einige Schwierigkeiten.

Wir fithren diese abstrakte Schreibweise hier in der Absicht ein, ein vertrau-
tes Umgehen mit Symbolen auf einer miglichst frithen Stufe zu erreidien,
um dieses Problem zu einem spiiteren Zeitpunkt, zu dem erhebliche Schwie-
rigkeiten stofflicher Art hinzukommen, auszuschalten.

Zum Sluf der Stunde erhielten die Kinder ein Arbeitsblatt, auf dem eine
Anzahl von Streden eingezeichnet war. Auf diesem Blatt sollten je zwei
durch eine Schiebung ineinander iiberfithrbare Strecken in gleicher Farbe
gekennzeichnet werden. Zusitzlich wurde der Ratschlag gegeben, der Sicher-
heit halber die Schiebungen mit einem Stéckchen durchzufiithren (siehe oben).

Eine ungefihr go cm X 9o cm grofle Platte wurde im Mittelpunkt eines alten
Hodkers festgenagelt, so dafl die Platte drehbar war, der Mittelpunkt aber
festblieb. Die Edken des Quadrates wurden nach Vorschligen der Kinder mit
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23 Ein besser verstindlicher Ausdrudk wiire
hier vielleicht ,D soll auf B’s Platz gehen.”
Wir gebrauchten hier den von den Kindern
gewihlten Ausdruck.

24 Hintereinander ausgefithrte Drehungen
werden nicht schriftlich festgehalten, weil
das Verstindnis der Verkniipfung noch
nicht fiir eine Fixierung ausreicht.

den Buchstaben A, B, C, D bezeichnet. Je eine Fdke der Platte wurde dann
von einem Kind festgehalten. Die iibrigen Schiiler setzten sich rundherum
auf Tische, um das Geschehen besser beobachten zu konnen. Je ein Kind aus
der Zuschauergruppe durfte nun eine Aufgabe nennen, die anschlieBend von
den Kindern an der Platte ausgefiihrt wurde. Die Aufgaben lauteten bei-
spielsweise ,D soll nach B gehen”?3, ,C soll nach A gehen”, ,B soll nach A
gehen” und so fort. Bei der Ausfiihrung der Aufgabe stellten die Kinder fest,
daB alle vier sich bewegen mufiten, da kein Kind seine Ecke loslassen durfte.
Nach einiger Zeit kam eine andere Gruppe von vier Kindern dran und nach
und nach hatten alle Kinder mindestens eine Drehung selbst mit ausgefiihrt.

Vorausgesetzt wird hier, daff die Kinder dazu in der Lage sind, wihrend der
Ausfithrung einer Aufgabe den Platz, an dem sie vorher standen, und den,
zu dem sie hingehen sollten, im Auge zu behalten. Auf eine festbleibende
Bezeichnung, etwa auf dem Hodker oder dem darunterliegenden Fuflboden,
zur Unterstiitzung des Orientierungsvermogens verzichten wir, um deutlich
werden zu lassen, daff das Wesen der Drehung in der relativen Bewegung
der Ecken gegeneinander liegt, unabhingig von der Umgebung.

AnschlieSend wurde dieselbe Ubung vom einzelnen Schiiler auf seinem Tisch
wiederholt. Jedes Kind erhielt ein schwarzes, quadratisches Pappstiick, das
entsprechend der vorangehenden Ubung mit A, B, C, D bezeichnet worden
war und fiihrte fiir sich allein Drehungen aus. Zwei Kinder stellten hier fest,
daf} einige der Drehungen miteinander identisch seien, wie ,A nach B ist
genau das gleiche wie B nach C* und ,Ja, wenn man A nach B dreht, dreht
sich B nach C mit”. Daraufhin schrieben wir die Drehungen an der Tafel in
der folgenden Ordnung auf:2

A———B
B—C
C—D

A—>C
B—D
C—A

A—-D
B—>A
C—B

D—A D——B D—-C

Grundsitzlich ist hier die Stufe der Abstraktion, auf der die Identitit vor
mehreren Drehungen erkannt wird, nodh nicht erreicht. Zu einem spiterer
Zeitpunkt konnte hier weitergearbeitet werden. Bei der Erarbeitung de:
Inversen und des Nullelements ist diese Tatsache nicht weiter von Bedeutung

Die Drehungen wurden von einem Schiiler vorgelesen und von den Mit
schiilern mit ihren Pappfiguren durchgefiihrt. Sofort stellten die Kinder fes
~Hier fehlen noch weldhe”, ,1ch habe noch welche gefunden®, ,Es gibt nod
ganz gute”. Die Drehungen A — A, B— B, C - C, D = D wurden hinzu
gefiigt. Samtliche Drehungen wurden nun abgeschrieben.

Kinder, die frither fertig waren als die anderen, erhielten ein gleichseitige
Dreieck und Sechseck zum Drehen. Sie konnten sich die Edken selbst bezeich
nen und schrieben die Drehungen auf ein Blatt.

(Der Bericht iiber die weiteren Stunden des Unterrichtsversuchs wird ir
nichsten Heft veroffentlicht.)
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