Inzidenzstrukturen mit Projektivitatsbereich

Helmut Karzel zum 50. Geburtstag gewidmet
von GUNTER GRAUMANN in Bielefeld

Der Begriff der ebenen absoluten Geometrie hat in diesem Jahrhundert meh-
rere Verallgemeinerungen erfahren. Wir denken hier etwa an H. Hjelmslev
(8], F. Schur [27], E. Podehl/K. Reidemeister [23]}, G. Thomsen [29], A.
Schmidt [24], F. Bachmann [1] [2], E. Sperner [28], H. Karzel [9] [10],
R. Lingenberg [22] und H. Karzel [17]. Fiir den Beweis des Satzes von De-
sargues in allen Spiegelungsgeometrien fiihrte H. Karzel [13] [14] den Be-
griff des Gruppenraumes oder kinematischen Raumes ein. Jeder Spiegelungs-
gruppe ist dadurch auch eine dreidimensionale Geometrie zugeordnet. Das
Verfahren geht auf Ideen von W. Blaschke [3] und J. Griinwald [7], bei de-
nen die Drehungen und Verschiebungen der klassischen euklidischen Ebene
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als Punkte des dreidimensionalen projektiven Raumes ° aufgefalit werden,
zuriick. Uber den Gedanken einer rein geometrischen Kennzeichnung aller
Gruppen kam ich [6] zu der Begriffsbildung der Inzidenzstruktur mit Ei-
gentlichkeitsbereich. H. Karzel verwendet diesen Begriff in [17] mit ei-
ner etwas geidnderten Definitionsweise, die eine leichte Verschiarfung dar-
stelltz). Da diese Definition auch noch alle verallgemeinerten Gruppen-
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raume erfaBt, wollen wir sie hier zur Grundlage nehmen, Die Ersetzung
des Wortes '"Eigentlichkeitsbereich' durch "Projektivitidtsbereich'" scheint
dabei im Sinne anderer Veroffentlichungen, die den Begriff der '"projekti-

ven Geraden'' verwenden, angemessen.

Wir werden uns im folgenden zunidchst mit den Inzidenzstrukturen mit Pro-
jektivitidtsbereich allgemein befassen (§ 1). Das Problem der Einbettung
in einen projektiven Raum, das unter gewissen zusatzlichen Bedingungen
von mir [6] geltst werden konnte, wird dann kurz beschrieben (§ 2). Um
einen weiteren Einblick in die Struktur zu gewinnen, werden wir danach

die Automorphismen einer Inzidenzstruktur mit Projektivitdtsbereich unter-
suchen (§ 3). AbschlieBend werden wir uns mit einer Reihe von Modellen be-
schidftigen (§ 4).

1) Dabei werden alle Punkte bis auf die Funkte ein?r Geraden erfafit.
fine solche Geometrie ist nach H. Karzel [16] ein sogenannter ge-

schlitzter Raum.

2) Der Begriff der Ebene wird dort anders definiert.(vslo anmerkung 5).
Dadurch ist das Axiom (IP 3) schiérfer als das axiom (I 3) aus [6].

3) vgi. [17].



& 1 Grundlegende Definitionen und Sitze

ge .F’ und eine Menge % , die Teilmenge der Potenzmenge von ? ist, ge-
geben und die folgende Axiome erfillt:

Wir gehen von einem Inzidenzraun (P ’ g ) aus; d.h. es seien eine Men-

(I 1) Zu a,b,ep mit a £ b gibt es genau ein G &€ % mit
a,b € G.

(1 2) Jedes G € g enthdlt mindesteas zwei verschiedene LKlemente.

genannt. Die Begriffe '"Verbindungsgerade', "inzident', "kxollinear",
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"Teilmenge", '"Hiille'" seien ebenfalls wie iiblich festgelegt '+ Weiterhin

verstehen wir unter einer "Ebene' die Hiillen von drei nicht<kollinearen
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eingefiihrt,

Definition 1: Eine Gerade Gegheiﬁt eigentliche Gerade oder proiektive
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Gerade, wenn erstens fiir jede Gerade He?, die mit @& in

einer Ebene liegt, GAH # g gilt und zweitens G minde-

stens drei verschiedene Punkte enthalt.

Wir wollen nun die fiir diese Arbeit grundlegende Struktur definieren.

Eisx Tripel (¥ ' ?, ?p) heift Imzidemzstruictur mit Projektivititsbereich, wenn
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folgende Axiome erfiillt ainmd:

(IP 1) Die Struktur ( .P ,? ) ist ein Inzidenzraum .

(1P 2) %C? und qp enthilt mindestens zwei verschiedene Geraden

(IP 3) Jede Gerade von ?p ist eine projektive Gerade,

(IP 4) Zu jedem Punkt x und jeder Ebene & mit xe& & gibt es entwede
k e ine oder mindestens d r e i Geraden von 7p , die

gleichzeitig x enthalten und in £ liegen.

4) Vgl. etwa [20] oder auch {17].

5) Es sei ausdriicklich darauf hingewiesen, daB in {6] die Hiille von dre
nicht-kollinearen Punkten als "Quasiebene' bezeichnet wird, wihrend
eine Ebene dort schon immer eine eigentliche Gerade enthalt. Die hie

verwendete Bezeichnungsweise ist jedoch in der Zwischenzeit iiblich
gevorden.



Diese Definition ist - wie sofort erkennbar - mit derjenigen von H. Kar-
zel in [17] gleichwertig, wenn dort die Geometrie nicht nur aus einer
Geraden besteht. Die in (IP 2) geforderte Existenz von mindestens zwei

Geraden aus ? 18Rt sich dabei leicht nachweisen.

Vergleichen wir nun diese Definition mit den Axiomen meiner Dissertation
(6], so 1aBt sich die Gliltigkeit der dortigen Axiome leicht erkennen.

(I 1) und (I 2) von [6] stimmen mit (IP 1) und (IP 2) bis auf die Formu-
lierungen direkt iiberein, und ebenso ist (I 4) vén [6] mit (IP 4) iden-
tisch. Das Axiom (I 3) von [6] dagegen stellt eine Verallgemeinerung von
(IP 3) dar. Nach (IP 3) und Definition 1 hat jede Gerade von ﬁh} mit
jeder Geraden H , die mit ihr in einer Ebene liegt, einen Punkt genein-
sam. Nach (I 3) von [6] ist fiir jede Gerade von eh) dagegen nur mit
jeder Geraden H , die mit ihr in einer eigentlichen Ebenes) liegt, ein
gemeinsamer Punkt gefordert. Es ist dabei allerdings bisher noch nicht
gekldrt, ob diese Verallgemeinerung wirklich eine echte Verallgemeinerung
ist. Der wesentliche Punkt dabei ist die Frage, ob eine Ebene eine eigent-

liche Ebeneé) echt enthalten kann.

In diesem Zusammenhang sei auch erwdhnt, daB die Frage, ob eine Ebene eine
andere Ebene echt enthalten kann, auch unter den hier festgelegten Bedin-
gungen noch nicht gekldrt ist. Ein negativer Beweis ist dabei schwerlich
zu fithren, da flr Ebenen ohne projektive Geraden - und solche konnen in
einer Inzidenzstruktur mit Projektivitdtsbereich offenbar existieren -~ im
wesentlichen nur die Axiome (I 1), (I 2) eines Inzidenzraumes angewendet
werden konnen. Fir einen allgemeinen Inzidenzraum sind jedoch Beispiele

mit benen, die echte Teilebenen enthalten, bekannt .

6) Vgl. weiter unten sowie FuBnote 5.

7) Vgl. etwa [16] S. 74. Genannt sei auBerden
das folgende Beispiel eines nicht-ebenen
Inzidenzraumes, bei dem zwei verschiedene
Ebenen - {a1,b1,c1} und (aa,ba,cal
als Durchschnitt wieder eine Ebene
- ia,b,c[ - haben. Die Punktmenge besteht
dabei aus § Elementen a,b,c,a.,a b b,
1272172
C1Cs Geraden werden aus den Mengen
ia,b,‘,c,l} ' (a!ba!czv’ ' {bra1’c1j 1
tb,aa,caj . (c,a1,b1} s {c18,5,0,§ und den
noch notwendigen zweielementrigen-Mengen
gebildet.
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eine Reihe weiterer Lwvgriise eingefiunrt,

, . o) C . -
sine sbene von (Y ,g, D) iei.t eigentlicne

Lbene, wenn sie mindestens eine projektive Jerace

von grp enthalt.

rine cbene von (ﬂ.q, gp) heiit projextive

wbene, wenn jede Gerace der cbene eine projektive

Gerade ist .

e - -

#in Funkt von (?,q, gp} heiit eigentlichner

runkt, wenn er mindestenc einer projiextiver Tleraden

von q angenort. Lie lHenpe aller eigentliczhern

runkte wird nmit ,Ue pezeicanet.

s e B e e
Punkt, wenn jede Gerade, die ihn enthalt, eine pro-

------ &)

jektive Gerade ist .

Eip Funkt von (ﬂ,g,gp) neint projextiver

Es sex erwdhnt, dal in [6] eine eisentliche kbene als Hille einer eigentli-

chen Geraden und eines auBlerhalb liegenden Punktes definiert wird. Diese

Festlegung ist aber gleichwertig mit Definition 2 a), denn in {[15] konnte -

ir Ubertragung des Beweises vun Jatz 1.2 vorn _€) - nachgewiesen werden,

da eine Ebene, die eine projektive Gerade enthdlt, von Jje drei Punkten er-

zeugt werdcen kann.

Leliaition 3:

a)

b)

Eine aboildung ‘P vong auf sich heiBt G-Kollineation,

wenn sie erstens bijektiv ist und zweitens gilt:

(K) 1Ist peﬂ' und ‘f(?)) N "p £ E , so gibt es ein
&€ nit ¥B =% 9,

hine aAbbildung ‘fvon q auf sich heil’t schwache

tens gilt:

(Ks) Ist peﬁe und 'f(?) ngp £ P, s0 gibt es
ein QEﬁ)e mit ‘f(‘}g) -7 .

§) DBine projektive Ebene erfiillt als Teilstruktur die Axiome der projekti-
ven Geometrie. - kxistiert mindestens ein projektiver Punkt p , so sind

alle Ebenen durch p projektiv und die Inzidenzgeometrie stellt daher insge-
samt eine projektive Geometrie dar.

a) Mit '3 wird das Geradenbﬁschel{xﬁ ‘g/ P@ XY bezeichnet. Y('ﬁ) ist

dann die Mengc aller Bildgeraden des Biindels

Es sei erwdhnt, dall bei einer G-Kollineation offensichtlich der Punit
stets eigentlich ist.

q
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wE BeLen T é‘.?e und F G?O vorgegeben, cine Ab-
ovildung ‘P von § auf sich heiBt dann (z,7)-Kolli-

- e e .- I T G S S ek ket T e TR .

( jP, %’ ’ 9e) , wenn sie erstens eine G-Kollinea-
tion bzw. schwache G-Kollineation ist und zweitens
gilt:

(2F) ¥(@) = G fir alle G 3z und PP) =4 rir al-
le p €& F.

)8

Da die hier definierte Inzidenzstruktur mit Projektivitdtsbereich insbe-

sondere auch eine Inzidenzstruktur mit Eigentlichkeitsbereich nach [6]

ist, kitnnen wir die

dort bewiesenen Siatze libernehmen (wobei wir die hier

eingefilhrte Terminologie verwenden).

Satz 1.1 In jeder eigentlichen Ebene gibt es drei projektive Geraden von
% s die nicht-kopunktal sind.

S5atz 1.2 Je drei nicht-kollineare Punkte einer eigentlichen Ebene erzeu-

gen diese,

Satz_1.3 Der Durchschnitt von zwei verschiedenen eigentlichen Ebenen ist

entweder leer oder ein Punkt oder eine Gerade.

Aufgrund der etwas schirferen Fassung unserer Axiome konnen wir die Aus-

sage dieses Satzes noch verschidrfen.

Satz 1.5* Der Durchschnitt einer eigentlichen Ebene mit einer von ihr

10)

verschiedenen belie¢bigen Ebene ist hdchstens eine Gerade .

Beweis: Es seien

eine eigentliche Ebene § wund eine beliebige Ebene of

mit of £ € gegeben.
Gibt es nun drei nicht-kollineare Punkte a,b,c in #&NE |

so folgt

zundchst nach Satz 1.2 dNE€=¢ . Nach Definition

2 a) gibt es eine eigentliche Gerade G € £ €4 , Nach De-

finition

1 hat G mnit jeder Geraden von ® einen Schnitt-
11)

punkt. Sei x € of\{a} und etwa 2a € G und d = ax NG .
dann folgt x € adC&€ . Also gilt auch &£L< €, d.h. ol =& .

10) Fiir zwei beliebige Ebenen konnen wir gem#f unserer obigen Bemerkun-
gen keine besondere Aussage erwarten. Es gilt lediglich der in be-
liebigen InzidenzrHumen giiltige Satz, daf der Durchschnitt zweier
Teilraume wieder ein Teilraum ist.

11) Sind a,b zwei verschiedene Punkte, so bezeichnen wir die Verbin-

dungsgerade mit

ab .



Satz 1.4 Jede Gerade einer eigentlichen Ebene enth&dlt mindestens drei

verschiedene eigentliche Punkte.

Wir werden nun zwischen der ebenen und der ridumlichen Struktur unterschei=-
den. Dabei heifit eine Inzidenzstruktur mit Projektivitatsbereich eben,

wenn alle Punkte einer Ebene angehﬁren12). Andernfalls heilt sie raum-
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mit Projektivitdtsbereich auch noch anders charakterisieren.

Satz 1.5 Die folgenden drei Aussagen sind dquivalent
(E a) Alle Punkte gehdren einer eigentlichen Ebene an.
(E b) Jede projektive Gerade von 7p schneidet alle ande-

ren Geraden.

(E ¢) Hs gibt eine Gerade, die alle anderen Geraden schneidet.

Satz 1.8 Die folgenden Aussagen sind #@guivalent
(R a) Nicht alle Punkte gehbren einer eigentlichen Ebene an.
(R b) Zu jeder projektiven Geraden G€ f} gibt es zwei ver-
schiedene eigentliche Ebenen £,d mit G -£0d .
(kX ¢) Zu jeder projektiven Geraden G € qp gibt es eine pro-
jektive Gerade H€Q mit GNH=f 13),

wir erwihnen noch zwei Minimalaussagen iiber ebene Inzidenzstrukturen mit

Projektivititshereich, deren Beweise in [6] zu finden sind.

Satz 1.6 Gehen durch jeden eigentlichen Punkt einer ebenen Inzidenz-
struktur mit Projektivitdtsbereich nur drei Geraden, so ist
die Geometrie isomorph zur projektiven Eber: iiber dem Primkor-
per der Charakteristik 2.

Satz 1.7 Iet eine ebene Inzidenzstruktur mit Projektivitdtsbereich nicht
isomorph zur projektiven Ebene iilber A, , s0 gibt es zu jedem pé€ I?e

hochstens eine Gerade Ge€P , die nur drei verschiedene eigentliche
Punkte enthilt.

12) In (6] wird die Geometrie als eben bezeichnet, wenn alle Punkte ei-
ner eigentlichen Ebene angehoren. Wegen (IP 2) ist die Definition
mit derjenigen hier identisch. Unter den schwicheren Voraussetzun-
gen von [ 6] ist allerdings noch offen, ob es méglich ist, daB alle
Punkte eine Ebene, die nicht eigentlich ist, bilden kinnen. Eine
solche Geometrie ist wegen Satz 1.8 als rdumlich zu bezeichnen.

13) Wir werden zwei eigentliche Geraden G,H mit GAAH = @

. . als wind-
schief bezeichnen.



Wir wollen uns zum AbschluB dieses Kapitels noch mit den Problemern, die
im Zusammenhang mit dem Satz von Desargues stehen, beschdftigen. In der
ebenen Geometrie kann der Satz von Desargues erwartungsgemdl nicht be-
wiesen werden. Wir werden ihn als Axiom fordern miissen. In der rdumli-
chen Geometrie dagegen kann der Satz bei gewissen Eigentlichkeitsvor-

aussetzungen bewiesen werden. Wir formulieren zundchst drei verschiede-

ne Fassungen der Aussage von Desargues.

(D) Es sei z ; a;y 85, a3:431' by, bys dyy dy, dy eine geschlossene

Desargueskonfiguration mit
(1) a,by a8, b2'b3 sind projektive Geraden von %h) .

Dann folgt =z & a3b3 -

4

(Ds) Es sei z; a1y 8y 833 bay by, bsi dqs d,y d; eine geschlossene

Desargueskonfiguration mit

(i) a by, am, , b2b3 sind projektive Geraden von 1?p .

(ii) a9 d, sind eigentliche Punkte .

Dann folgt =z & a3b3 "

14) Nach [6] ist damit 2z = a b, Mayb, , d; = ajakf\bjbk fir i £ j

Fk /i, d €d,d; und zFa  Fb, £z, a,}¢ TR 1:1¢-b'2'b'3
gemeint.

- R



(Dsr) s sei =z; a,, a b b3; diy dsy d3 eine reschlossene

2! 8‘3; b‘}’
Pesargueskonfiguration mit

2’

(i) ab. s 848, b2b3 sind projektive Geraden von Q?b
(iii) Es gibt zwei verschiedene Geraden AB' DEE ?p mit
ay €Ay, d, €Dy s, DE¢{a1,a2,a3§ wnd A, VD, £ B

bDann folgt b, .
n folg z & a3 3

Die Giiltigkeit von (Dsr) setzt nun offensichtlich voraus, daB die In-
zidenzstruktur mit Projektivitdtsbereich rdumlich ist. Aullerdem gilt
offensichtlich (D)==>(Ds) und im rdumlichen Fall (D)= (bs)=p(lsr).
In [6] konnte aun gezeigt werden, daB (Dsr) in jeder rdumlichen In-
zidenzstruktur mit Eigentlichkeitsbereich15) gilt, wahrend (Ds) und
(D) jeweils nur bei gewissen Zusatzaxiomen nachgewiesen werden konn-
ten. Aufgrund der Giltigkeit von Satz 1.3*, der im rdumlichen Fall

mit dem in [6] formulierten Axiom (g) gleichwertig ist, kommen wir in

Inzidenzstrukturen mit Projektivitdtsbereich hier zum Ergebnis:

Hauptsatz 1

In einer rdumlichen Inziden~s*ruktur mit Projektivitiats-

bereich gilt der Satz von Desargues in der Form (D) .16)

§ 2 Die Einbettung in einen projektiven Raum

Fur die Einbettung der Inzidenzstruktur mit Projektivitidtsbereich ist die Giil-
tigkeit des Satzes von Desargues von wesentlicher Bedeutung. Fiir die ebene Geo-
metrie unterscheiden wir dabei zwei Falle, je nachdem ob (D) oder (Ds) vor-
ausgesetzt wird. Im réumlichen Fall ist nach Hauptsatz 1 der Satz (D) giiltig.
Fir die Einbettung der ebenen Geometrie reichen diess Voraussetzungen aus, Im

raumlichen Fall aber konnten wir die Einbettung nur unter Voraussetzung von zwe:
weiteren Axiomen beweisen.

15) D.h. bei Voraussetzung der Axiome (I 1), (I 2), (I 3), (I 4) aus [61.
16) Zum Beweis dieses Satzes vergleiche Hauptsatz 1 ¢ aus [6].



2.1 Die Einbettu.ng einer ebenen Inzidenzstruktur mit Prolektivi-
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titsbereich in eine projektive Ebene

In [6] haben wir das Verfahren der Einbettung eines desarguesschen
Ebenenkeimes von E., Ellers/E. Sperner [5] auf die ebene Inzidenz-
struktur mit Projektivitidtsbereich, in der das Axiom (D) bzw.
(Ds) vorausgesgetzt wird, ilibertragen. Als Hilfsmittel werden da-
bei (z,F)-Kollineationen bzw. achwache (z,F)-Kollineationen ver-
wendet,

Bs wird zunichst eine Gerade F_ & ?p ausgewihlt und fir das Fol-
gende festgehalten. Wir bezeichnen dann die Menge aller (z.Fo)-
Kollineationen bzw. aller schwachen (z,Fo)-Kollineationen, wWo-

bei z alle eigentlichen Punkte durchliuft, mit [7 .

v o
Wir konstruieren nun einen neuen Inzidenzraum ” y, der die projek-

tive Hille unserer Inzidenzstruktur darstellen wird. Als Punktmenge
setzen wir {‘f(ﬁ) / ‘fér'Fo und pe?P (bzw. pé’E bei (Ds)]} .
Als Geraden von T wihlen wir die Geraden von g« , wobei jedoch noch
jeweils einige Elemente von der obigen Punktmenge zu einer Geraden

hinzukommen konnen. Die Inzidenzrelation ist dann durch 3 bestimmt.

Es seien im folgenden nun einige Sdtze aus [6] iibertragen, deren Be-

weise dort zu finden sind.

Satz 2.4 Eine ebene Inzidenzstruktur mit Projektivititsbereich, in
der das Axiom (D) bzw. (Ds) gilt, ist (z,F)- transitiv
beziiglich irgendeines 2z & jPe und F & ?e ; d.h. sind
z € ?e und F & ?p vorgegeben, so gibt es zu jedem
Paar R, R' eg mit z¢R, R' und F # R, R' und
RNAF=R'NAF eine (z,F)-Kollineation bzw. eine schwache
(z,F)-Kollineation, die R auf R' abbildet.

Satz 2.5 Es sei \p eine schwache (z,F)-Kollineation mit \¥G) = G
Y fiir eine Gerade G mit z¢ G und F4 G . Dann ist P
die identische Abbildung.

Satz 2.6 Die Menge rl:'z aller (z,F)-Kollineationen bzw. schwa-

]

chen (z,F)-Kollineationen mit festem z & Jrlz und F € %p
bildet eine Gruppe.
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Satz 2.7 Die Menge f;B = L_J r mit festem F,B € g’p
]

z¢ B F,z
bildet eine Gruppe.

Satz 2.8 a) 2u zwei verschiedenen Geraden G1, C':2 gibt es stets

ein pef, mt PG), P, € 9, -
o

b) Zu drei nicht-kopunktualen Geraden Gyy G, G3 gibt
es stets ein A € l";, mit 'Y(G1) = G,, ?(Ga) = G,

Q
und H,) € ?p .

Satz 2.11 Jede (y,Fo)-Kollineation bzw. schwache (y,Fo)-Kollinea—

tion induziert in der neuen Geometrie r’Tlevine inzidenzer-
haltende Abbildung.

o
Satz 2,12 Die Geometrie | ist eine projektive Ebene.

Satz 2.13 1In der Geometrie r/7.13111: der allgemeine Satz von Desargues.

Weiterhin 1dBt sich offensichtlich die ebene Inzidenzstruktur mit
Projektivitatsbereich P. odt . ?p) in die desarguessche projek-
tive Ebene?rvermittels der Vorschrift p—-b? und G=PG voll-

einbetten bzw. einbetten17). Wir erhalten also insgesamt:

Hauptsatz 2: Eine ebene Inzidenzstruktur mit Projektivititsbereich,

in der das Axiom (D) bzw. {(Ds) gilt, ist in eine
desarguessche projektive Ebene voll-einbettbar bzw.,
einbettbar. Dabei ist die Geradenmenge der projekti-

ven Ebene mit 3identisch18).

17)

18)

Werden alle Punkte und Geraden in ?rinzideqztreu abgebildet, so
sprechen wir von der "Volleinbettbarkejit'., Werden nur die ej-
gentlichen Punkte und alle Geraden in }' inzidenztreu abgebildet,
80 sprechen wir von der '"Einbettbarkeit',

Wird nur (Ds) vorausgesetzt, 50 gibt es ebene Geometrien

(P, %, }b) » die aus einer projektiven Ebene und

einzelnen weiteren Punkten des zugehiorigen projektiven Raumes be-

stehen. Die Volleinbettbarkeit kann dann offenbar nicht bewiesen
werden.

Wird umgekehrt vorausgesetzt, daf (.P . ? R ?p) in eine desar-

guessche Ebene volleinbettbar bzw. einbettbar ist, 8o folgt offen-
sichtlich auch die Giiltigkeit von (D) bzw. (Ds) .
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in_einen projektiven Raum

Wie wir schon erwahnten, bendtigen wir fiir das bislang gefundene Verfahren der
Einbettung einer raumlichen Inzidenzstruktur mit Projektivitdtsbereich zwei wei-

tere Ax:lone.19)

(I P) Zu je zwei Punkten a,‘be:l? gibt es projektive Geraden A, B € ?p
mit a €A, b€ B und AMB = g 20,

(III P) Die Dualgeometrie (&, oq( R ?9)21) ist auch eine Inzidenzstruktur mit

Projektivititsbereich, d.h. sie erfiillt die Axiome (I P 1) bis
(I P4&),

Wir kdnnen nun zunichst einige einfache Folgerungen aus den Axiomen ziehen, Die

Beweise konnen in [6] nachgelesen werden.aa)

Satz 3.1 a) Zwei verschiedene, eigentliche Ebenen haben stets genau eine Ge-

rade gemeinsam.

b) Eine eigentliche Ebene und eine projektive Gerade haben stets ei-

nen Punkt geseinsam,
¢) Jede Gerade gehort stets mindestens zwei eigentlichen Ebenen an.

d) Jede Gerade enthilt stets mindestens drei eigentliche Punkte.

Satz 3.2 a) Es gibt drei projektive Geraden X, Y, Z , die einen Punkt
gemeinsam haben und nicht in einer Ebene liegen, mit
xutoz = P .
b) Fiir je drei projektive Geraden X, Y, Z , die einen Punkt ge-
meinsam haben und nicht in einer Ebene liegen, gilt XUYUZ = 9.

19) In [6] wurde noch ein weiteres Axiom (II 1) gefordert. Dieses wird dort le-
diglich filr den Nachweis von (D) in (&, % . & ) venstigt. Nach Haupt-
satz 1 haben wir das Axiom hier jedoch nicht nitig.

20) Als Folgerung aus diesem Axiom ergibt sich - ﬁg .

21) Mit € bezeichnen wir die Menge der eigentlichen Ebenen von ( VT4 R ’f ’ 9, e
In der Dualgeometrie iibernehmen die eigentlichen Ebenen die Rolle der
Punkte. Dabei ist & € G in der Dualgeometrie gleichwertig mit G < [

~ in der Geometrie (¥,9 ,%p ).
22) Wir iibernehmen dabei die Satz-Numerierung aus [6].
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Es wird nun ein Punkt e, von ? ausgewihlt und zunachst festgehalten. Wir
betrachten dann das Biindel aller eigentlichen Ebenen und aller Geraden, die mit
e inzidieren. Dieses Biindel stellt in der Dualgeometrie eine ebene Inzidenz-
s:ruktur mit Projektivitdtsbereich dar, Wir kdnnen also die obigen Ergebnisse
hierauf anwenden, Es sei dafiir eine projektive Gerade F‘0 dieses Biindels fest~

gehalten. Mit E.' sei die Menge der (% ,F )-Kollineationen unserer ebenen
Dualgeometrie bezegchnet.

Wir ktnnen nun diese ebene Dualgeometrie projektiv abschlieflen wie oben geschil-
dert. Als "neue Punkte' erhalten wir Geradenmengen f(&‘) , wobei Y€ F;‘o und
& eine Ebene von e’ durch e ist. Betrachten wir alle Punkte von P ydie

mit mindestens einer Geraden einer solchen Geradenmenge ‘P(Q) inzidieren,

80 erhalten wir eine Teilmenge von ?, die wir mit ‘?II bezeichnen wollen.

Wir fiihren nun eine entsprechende Konstruktion fiir Jeden Punkt e wvon P durch.
Die Gesamtheit aller dabei zu bildenden Mengen ¥’ bezeichnen wir mit F.

Wie in [6] gezeigt werden konnte, stellen die Mengen von F eine Verallgemeine-
rung der Ebenen von ( JP, % . ?p) dar; es gelten nimlich folgende Sstze:

oy .
Sate 3.4 Die Mengen '$&' sind Teilriume von ( 7, ? ’ ?p).

Porvs
Satz 3.7 Zu je drei nicht-kollinearen Punkten gibt es genau eine Menge ‘Y&
von ¥, die die drei Pumkte enthiilt.

—
Satz 3.8 a) Der Durchachnitt von swel verschiedenen Mengen ) L ‘Y'F von &
ist entweder leer oder ein Punkt oder eine Gerade.

b) Wenn eine Menge I;P'? von I eine projektive Gerade enthilt, so ist
sie gleich einer eigentlichen Ebene von (& ' ? ' ?p)-

¢) Der Durchschnitt einer eigentlichen Evene mit einer von dieser ver-
schiedenen Menge "fd von F ist stets eine Gerade.

d) Eine projektive Gerade hat mit jeder Menge '\fe{ von T einen Punit
gemeinsen.

Auf der Grundlage dieser Ergebnisse lassen sich nun jedem Punkt P von ? beziig-

lich eines geeigneten Bagissystems 0, AL JLy, 4, homogene Koordinaten iiber
einem Kirper zuordnen. Die Punkte einer Geraden geniigen dabei linearen Gleichun-
gon.23) Als Ergebnis erhalten wir damit

Hauptsatz 3 Eine rdumliche Inzidenzstruktur mit Projektivitatsbereich, die zu-

sitzlich die Axiome (II P) und (III P) erfiillt, ist volleinbettbar
in einen dreidimensionalen projektiven Raum,

23) Das Verfahren der Zuordnung von Koordinaten 8owie die Herleitung der linea-

ren Gleichungen fiir kollineare Punkte ist relativ umstindlich und kann
deshaldb hier nicht niher geachildert werden.
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§ 3 Automorphismen von Inzidenzetrukturen mit Projektivitatsbereich

Unter einem Automorphismus einer Struktur versteht man iiblicherweise eine bijek-
tive Abbildung der Grundmenge auf sich, bei der alle Struktureigenschaften er-
halten bleiben. Ein Automorphismus von ( 27, ‘}f ' ?p) kann zundchst nur als
geradentreue Abbildung definiert werden. Wir werden dann zeigen, daB dis anderen
Struktureigenschaften unserer Geometrie auch erhalten bleiben, unter der Voraus-
setzung, daf ?p alle projektiven Geraden enthilt.

Definition Eine bijektive Abbildung G’ von j? auf sich, die als Bildmenge einer
Geraden von § wieder eine Gerade von ¢ liefert, heist Automorphismus

von (&, ? ’ ?—p).

Es ist zunichst klar, dad ein Automorphiewus von ( ¥, 2. ?p) Teilraume auf
Teilraume abbildet, insbesondere werden much Ebenen auf Ebenen abgebildet. Dafl
ein Automorphismus vor ( ? ' ? v 21,) nicht nur ein Automorphismus des Inzi-
denzraumes ( B .9’ ) ist, sondern die Eigentlichkeitacharakteristika erhilt,
zeigt der folgende Satz.2')

Satz 5.1 Es sei ein Automorphismus G’ von ( ip, ? . ?p) gegeben.

a) Der Automorphismus bildet projektive Geraden wieder auf projektive
Geraden ab,

b) Besteht ?p aus allen projektiven Geraden oder gilt V(?p): ?p y 50
werden auch eigentliche Ebenen wieder auf eigentliche Ebenen und
eigentliche Punkte wieder auf eigentliche Punkte abgebildet.

BEWEIS: a) Es sei G’ ein Automorphismus von ( P, ?, ? ) und A eine be-
liebige projektive Gerade. Sei weiterhin Y eine beliebige gende, die mit G(A)
eine Ebene of gemeinsam hat. Es ist nun bokamntfl..’l.ch25 ) auch & 1 ein Automor-
phismus von (& . ?, ’p)' Es ist deshalb 671 (%) eine Ebene, die A ent-
hilt. O:1 (Y ) ist dann eine Gerade, die zur Ebene 071 (X ) gehsrt. Nach
(IP 3) haben 071 (Y) und A einen gemeinsamen Punkt x ., Dann ist aber 6°(x)
ein gemeinsamer Punkt von Y und G(A) . Also ist 6(A) eine projektive Gerade.
Die Behauptung b) ist eine triviale Folgerung aus a) .

24) Da wir in § 2 schon die Satz-Numerierung mit 3 verwendet haben und da wir
in § 4 einige Sitze aus [6] mit der Numerierung 4 iibernehmen werden, ver-
wenden wir hier die Numerierung mit 5.

25) Vgl. etwa [20] Aufgabe (1.5).
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Es sei weiterhin erwihnt, dad offensichtlich ein Automorphissus @ von

% % ) auch eine Bi;}oktion von & auf sich induziert, die jedes Biischel
7 wieder auf ein Biischel § (wobei ¥= G(P)) abbildet. Jeder Automorphissus
ist deshalb auch eine G-Kollineation. Umgekehrt sind die G-Kollineationen
aber im allgemeinen keine Automorphismen, denn die ( z ,F )-Kollineationen

wurden ja gerade benutzt um 'neue'’ Punkte zu erhalten.

Wir setzen im Folgenden voraus, daf die Inzidenzstruktur mit Projokti{._:i..‘tits-
bereich (&P R ? , 7})) in eine desarguessche, projektive Geometrie /| einge-
bettet ist. Diese s0ll die kleinste projektive Geometrie sein, in die
(j?, % . ? ) einbettbar ist, d.h. %is‘t der vrojektive Abachiud.

Es tritt nun die Frage auf, ob und wie sich die Automorvhismen von (fP @ 9’,7)

2u Projektivitdten von l/ erweitern lassen. Fiir den ebenen und den dreidimen-
sionalen Fall werden wir im Folgenden diese Frage positiv beantworten. Dariiber-

hinaus lassen sich die Beweise auch auf viele andere Fille anwenden.

Satz 5.2 Iat (? % ? in eine desarguessche projektive Ebene ?\einbett-
bar, so wird durcﬁ einen Automorphismus & von ( I, ? ?’ ) in W7
in eindeutiger Weise eine Projektivitit induziert.
BEWEIS: Nach Hauptsatz 2 besteht die Geradenmenge der projektiven Ebene ?'aus
den gleichen Geraden (mbglicherweise mit einigen Punicten mehr) wie % . Da jeder
Punkt von / mls Geradenbiischel definiert ist, wird durch & schon eindeutig eine
Abbildung der projektiven Ebene rI?wauf sich induziert. Es wird nun gezeigt,
dafl diese Abbildung in %auch die Inzidenz erhilt, d.h. etwa dad je drei in F(\'
kopunktale Geraden wieder auf kopunktale Geraden abgebildet werden. Enthalten
dabei die drei Geraden einen Punkt von fl) s 80 1st die Behauptung trivial,

Es seien also nun G, H, K drei Geraden von &, die einem Punkt m = ‘f(?) von

Il angehdren und o.B.d.A. sei G, H, K ¢ ? . Wir wihlen nun eine projektive

Gerade A € (vgl. (IP 2)) und metzen a, = GAA, 8y = KNA, Es ist

A4 G, K wegen G , K €& ?p « Durch 2, finden wir dann nach (IP 4) eine pro-
jektive Gerade B € @ mit B A undes ist B¢ G, H, K wegen G, H, Kt#}]
Wir setzen b, =GN B, a, = HAB . Durch b, gibt es wiederum nach (IP 4)

twei projektive Geraden C, D mit B# C $ D4 B und es ist C, D#G, H, K .

Wir setzen ‘b2 =HAD, b3 = KANC . Weiterhin existieren eindeutig die Punkte

dy = B/\bb3,d =ANC, 4= DNa

1% -
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o= -

—K

Da G, H, K in ?'kopunktll sind und da in r”\'der allgemeine Satz von Desargues
gilt, folgt d, € EZ&;& ? . Wenden wir nun den Automorphismus G auf die ge-
samte Konfiguration an, so stellen 3'(11), 0(12). 0(a3), G(b,'), F(ba),
67(v ), 6%(a,), 67d,), 6(a,
alle Verbindungsgeraden stellten Geraden aus qdar. Insbhesondere gilt auch
@'(d,') e U'(da) m.j) . Nach dem nllg::einen Satz von Desargues in ’I}' ergibt
sich dann, daB 6(@), 6(H), FMK) in X kopunktal sind.

) wieder eine Desargueskonfiguration dar, denn

Es ist nun noch zu zeigen, dal die von ¢’ induzierte Abbildung in T bijektiv ist,
Ist 'f(fi) ein gegebener Punkt von T, 50 gibt es wegen der eben bewiesenen
Inzidenztreue einen Punkt *{'(a) von 7F mit 4(Q) S G"(‘P (ﬂ)). Die Abbildung
ist daher surjektiv.

Nehmen wir nun an, es gibe zwei verschiedene Punkte My, M, von ;7-“ , deren
Bilder ein Punkt m' ist. Wir wihlen dann eine projektive Gerade A, die /M,
und M, nicht enthilt. Sei h ein Punkt von P. der nicht zu A und nicht
zur Verbindungsgeraden von Mm,,#, gehort. Sei weiterhin a, (i=1,2) der
Schnittpunkt von A mit der Verbindungsgeraden von h und M; . Es sind dann
81.32 zwei verschiedene Punkte von 7? . deren Eilder identisch sein miissen.
Wir erhalten damit einen Widersmxch zur Bijektivitdt von G- . Also ist die

von G induzierte Abbildung in / auch injektiv.

Satz 5.3 Es sei (?,g.@r) in einen dreidimensionalen projektiven Raum ?’
einbettbar. Dann gilt:
Zu jedem Punkt M, von T gibt eine eigentliche Ebene & von ¥
und mindestens drei Geraden L,M,N von ¥ mit LMNCE , so
daf in der Erweiterung ) den Geraden und der Fbene angehort.
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BEWEIS: Es sei M ein Punkt von ’Fuund c.B.d.A gehire Mm keiner projek-
tiven Geraden an. Weiterhin sei (?,g,gf ) 0.B.d.A. nicht schon in eine Ebene
einbettbar. Dann gibt es zwei windschiefe projektive Geraden A,B . Diese ent-
halten beide nicht den Punkt A . Wir bilden nun in T die durch m und A
bestimmte erweiterte Ebene26). Diese hat mit B einen Punkt p gemeinsam,

der wegen B &€ %p auch zu P gehort. Auferdem gilt péA und pém . In 77
existiert dann die Verbindungsgerade von p und M ., Da sie mit A einen
Punkt gemeinsam hat, enthidlt sie also zwei Punkte von ? und gehsrt damit zu

g .- Auflerdem gehdrt M- damit zu der Erweiterung der eigentlichen Ebene

AU{pY . Wir finden dann nach Satz 1.4 zwei weitere Punkte b,ce€A, die wir

in der Erweiterung von m mit @ verdbinden konnen. Da nach Satz 1.1
in W weitere projektive Geraden existieren, konnen wir wie oben folgern,

daBl die Verbindungsgeraden von a1 mit b und ¢ auch Geraden von ?- sind.

O

Satz S.4 1Ist (P ' g ' ?p) in einen dreidimensionalen projektiven Raum /7
ein‘_\:.ettbar, 80 wird durch einen Automorphismus & von ( &, 2. ;p)

in [ in eindeutiger Weise eine Projektivitdt induziert.

- I3 N
BEWEIS: Es sei m ein Punkt von ¥ s der o0.B.d.A nicht schon zu ?gch&irt. Derin

gibt es nach Satz 5.3 zwei verschiedene Geraden L, M € gl und eine

eigentliche
Ebene £mit L, M € &

s 80 dafd in der Erweiterung von € die Geraden L, M den
Punict & enthalten. Wenden wir nun den Automorphismus @ won ( P , ? ’ ? ) auf
diese Konfiguration an, so geht £ in eine eigentliche Evene & iiber, die dfe Bild
geraden G(L), #(M) enthilt. Der Bildpunkt von A ist dann eindeutig als der-

jenige Punkt der erweiterten Ebene festgelegt, der in Tder Schnittpunkt von
(L) una &(M) ist.

Es ist zunidchst zu zeigen, dall diese Festlegung wohl-definiert ist, d4.h. dafl sie
unabhingig von der Wahl der eigentlichen Fbene § ist. Es seien also £, J’
zwei eigentliche Ebenen, die A enthalten, Da 1 dreidimensional ist, existier

27)

die Schnittgerade der beiden Ebenen, welche auch zu ? gehort. Wir bezeich-

nen sie mit L .

26) Um mit den Begriffen nicht zu Verwechslungen zu kommen, nennen wir die Eben
des projektiven Raumes ' erweiterte Fbenen. Im Sonderfall brauchen sie
natiirlich keine echten Erweiterungen darstellen.

27) Der Beweis, und damit die Aussage des Satzes,lift sich auch auf hoher-dimer
sionale Riume verallgemeinern, wenn sich zwischen je zwei eigentlichen
Evenen & und {, die 4 enthalten, stets eine Kette eigentlicher Ebenen
£,E, E.,fg, vy lom f finden lift, die alle s enthalten und von denen je
zwei aufeinanderfolgende eine Gerade von ‘7. gemeinsam haben.

Beispiel 7 aus §4 =zeigt, daR diese Bedingung nicht immer erfiillt ist.
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Es gibt dann nach Satz1.1 Jeweils in £ und § eine projektive Gerade A bzw. R
mit AL £ BAL . Wir setzen a,= AAL , b1= BAL . Sei weiterhin pe.i’ ein
Punkt von & mit p@€ L . In der Ebene AU{pS wihlen wir eine projektive Gera-

de C mit C¥ A , C‘a und setzen a,= AnC , a3- Cna,]p . Wegen A#C und

m,¢? sind a,, a,, a, verschieden. In der Erweiterung von £ bzw.d existiert
dann die Verbindungsgerade von a, bzw. a3 mit 4 . Diese beiden Geraden ge-
horen offenbar (vgl. Beweis von Satz 5.2) zu # wir bezeichnen sie mit M, N

und setzen bB—BnN.Uirvahlonda.nneinenPunkt baeu mit b #a

(vgl. I 2). Von C und m wird in I eine Ebene erzeugt. Diese enthalt a,

ba, b3 . Da C projektive Geramde imt, liegen ., 3, 2, b3 auch in einer
Ebene von (.F ? }) . Wir getzen dann g, =Cn b.b. . Weiterhin seien

273"

s &

31

Da in F'der allgemeine Satz von Desargues gili, folgt d & dzd} Wir wenden
auf diese Konfiguration den Automorphismus ¢ an. Die drei B:.ldgeraden 67(L) ,

&(M) , G(N) sind dann nach dem Satz von Desargues in 7 viedor kopunktal.
Also definieren zwei Geraden L, N & d den gleichen Bildpunkt wie zwei Geraden
L, M & . Die Unabhiingigkeit des Bildpunktes von den Geraden einer eigentlichen
Ebene wurde schon im Beweis von Satz 5.2 mitgeliefert.

Es s0ll nun gezeigt werden , daf drei 1nfrkoll1neare Punkte nach der Abbildung
wieder kollinear in sind.

Fall 1: Alle drei Punkte gehtren schon zu ® . Denn ist die Behauptung trivial.
Fall 2: Zwei Punkte gehdren zu ? und beide liegen in einer eigentlichen Ebene.

Die Behauptung folgt dann entsprechend dem Beweis von Satz 5.2 .Eb)

28) In jeder eigentlichen Ebene wird eine ebene Inzidenzstruktur mit Projektivi~
tdtsbereich induziert. Es gelten daher auch die Folgerungen dort.
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Fall 3: Einer der Punkte gehirt zu ?. Wir nenner ihn a . Die anderen beiden
seien mund #, genannt. (Im Sonderfall kamn #., auch zu P gehiren. Dies wird
Jedoch nicht allgemein vorausgesetzt. Ebenso wird nicht vorausgesetzt, da8 die
Verbindungagerade zu g gehért.) Nach Satz 5.3 gibt es eine eigentliche Ebene £ ,
zu deren Erweiterung # gehtrt. In dieser wihlen wir nach Satz 1.1 eine projektive
Gerade A mit a ¢ A in der eigentlichen Ebene A U {af wihlen wir eine
projektive Gerade D mit DA und a D . Inf existiert dann die erweiter-
te Ebene, die D und ’"‘b enthiélt, Diese hat mit £ eine Gerade als Schnitt.—
Falls 'n.b nicht zu £ gehdrt, existiert diese Schnittgerade G in fl.l‘.'csindoutzlg.
Sie hat zuniichst in J mit den projektiven Geraden von £ Schnittpunite. Diese
Schnittpunkte gehtren aber auch zu P . Deshalb ist G auch eine Gerade von 9 .
Falls "’b und D zu £ gehdren und Mb ¢ f) , wihlen wir durch AAD irgend-
eine von A und D verschiedene projektive Gerade von £ als G (vgl. IP 4).
Wogen % ¢ gehirt dann M, aicht zu G .

Falls 7, und D zu € gehren und Mbe-? y verfahren wir nach Fall 2 weiter.—
Nach Satz 1.4 gibt es zwei verschiedene Punkte b,, b, €0 mit by, b, fana.
In der Erweiterung von & existieren die Verbindungsgeraden von b2 und l::3 mit
A . Diese haben mit A je einen gemeinsamen Punkt, der auch zu P gehort. Wir
nennen die Schnittpunkte a, baw. a, . Weiterhin sel d, = 6N _A_:_ 4, = gn D
d; = a,a AD, In der Erweiterung der eigentlichen Ebene von p = G UD existiert
die Verbindungsgerade von b, und M, bzw. von lr.v3 und A, . Da diese zur
ervweiterten Ebene von a., b bzw. 13, b3, a gehiren, mul die Verbindungs-

2!

kJ
gerade von b2 und ﬂlb Edurih d3 und die Verbindungsgerade von b3 und an
durch d2 gehen., Die genannten Verbindungsgeraden gehcren deaha}e zu % . Die
Punkte %; a, a,, 0 Ay, by byi dg, dy, d; bilden also in #"eine Desar-
gueskonfiguration, von der hochstens die Verbindungsgerade von &, a, M,b nicht
Zu ? gehort. Nach Anwendung dees Automorphissus gehen die Geraden von 7 wieder
in Geraden iiber und alle Inzidenzen bleiben erhalten (entweder nach Fall 1 oder
Fall 2). Nach dem aligemeinen Satz von Desargues sind dann die Bildpunkte von
&, a, # . auch kollinear.
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Fall 4: Alle drei Punkte sind beliebig. Wir bezeichnen sie mit M, . X4, -

Rach Satz 5.3 gibt es zwei verschiedene Geraden M, N € ? und eine eigentliche
Ebene £ mit M, N €E€ und A inzidiert mit M, N und M., N, inzidieren nmicht

mit M, N .
Nach Satz 1.1 gibt es zwei verschiedene projektive Geraden A, BC £ mit

ANB &M, N . Vir setzen a2=AnM,33=AnN,b2=BnH,b3=BnN

und d‘l =ANB. In ?existieron dann die Verbindungsgeraden von a, bzw. b2

mit ma bzw. ab und schneiden mich im Punkt 4!3 und es existieren in ??'die

Verbindungsgeraden von n3 bzw. b3 mit 'n‘ bzw. fltb und deren Schnittpunkt
ﬂ,z » Nach dem allgemeinen Satz von Desargues in »'sind dann d1, m 29 n

3
kollinear in 7.

Wir konnen nun auf die Konfiguration den Automorphismus anwenden und nach Fall 3
bleiben alle Inzidenzen erhalten. Nach dem allgemeinen Satz von Desargues sind
dann aber auch die Bilder von m., na’ ﬁ,.b kollinear.

Es ist jetzt noch zu zeigen, daB die durch {J7 induzierte Abbildung bijektiv ist.
Auf Grund der Konstruktion und der Bijektivitat von &~ folgt sofort, daB die in-
duzierte Abbildung auf ist. Es bleibt noch die Injektividt zu zeigen iibrig.
Nehmen wir nun an, es gibe zwei verschiedene Punkte M, ,mm, von ’17- y die auf
einen Punkt ' von r abgebildet werden.(0.B.d.A. kinnen wir M,,,ﬂ,_*@ vor-
aussetzen). Wir wihlen wir dann zunichst eine projektive Gerade A , die »t,
und am, nicht enthalt. Durch M, A und M4 sind in ?f_zwei Ebenen gefi-
niert, die von eigentlichen Ebenen 2,,2, erzeugt werden kinnen. Wir wihlen

auf A drei verschiedene Punkte b, ¢,d und durch b 2zwei verschiedene
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projektive Geraden B1,82 mit A¥f B‘I‘BE und B1C‘.‘:1 ' B2C£L_. Die Verbindungs-

geraden von m, bzw., sy mit c,d seien C1‘D1 bzw. genannt. Da Bi

C2'D2
(i=1,2) eine projektive Gerade ist, existieren die Schnittpunkte e = Bi,‘ci '
fi: Bif\Di (i=1,2) . Auf Grund der Inzidenzerhaltung der Abbildung und der
An?ahme folgt dann fiir die entsprechenden Bilder C::C; und Dﬁ:Dé und damit
54=2£ . Wegen der Bijektivitit von (> mud dann auch £‘=€,_ gelten. Wir
verfahren dann weiter wie im ebenen Fall -siehe im Beweis von Satz 5.2- und

erhalten einen Widerspruch, womit die Injektivitdt auch bewiesen ist.

Als Zusammenfassung von Satz5.2 und 5.3 erhalten wir den folgenden Hauptsatz.

Hauptsatz 5 Ist die Inzidenzstruktur mit Projektivititsbereich in eine
desarguessche vrojektive Ebene oder in einen dreidimensionalen
projektiven Raum einbettbar, so induziert jeder Automorphismus
der Inzidenzstruktur mit Projektivititsbereich in eindeutiger

Weise eine Projektivitat im projektiven Abschlud. 9

§ 4 Modelle von Inzidenzstrukturen mit Projektivitdtsbereich

Wir werden auf zwei verschiedene Weisen Modelle konstruieren. Einmal gehen wir
von Spiegelungsgruppen aus, zur zweiten gehen wir von einer projektiven Geo-
metrie aus( d.h. setzen die Einbettbarkeit voraus) .

30)

Es sei zunichst also eine Spiegelungsgruppe (G, D) gegeben” ', d.h. eine

Gruppe G mit einem Erzeugendensystem D , die folgende Axiome erfiillt:

(G 0) Alle Elemente von D sind involutorisch und D # @ .
(6 1) abx, aby, abz involutorisch fir a,b,x,y,z € D mit a#b == xyz€D .
(G 2) Es gibt mindestens ein eigentliches Biischel und

jedes x€D gehdrt entweder keinem oder mindestens drei eigentlichen

31

Biischeln an .

Wir nennen (G, D) eine §p_ernersche SEiegelungsgruppe, wenn an Stelle von (G 2)

e T . o e . e A ety e 8 b oy T

(G 2*) Jedes x€&D gehdrt mindestens drei eigentlichen Biischeln an gilt .

29) Unter dem projektiven Abschlufl verstehen wir den kleinsten projektiven Raum.
inden (&, %, % ) eingebettet verden kann. Ist die Inzidenzstruktur

mit Projektivitﬁ‘_tsbcpeich prinzipiell einbettbar, so existiert offensichtlic
auch der projektive Abschluf.

20) Vgl. [17] oder [6] wund auch [22], [14], [28] .

31) Eine Menge By = {xGD / abx involutorisch,} fir a,b€D und a#d
heifit Biischel. Die Menge aller Biischel bezeichnen wir mit R
Ein Biischel, das mit jedem anderen Biischel einen nicht-leeren Durch-
schnitt hat, heiBt eigentliches Biischel. Die Menge aller eigentlichen
Biischel wird mit Bo bezeichnet.
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Es lassen sich nun jeder Spiegelungsgruppe drei Inzidenzstrukturen zuordnen?
Erstens die sogenannte (verallgemeinerte) absolute Ebene (G/D)1 , deren Punkte
die eigentlichen Biischel und deren Geraden die Elemente von D sind,

zweitens die duale (verallgemeinerte) absolute Kbene (G/D)2 , deren Punkte die
Elemente von D und deren Geraden die (beliebigen) Biischel sind,

drittens der sogenannte Gruppenraum D(G) , dessen Punkte die Elemente von D°

und dessen Geraden die Mengen N-Ba mit aeDz. Bed sind.

Uber diese drei Inzidenzstrukturen lassen sich nun nach [6] und [14] die
folgenden Aussagen machen.

Satz 4.1 a) Die absolute Ebene (G/D)1 ist ein ebener Inzidenzraum, in dem
das zu (Ds) duale Axiom giiltig ist.
b} Die duale absolute Ebene (G/D)2 ist eine ebene Inzidenzstruk-
tur mit Projektivitdtsbereich, in der (Ds) gilt .
Ist (G, D) eine Spernersche Spiegelungsgruppe, so gilt (D) .

Satz 4.2 Der Gruppenraum D(G) ist eine rdumliche Inzidenzstruktur mit
Projektivititsbereich, in der die Axiome (D) , (III P) erfiillt
sind.

Ist (G, D) eine Spernersche Spiegelungsgruppe, so gilt (II P) auch.

Satz 4.3 Im Gruppenraum D(G) ist das Axiom (II P) stetts dann erfiillt, wenn
fiir die Spiegelungsgruppe die folgende Bedingung erfiillt ist:
(G ii) Fiir jedes Paar ¢,d€D gibt es a,xeD mit ecd = ax

32)

und a,x sind in eigentlichen Biischeln enthalten .

Fassen wir die Ergebnisse zusammen und beachten wir Hauptsat 2 und 3 , so
erhalten wir den folgenden Hauptsatz.

Baupteatz 4 Es sei (G, D) eine Spiegelungsgruppe, dann ist
a) (G/D)2 eine ebene Inzidenzstruktur mit Projektivitidtsbereich,
die in eine desarguessche projektive Ebene einbettbar ist.
b) (G/D), voll-einbettbar, wenn (G 41) erfiilit ist.
¢) der Gruppenraum D(G) eine réumliche Inzidenzastruktur mit
Projektivitdtsbereich, die in einen projektiven dreidimen-
sionalen Raum voll-sinbettbar ist, wemn (G ii) gilt.>2)

Lys. 0
Wir wollen nun von einem projektiven Raum 4 ausgehen, d.h. wir setzen die
Voll-Einbettbarkeit der Inzidenzstruktur mit Projektivitdtsbereich voraus.

32) Die Bedingung (G ii) ist in jeder Spernerschen Spiegelungsgruppe erfiillt.
Beziiglich der Begriffe "einbettbar" und 'voll-einbettbar' vgl. Anm. 17 .
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Es ist dann klar, daB die Punktmenge j/) sich aus der Punktmenge der projek-
tiven Geometrie durch Herausnahme einer Teilmenge U Crergibt, es ist also
NTg =/7V \ U . pie Geradenmenge g besteht aus allen Geraden von T. die mit
\u mindestens 2wei Punkte gemeinsam haben. Die projektiven Geraden sind
dann alle Geraden von (il\', die mit U keinen Punkt gemeinsam haben., Die Menge
aller solcher projektiven Geraden sei mit % bezeichnet.
Die durch 7 und U auf diese Weise definierte Inzidenzatruktur nennen wir
die Spurgeometrie von 77' bzgl. u .

Satz L.4 Es seien eine projektive Geometrie W_und eine beliebige Teil-~
menge U von V gegeben.
a) Die Spurgeometrie von ? bzgl. U  ist stets ein Inzidenzraum.
b) Die Struktur (J,%, ?) erfiillt die Axiome (IP 1) , (IP 3) .
¢) Ist ?7' desarguesch, sg gilt auch (D) in (?,q,z) .

Damit auch die Reichhaltigkeitsaxiome (IP 2), (IP 4) in der Spurgeometrie
erfiillt sind, miiseen wir zwei Forderungen an U stellen:

(U 1) Es gibt mindestens zwei Geraden von W", die mit U keinen gemeinsamen
Punkt haben.

(U2) Ist A eine Gerade von T , die mit Y keinen Punkt gemeinean hat,
80 gibt es durch jeden Punkt a@A und jede Ebene £>A mindestens
zwei weitere Geraden B,C mit a€B,C und £>B,C und BNAU =CAY = 4.

Es folgt nun

Satz 4.5 Ist w'eine projektive Geometrie und # eine Teilmenge von 4 , die
(U 1) (U2) erfiillt, so ist die Spurgeometrie von ¥ bzgl, # eine
Inzidenzetruktur mit Projektivitdtsbereich.

()
Ist I desarguessch, so gilt offensichtlich auch Axiom (D) .

Beziigiich der Automorphismen einer solchen Spurgeometrie lassen sich folgende,
sofort einsichtige Feststellungen machen:

Satz 4,6 FEs sei W™ eine projektive Geometrie und X eine Teilmenge von r//\ .
a) FEine Projektivitat 2" der projektiven Geometrie A’N ist genau
dann eine Automorphismus der Spurgeometrie von ¥ bzgl. U
wenn 7" zu den Fixabbildungen von U gehsrt.

b) Ist 71" zwei- oder drei-dimensional und desarguessch und er-
fillt die Teilmenge U die Bedingungen (U 1) (U 2) , so ist
Jjeder Automorphismus der Spurgeometrie von ¥ bzgl. & auch
eine Projektivitit von ﬁ— .
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AbschlieBend seien einige Beispiele von Inzidenzstrukturen mit Projektivitzts-

bereich genannt, die sich als Spurgeometrie einer projektiven Geometrie -
mit einer Teilmenge U , die (U 1) (U 2) erfiillt, darstellen lassen.

Beispiel 1

Beispiel 2

Beigpiel

Beispiel 4

Beispiel

Beispiel 6

Beigpiel 7

7T ist eine beliebige projektive Geometrie, die nicht nur aus
einer Geraden besteht, und U =g .

Die Spurgeometrie von # bzgl. U  ist dann mit W' identisch.
Die projektive Geometrie ist also ein Sonderfall einer Inzidenz-
struktur mit Projektivitatsbereich.

?!\ist eine projektive Ebene und {| besteht aus den Punkten einer
Geraden, mit Ausnahme von drei Punkten.

In der zugehorigen Inzidenzstruktur mit Projektivitdtsbereich
gehen durch jeden Punkt, der auBerhalb der ausgezeichneten Geraden

liegt, genau drei projektive Geraden.

(IT ist eine projektive Geometrie, deren Koordinatenmenge mindes-
. . =
tens drei Elemente entndit, und { sei ein Teilraum von I , der

keine Hyperebene ist. Aullerdem sei [/l mindestens zweidimensional.

Die zugehGrige Inzidenzstruktur mit Projektivitdtsbereich ist

nach [16] ein sogenannter 'geschlitzter Raum" .

(ﬂ-ist eine endliche projektive Ebene der Ordnung n  und u
ist eine beliebige Menge, deren Michtigkeit kleiner als (n-1) ist.

Tist eine unendliche projektive Geometrie, die mindestens zggi-

dimensional ist, und W ist eine beliebige endliche Menge.

?Tist die reelle projektive Ebene und U ist eine abgeschlossene

Kreisscheibe,

Die zugehorige Inzidenzstruktur mit Projektivitdtsbereich ist
die zur klaasischen hyperbolischen Fbene duale absolute Ebene

(G/D), .

lir'ist ein vierdimensionaler projektiver Raum. Weiterhin seien

€., o 2zwei bestimmte Ebenen von i , die genau einen Punkt M
gemeinsam haben. W wird nun gleich (’IT\(EUJD Y {fn} gesetzt.

Es sei hierzu noch angemerkt, daB sogar die Vereinigung von zwei
belisbigen punkt ierten Fbvenen (projektive Ebenen, denen ein Punkt
entnommen wird) auch eine Inzidentstruktur mit Projektivitatsbe-
reich ergibt, wenn man zur Geradenmenge noch die zweielementigen

Mengen aus je einem Element der punktierten Ebenen hinzunimmt.



Beispiel 8

Beispiel 9

Beispiel 10

[1] F.BACHMANN,
(2]  F.BACHMANN,
[3]  W.BLASCHKE,
{4]  E.ELLERS/H.KARZEL,

{5] E.ELLERS/E.SPERNER,

(6] G.GRAUMANN,
(7]  J.GRUNWALD,
(8] H.HIELMSLEV,

(9] H.KARZEL,
(10]  H.KARZEL,
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'ﬂ\'ist der dreidimensionale reelle projektive Raum und U ist die
Oberfliche einer Kugel.

In der zugehdrigen Inzidenzstruktur mit Projektivitdtabereich
ist Axiom (II P) nicht erfiillt. Es gibt sogar Punkte, durch
die keine projektive Gerade geht.

irist der dreidimensionale reelle projektive Raum und W ist
eine Kreislinie.
In der zugehtrigen Inzidenzstruktur mit Projektivitdtsbereich

gind die Axiome (II P) (III P) erfiillt. Es gibt aber Punkte,

durch die in einer bestimmten Ebene keine projektiven Geraden
verlaufen.

(\.—

If ist der dreidimensionale reelle projektive Raum und {{ bestehe
aus den Punkten einer Kugeloberfldache S sowie den Punkten von
a1a2\{a1,aal) s, Wobei a
sind.

448, 2zwei Punkte des Kugelinnern von 5

Die zugehtrige Inzidenzstruktur mit Projektivitdtsbereich entimit

¢ine Gerade, die mit keinem eigentlichen Punkt inzidiert. Uber-
dies hat diese Gerade nur zwei Punkte.
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