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Die Beschiiftigung mit regelmifi-
en Vielecken unter dem Aspekt
er Konstruktion von regelmafi-
gen (platonischen) Parkettierun- |
gen und Korpern liefert Einsich-
ten in mathematische Denkwei-
sen, Moglichkeiten der Kldrung
etner Reihe von Begriffen, Anlisse
fiir das Training von Problemldse-
fahigkeiten, Beziige zur Fihigkeit,
Zusammenhinge zu erkennen,
Situationen zum Uben in
Raumanschauung und Material
fiir die Ausbildung zeichnerischer -
Fertigkeiten sowie Ansatzpunkte .
fiir die Erschliefung der Umuwelt.
Auferdem konrnen bei diesem The- |
ma historische und dsthetische '
Aspekte gut integriert werden.
|

i
!

|

|
|
i
Prof. Dr. Giinter Grawmann, geb. 1941 |
Studivwm der Mathematik und Physik an der \

Uni Hamburg 1961 - 67, Promotion

in Mathematik an der TU Hannover 1989,

2. Staatsexamen 1969,

Ass. Prof. fiir Mathematik

an der U. of Florida/USA 1969 - 70,

Akad. Rat fiir Math. und Didaktik der Math.

an der PHN in Hannover 1970 - 74,

seit 1974 Prof. fiir Mathematik und

Didaktik der Math. in Bielefeld.

64

Das Thema ist relativ geschlossen, so
daB es jederzeit in den Unterricht ei-
nes 8., 9. oder 10. Schuljahres irgend-
einer Schulform der Sekundarstufe [
eingebaut werden kann. Die Aus-
fithrlichkeit und das Schwergewicht
der Reprasentationsmodi kann dabei
der jeweiligen Klassensituation ent-
sprechend gewéhlt werden. Auch
bietet das Thema viele Ansatzpunkte
fiir weiterfiihrende Fragestellungen.
Im folgenden wird zur Erlauterung
und als Anregung fiir die Aufberei-
tung des Themas eine mdgliche Unter-
richtseinheit (siche Kasten unten) be-
schrieben. Varianten dieser Fassung
wurden im Rahmen von Examensar-
beiten im 9. Schuljahr eines Gymnasi-
ums und im 10. Schuljahr einer Real-
schule schon einmal durchgefiihrt.

1. Phase: Einstimmung auf das
Thema und Wiederholungen

In dieser ersten Phase, die die ganze
erste Stunde der Unterrichtseinheit
umfassen soll, geht es um Wiederho-
lung und Vertiefung von Begriffen
und Erkenntnissen aus fritheren
Schuljahren, die als Grundlage fir die

1 Inhalte der ganzen Unterrichtseinheit
* gelten. Wenn kein besonderer Bezug

zu den Unterrichtsstunden der ver-
gangenen Wochen hergestellt werden
kann, empfiehlt es sich, mit der Be-
trachtung von einer Reihe verschie-
dengeformter Dreiecke (vorgegeben
auf einem Arbeitsblatt bzw. durch die

- Frage nach allen Dreiecken, deren Sei-

tenlangen ganzzahlige Verhdltnisse
etwa aus den Zahlen 1, 2, 3, 4, 5 bil-
den) zu beginnen. Dabei konnen
Begriffe “spitzwinkliges Dreieck”,
“rechtwinkliges Dreieck”, “symmetri-
sches Dreieck”, “Innenwinkel”, “Win-
kelsumme”, “Seite”, “Seitenlange”,
“Umfang”, “Flicheninhalt” u. a. wie-

derholt werden. Durch Betrachtung
von verschiedenartigen Vierecken,
Herausheben von Ordnungsbeziehun-
gen (“Haus der Vierecke”) und Dis-
kussion von maoglichen Begriffsfestle-
gungen wie “spitzwinklig”, “recht-
winklig”, “symmetrisch” kann man
dann zur Behandlung des n-Ecks
iibergehen, wobei insbesondere auf
die Begriffsfestlegung des Vielecks
und die Begriffe der “Seitenlangen”
und der “Innenwinkel” geachtet wird.
Je nach Wunsch und Moglichkeiten
kann dann differenziert werden nach
“konvexen n-Ecken”, “konkaven n-
Ecken” und “n-Ecken mit {iberschla-
genen Seiten”. Ebenso konnen beziig-
lich der Diagonalen erginzende Er-
kenntnisse gewonnen werden.

2. Phase: Einfithrung des
Begriffs “regelmafiges n-Eck”
und Konstruktion einzelner
regelmafiger n-Ecke

In der zweiten Stunde dieser Unter-
richtseinheit beginnt man am besten
mit der Wiederholung des Begriffs
“n-Eck” und dessen Spezialisierung
fiir n = 3, 4, 5, 6. Dabei wird dann ins-
besondere die Frage der Symmetrien
hervorgehoben bzw. nach symmetri-
schen 3-, 4-, 5- und 6-Ecken gesucht
(vgl. etwa Abb. 1). Als Ergebnis von
zeichnerischen Versuchen und logi-
schen Uberlegungen erhalt die Lern-
gruppe als Gemeinschaftsergebnis,
daf (mindestens fiir die behandelten
Spezialfille) bei dem n-Eck mit den
meisten Symmetrien alle Seiten und
alle Innenwinkel der Grofe nach je-
weils {ibereinstimmen.

Hieran schliefit sich dann die De-
finition “regelmaBiges n-Eck” an.
Durch Spezialisieren auf n =3 und
n = 4 wird danach die Ubereinstim-
mung von “regelmifiges Dreieck”
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und “gleichseitiges Dreieck” sowie
von ‘“regelmafkiges  Viereck” und
“Quadrat” festgestellt. Durch Hinzu-
ziehen von Rauten und Rechtecken
wird weiterhin hervorgehoben, dald
im regelmatligen n-Eck sowohl alle
Seiten als auch alle Winkel gleich
gro8 sein miissen. Durch genaueres
Betrachten des regelmifigen Sechs-
ecks (Aufgliederung in gleichseitige
Dreiecke) erhilt man dann auch die
Konstruktion — des  regelmafigen
Sechsecks (und dazugehoriger Kreis-
muster) allein durch einen Zirkel
(vgl. etwa Abb. 2).

Um den Begriff des regelmafigen
n-Ecks auch an einem Beispiel mit
nicht so iiblicher Eckenzahl zu ver-
deutlichen, werden aus den schon be-
handelten  regelmafSigen  n-Ecken
durch Halbierung der Mittelpunkts-
winkel (was auch durch Halbierung
der Seiten geschehen kann) weitere
regelmafige n-Ecken konstruiert (vgl.
etwa Abb. 3). Hierbei kommt dann
die Groe von Mittelpunkts- und In-
nenwinkel und der Umkreis eines re-
gelmaBigen n-Ecks ins Blickfeld, wo-
durch weitere regelmaBige n-Ecke
mit Hilfe von Zirkel, Linea} und Win-
kelmesser (im Rahmen der Mefige-
nauigkeit) konstruierbar sind.

Zur Differenzierung und Arbeit in
Gruppen wird die Aufgabenstellung
der Konstruktion von regelmafigen
n-Ecken variiert, indem die Seitenlan-
ge fiir ein bestimmtes regelmafiges
n-Eck oder der Inkreisradius vorge-
geben werden. Als Hausarbeit sind
dann mehrere regelméfige n-Ecke
mit vorgegebener Seitenlange aus Pa-
pier oder Pappe herzustellen. (Fir
die spatere Arbeit ist es dabei hilf-
reich, fiir jedes n eine bestimmte Far-
be fiir das Tonpapier vorzugeben).

.Als weitere Vertiefung bietet sich
die Diskussion der moglichst exakten
Konstruktion und der Beschrinkung
auf die Hilfsmittel von Zirkel und Li-
neal an. Dabei wird zunéachst auf die
A_ufgaben von technischen Zeichnern
eingegangen (wobei auch der Einsatz
von Computern besprochen werden
kann). Durch Ausweitung auf frithe-
re Zeiten kommt man auf die Bedeu-
tung von Konstruktionsvorschriften
bei den Griechen. Dabei sollte deut-
lich werden, dafl aufgrund der Unsi-
cherheit im Zahlenbereich durch die
Entdeckung der Irrationalititen die
Griechen in der Geometrie die Sicher-
heit durch Beschrankung auf einfache
Hilfsmittel (Zirkel und Lineal) und
klarg Konstruktionsbeschreibung zu
gewinnen suchten.

Die Konstruktion von regetmafi-
gen Dreiecken und Sechsecken wird
dabei noch einmal hervorgehoben
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und im Zusammenhang mit der Kon-
struktion des Quadrats werden die
Grundkonstruktionen mit Zirkel und
Lineal (Mittelsenkrechte, Lot, Winkel-
halbierende) wiederholt bzw. einge-
fahrt. Die Konstruktion des regel-
mafigen Achtecks und Zwolfecks
kann dann von den Schiilern und
Schiilerinnen selbst gefunden wer-
den. Von der Lehrkraft muf nun
durch Verweis auf Literatur berichtet
werden, daf nicht alle regelméafiigen
n-Ecke sich mit Zirkel und Lineal al-
lein konstruieren lassen und dafl die-
ses Problem die Mathematik tber
zwei Jahrtausende beschiftigt hat. Je
nach Vorkenntnissen und vorhande-
ner Zeit kann danach die Zirkel/Li-
neal-Konstruktion des regelmafiigen
Funfecks behandelt werden, wobei
die Berechnung des goldenen Schnit-
tes und die Konstruktion von Qua-
dratwurzeln mittels des Satzes von
Pythagoras wichtige Rollen spielen.

3. Phase: Eigenschaften regel-
mafiger Vielecke und deren
Bedeutung in der Umwelt

Ausgangspunkt fiir die weitere Erfor-
schung der regelmafigen Vielecke
sind die schon gewonnenen Erkennt-
nisse iiber deren Symmetrien. Zu-
nichst kann man feststellen, daf8 die
Symmetrieachsen bei ungeradem n
immer durch eine Ecke und eine ge-
geniiberliegende Seitenmitte gehen,
wihrend bei geradem n zwei Arten
von Symmetrieachsen vorkommen,
namlich entweder durch zwei gegen-
iiberliegende Ecken oder zwei ge-
geniiberliegende Seitenmitten. In die-
sem Zusammenhang kann man das
Augenmerk auch auf die Mittelsenk-
rechten und Winkelhalbierenden rich-
ten, wobei im Fall des ungeraden n
diese immer zusammenfallen, wah-
rend bei geradem n sie verschieden
sind und die beiden Typen von Sym-
metrieachsen darstellen. Hiernach be-
trachten wir die Drehsymmetrien und
die Symmetrieordnung (Anzahl der
Symmetrien)  eines regelmafigen
n-Ecks. Zur Kontrastierung sollten
dann auch einige n-Ecke mit nicht so
grofer Symmetrieordnung mit heran-
gezogen werden. Die Betrachtung von
Winkeln und Lingen verschiedener
Teilfiguren eines regelmafigen n-Ecks
kniipft an die Erfahrungen der voran-
gegangenen Phase an und verbreitert
die Kenntnisse iiber regulare Vielecke
(vgl. dazu Abb. 4).

Interessant ist hierbei die Zusam-
mengehorigkeit bestimmter Wurzel-
zahlen, Winkelmafe und Eckenzah-
len sowie die Verianderung des Um-
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kreisradius oder des Flacheninhalts
bei konstanter Seitenlange und wach-
sender Eckenzahl. Auch sollten zeich-
nerische Erfahrungen gemacht wer-
den, wie sich die Regularitat veran-
dert, wenn bestimmte Ungenauigkei-
ten eingehen und sich gegenseitig
vervielfachen. Weiterhin kann schon
mit wenigen Vorkenntnissen ein Satz
iiber die Anzahl der Diagonalen eines
regelmafligen n-Ecks aufgestellt und
begriindet werden. Hierbei bietet die
nahere Untersuchung von Stern-n-
Ecken, die aus Diagonalen gebildet
werden, gute Gelegenheit zur Diffe-
renzierung, wobei die Begriffsfestle-
gung “regelmagiges Vieleck” erneut
reflektiert wird. Interessant sind auch
Probleme, die bei der Erstellung von
Computerprogrammen zur  Kon-
struktion regelmagBiger n-Ecke auf-
tauchen. Hat man ein Programm
(z. B. in Logo), bei dem das Abtragen
eines festen Winkelmafles und einer
festen Liange iteriert wird (vgl.
Abb. 5), kommt man schnell zur Fra-
ge, bei welchem Winkelmaf§ ein re-
gelmifliges konvexes n-Eck oder
Stern-n-Eck entsteht und bei welchem
Winkelma8 sich die Figur (theore-
tisch) nie schliefit.

Um auf das Vorkommen regel-
mafiger n-Ecke in der Umwelt einzu-
gehen, kann eine Begehung mit Ar-
beitsauftrag von einem geeigneten
Stadtteil (meist Altstadt) vorgenom-
men werden. Durch die vorhergehen-
de Beschiftigung mit regelmafigen
Vielecken sind die Schiilerinnen und
Schiiler schon recht gut darauf vorbe-
reitet, regelmafige Formen in der
Umwelt zu entdecken. Damit dieses
aber nicht nur ein fliichtiger Blick
bleibt, sollten sie aufgefordert wer-
den, mehrere Objekte (Hauserfassa-
den, Schilder, Pflastersteine etc.) zu
skizzieren und zu beschreiben (wobei
die Sprache im Mathematikunterricht
eine entsprechende Beachtung fin-
det). Anschliefend konnen dann an-
statt der Skizzen exakte Zeichnungen
angefertigt werden. Anhand von Dias
und Biichern wird danach das Vor-
kommen regelmafiger Vielecke in
der Umwelt auf Bereiche (wie Bie-
nenwaben, Kristallmuster, Ornamen-
te in der Hagia Sophia, etc.), die nicht
direkt zuganglich sind, ausgeweitet.

4. Phase: Einfiithrung des
Begriffes “Parkettierung”
und Aufsuchen

platonischer Parkettierungen

In Ankniipfung an die zuvor betrach-
teten Muster und Mosaike sowie
durch Aufgreifen des Begriffs “Par-

kett” wird die Definition des Begriffs
“Parketticrung”  tliickenlose  Be-
deckung einer Fliche mit periodisch
wiederkchrendem Grundmuster) ein-
gefithrt. Die Behandlung von Parket-
tierungen wird dann auf Parkettie-
rungen der Ebene eingegrenzt, wobei
besonders zu beachten ist, da die
ganze (unendliche) Ebene in Gedan-
ken ausgelegt werden muf. Nach
dieser ersten Begriftserklarung, wird
nun nach verschiedenen Parkettie-
rungen der Ebene gesucht, wobei die-
se Aufgabe zunachst ganz offen ge-
stellt wird. In dieser Phase kann man
solche Parkettierungen, wie man sie
bei Escher findet, gut mit einbringen.
Daran ankniipfend wird die Kon-
struktion von Parkettierungen (ge-
nauer: Ausschnitten davon) mittels
Schablonen durchgefiihrt. Insbeson-
dere werden hierbet auch die in einer
fritheren Stunde schon hergestellten
regelmagigen n-Ecke aus Kartonpa-
pier mit herangezogen. In jedem Fall
wird dann das Problem der Parkettie-
rung der Ebene auf regelmagige Viel-
ecke als Grundmuster konzentriert.
Nebenbei wird der Begriff der “regel-
mafigen (platonischen)  Parkettie-
rung” eingefuhrt und die systemati-
sche Suche nach platonischen Parket-
tierungen durchgefithrt. Dabei sollten
die Schiiler und Schiilerinnen erst mit
Pappfiguren oder dhnlichem experi-
mentell arbeiten, jedoch auch schon
zu gedanklichen Uberpriffungen an-
geregt werden. So ist es kein grofles
Problem mehr, an der Tafel den Be-
weis fiir die Existenz von genau drei
platonischen Parkettierungen durch-
fithren zu lassen. Dabei kann auch so-
fort erkannt werden, daf# das Sechs-
eckgitter ein Teilgitter des Dreieckgit-
ters ist und die Winkel 60°, 90°, 120°
als Teiler von 360° wesentlich sind.
Das Vorkommen der drei platoni-
schen Parkettierungen im Alltag
schliefst sich hieran an. In diesem Zu-
sammenhang empfiehlt es sich, auch
auf andere Parkettierungen und Or-
namente in der Umwelt einzugehen.
Zur Differenzierung kann danach auf
Muster aus mehreren Grundfiguren
Ausschau gehalten werden, oder es
kann die Frage nach moglichen Lan-
gen und Winkeln an Figuren, die nur

aus Gitterpunkten bestehen, behan-
delt werden.

5. Phase: Herstellen
von Material zum Basteln

von Kérpern aus Kartonpapier
und Gummiband

Die Behandlung raumlicher Figuren
in der Schule (und auch Hochschule)
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scheitert ott an dem Mangel von ge-
eigneten Medien. Uber zweidimen-
sionale  Veranschaulichungen  und
einzelne Demonstrationskorper hin-
ausgehend gibt es leider bislang nur
wenige Angebote. Das wiegt umso
schwerer, als gerade das raumliche
Anschauungsvermogen ein vielfalti-
ges aktives Handeln mit dem Korper
als Voraussetzung hat. Deshalb sei
ein Material vorgestellt, mit dem man
einfach viele regelmaRige und halbre-
gelmalige Korper herstellen kann.
Die Schiilerinnen und Schiiler kon-
nen es selbst herstellen, wobei die
vorher erworbenen  zeichnerischen
Fertigkeiten vertieft werden konnen.
Im Umgang mit dem Material kon-
nen dann viele Handlungsvarianten
selbst entwickelt werden.

Zur Herstellung der Grundele-
mente mussen zunachst mehrere Bo-
gen Kartonpapier oder entsprechen-
des Material besorgt werden, wobei
aus asthetischen und didaktischen
Grinden  (Betonung  bestimmter
Flachen) farbiges Kartonpapier sehr
empfehlenswert ist. Auf diese Bogen
werden nun die Figuren gezeichnet.
Um jede Figur ist dann noch ein
Rand von ca. I em Breite zu zeichnen.
D. h. jedes Grundelement entsteht
aus zwei ahnlichen, konzentrischen
Randlinien mit etwa | ¢cm Abstand
(vgl. Abb. 6). Dabei ist nun wichtig,
daf die Seitenlingen der inneren Fi-
guren fiir alle Grundformen (hier: re-
gelmiBige n-Ecke) gleichgrof sind,
damit spter alle moglichen Seiten zu
emer Kante kombiniert werden kon-
nen. Wenn nicht aus irgendwelchen
Griinden diese Kantenlinge vorge-
schrieben ist, empfiehlt es sich aus
praktischen  Griinden  (Locherab-
stand) hierfiir die Linge 8 cm zu
wahlen.

Nebenbei sei bemerkt, da es eine
nhette, praktisch oder/und theoretisch
zu losende Aufgabe ist, nach der Lan-
ge der duBeren Dreiecke, Vierecke,
Finfecke, Sechsecke .. zu fragen.
Auch dber die Anordnung der ver-
schiedenen Figuren I3t sich diskutie-
Ten, wobei moglichst wenig Abfall zu
€rzeugen sicherlich ein Ziel ist. Im
einfachsten Fall kann auch eine schon
fertige Vorlage (entsprechend Abb. 6,
vergrofiert im Mafstab 3:8) den Kin-
dern vorgegeben werden.

Die Grundelemente werden nun
entlang der duferen Linien ausge-
schnitten. An jedem Eckpunkt der in-
neren Figur wird dann (etwa mit ei-
fem Locher) ein Loch gestanzt. Wei-
terhin schneidet man an jeder Ecke
den Rand ein wenig ab, so daf8 das
Loch von aufen zugdnglich ist und
benachbarte Rander sich nach dem
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Falzen nicht behindern. SchlieBlich
muf noch jeder Randstreifen entlang
der vorgezeichneten inneren Randli-
nie der Figur gefalzt werden.

Bei festerem Material kann man
schlieflich im Inneren jedes solcher
Grundelemente einen Teil heraus-
schneiden, so da8 man spater in den
aus mehreren Grundelementen zu-
sammengesetzten Korper hinein-
schauen kann. Es empfiehlt sich eine
innere ahnliche Figur herauszu-
schneiden oder jeweils mehrere klei-
ne Dreiecke herauszuschneiden, so
dal gewissermafien Verstrebungen
der Eckpunkte mit dem Mittelpunkt
stehen bleiben (siehe Abb. 7).

Neben einem “Satz” von gentigend
vielen Grundelementen der eben be-
schriebenen Art, benotigt man nun
noch eine geniigend grofle Anzahl
von Gummibandern, deren halber
Umfang im nicht-gespannten Zu-
stand etwa 1 cm kiirzer als die vorge-
gebene Seitenlange der Grundele-
mente sein sollte. Man kann auch lan-
gere Gummibander benutzen, die
entweder doppelt gelegt werden oder

fiir zwei benachbarte Kanten verwen-
det werden.

Zwei Grundelemente werden zu
einer Kante eines Korpers verbunden,
indem einfach die zwei gewlinschten
Seiten aneinandergelegt werden und
durch ein Gummiband, das um die
aneinanderliegenden Randstiicke ge-
spannt wird, miteinander verbunden
werden. Aus drei oder mehr Grund-
elementen, die an einem Punkt zu-
sammenstoffen und von denen nach-
einander jeweils zwei eine Kante bil-
den, 1488t sich dann sehr leicht eine
raumliche Ecke bilden. Fahrt man da-
mit von Ecke zu Ecke fort, so entsteht
bei geeigneter Vorgehensweise ein
geschlossener Korper (Abb. 8).

6. Phase: Herstellen von plato-
nischen Korpern und Feststel-
len der Anzahl nicht-ahnlicher
platonischer Korper

Nachdem die Schiiler und Schiilerin-
nen geniigend lange frei experimen-
tieren diirfen, wird zundchst festge-
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Abb. 9

halten, daf mindestens drei Flichen-
stiicke benotigt werden, um eine ri-
umliche Ecke zu erhalten, und daf
die Summe der Flichenwinkel an ei-
ner raumlichen Ecke kleiner als 360°
sein muf. Durch Ankniipfen an die
regelmifigen Parkettierungen wird
dann die Aufgabe gestellt, Kérper mit
nur einer Grundform herzustellen.
Nachdem einige solcher Kérper herge-
stellt wurden, wird der Begriff “Plato-
nischer Korper” genannt. Neben der
Analogie zur platonischen Parkettie-
rung muf auch beriicksichtigt wer-
den, da8 die Kongruenz der Ecken be-
achtet wird, was etwa durch die Be-
trachtung  von  Doppelpyramiden
(welche leicht mit dem Material herge-
stellt werden konnen) als Gegenbei-
spiel deutlich wird. Danach wird die
Aufgabe gestellt, tiber die schon ge-
fundenen Beispiele hinaus, systema-
tisch nach weiteren platonischen Kor-
pern (bastelnder Weise) zu suchen.
Wegen des fiir die Suche gut geeig-
neten Materials kann davon ausge-
gangen werden, da8 alle finf platoni-
schen Korper gefunden wurden. (An-
dernfalls helfen kleine Tips wihrend
der Bastelphase). In der anschlieflen-
den Diskussion wird zunachst noch
einmal festgestellt, dal es sich bei
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den fiinf gefundenen Typen auch
wirklich um platonische Korper han-
delt, wobei die Definition nochmals
ausfiihrlich geklart wird. Dann ergibt
sich aber automatisch die Frage, ob es
nicht noch mehr als diese fiinf Typen
platonischer Korper geben konnte.
Durch Berechnen der Summe der
Flachenwinkel an einer Ecke an den
schon vorhandenen platonischen
Korpern und probierendes Zusam-
menlegen von n-Ecken in der Ebene,
wird man nun leicht zu der folgen-
den Feststellung kommen:

Die Summen von 3, 4 oder 5
Flachenwinkeln von gleichseitigen
Dreiecken ist kleiner als 360° (vgl.
Abb. 9a), wihrend 6 gleichseitige
Dreiecke keine Raumecke mehr bil-
den konnen, sondern flach in der
Ebene liegen und zur schon bekann-
ten regelméafigen Dreiecksparkettie-
rung der Ebene gehéren. Mehr als 6
gleichseitige Dreiecke konnen nicht
einmal in der Ebene zusammengelegt
werden; sie bilden (wie man experi-
mentell {iberpriift) deshalb auch kei-
ne Raumecke, sondern héchstens so
etwas wie eine “gezackte Wellen-
flache”. Weiterhin ist die Summe von
3 Flachenwinkeln von Quadraten
kleiner als 360°, wihrend 4 Quadrate

keine Raumecke mehr bilden kénnen,
sondern flach in der Ebene liegen und
zur schon bekannten regelmifigen
Quadratparkettierung gehdren. Mehr
als 4 Quadrate konnen entsprechend
wie eben diskutiert keine Raumecke
bilden. Die Summen von 3 Flichen-
winkeln von regelmatsigen Funfecken
sind kleiner als 360" (vgl. Abb. 9b),
wahrend die Summe von mehr als 3
Flachenwinkeln  von  regelmagigen
Flinfecken groer als 360) ist. Die
Summe von 3 Flichenwinkeln von re-
gelmaBigen Sechsecken ist gerade
gleich 360°, weshalb 3 zusammenge-
legte regelmifige Sechsecke zur
schon bekannten regelmatigen Sechs-
eckparkettierung der Ebene gehoren,
Dagegen kinnen mehr als 3 regel-
magige Sechsecke keine Raumecke
bilden. Fiir alle regelmagigen n-Ecke
mit einer Eckenzahl, die groer als 6
ist, ergibt die Summe von schon 3
Flachenwinkeln eine Zahl, die grofer
als 360 ist (vgl. Abb. 9¢). Deshalb
kann aus jeweils 3 oder mehr regel-
mafligen Siebenecken,  Achtecken,
Neunecken ... keine Raumecke gebil-
det werden.

Zusammenfassend ergibt sich also,
daf ein platonischer Kérper nur mog-
lich ist mit entweder 3 gleichseitigen
Dreiecken oder 4 gleichseitigen Drei-
ecken oder 5 gleichseitigen Dreiecken
oder 3 Quadraten oder 3 regelméagi-
gen Funfecken in einer Ecke. Mit dem
nochmaligen Hinweis auf die fiinf
schon experimentell gefundenen pla-
tonischen Korper ist dann der Satz
iiber die fiinf platonischen Kérper be-
wiesen.

7. Phase: Eigenschaften der
Elatonischen Korper und deren
edeutung in der Umwelt

Durch Wiederaufgreifen der Diskus-
sion der vergangenen Phase, insbe-
sondere die Betrachtung der Flichen
und Ecken, wird eine Tabelle mit den
Anzahlen der Seitenflichen, Kanten
und Ecken bei den fiinf platonischen
Korpern erstellt. Aufgrund der Ver-
teillung  von  Seitenflichen- und
Eckenzahl kommt man dann auf die
Dualitit von Dodekaeder-Ikosaeder
und Wiirfel-Oktaeder. Durch Hin-
weis darauf, daf eine Seitenfliche
auch durch ihren Mittelpunkt repra-
sentiert werden kann, 148t sich der
Dualkérper im Inneren des Korpers
darstellen. Auf diese Weise erhilt
man dann auch die Dualitit des Te-
traeders mit sich selbst. Als weiteres
sollten Zerlegungen der platonischen
Kérper in Teilkérper und ebene
Schnitte besprochen werden. AuBer-
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dem gehort die Existenz von Umku-
gel und Inkugel bei jedem platoni-
schen Korper /su den hier zu behan-
delnden  Figenschatten. Sie sollten
mindestens  demonstriert  werden.
Der Beweis threr Existenz und die Be-
rechnung threr Radien in Abhangig-
keit der Kantenlingen kann dann je
nach Situation der Klasse behandelt
werden. Ebenso kann die Berechnung
der Oberflache und Volumina als Dit-
ferenzierung eingebaut werden. In je-
dem Fall sollten aber noch die Ebe-
nen und Achsensymmetrien der pla-
tonischen Korper an den Modellen
demonstriert werden.

Die Betrachtung der platonischen
Korper soll abgerundet werden
durch das Auffinden von Formen der
platonischen Korper in der Umwelt.
Angesprochen werden sollten dabei
die in einigen Kristallen vorkommen-
den Formen, die aus Griinden des
chemischen Aufbaus und dessen
Symmetrie einen platonischen Kor-
per als Grundfigur haben. Weiterhin
wird auf die Rolle von Wiirfel und
Tetraeder als Verpackungsform ein-
zugehen sein, wobei die Funktiona-
litdt des Wiirfels (und auch des Qua-
ders) beim Stapeln hervorgehoben
wird. Fragen von mdglichst dichten

Packungen in der Ebene und im
Raum (insbesondere auch das Pro-
blem der Kugelpackungen) kénnen
zur Differenzierung bzw. als Vertie-
fungsarbeit hier ausgeschlossen wer-
den. Auf die Verwendung der plato-
nischen Kérper in der Kunst sollte in
jedem Fall hingewiesen werden.
Auch die Verwendung von platoni-
schen Korpern bzw. Teilen davon
beim Design von Lampen sollte be-
handelt werden. Auflerdem bietet
sich hier eine Betrachtung iiber die
Rolle der platonischen Korper in ver-
schiedenen historischen Perioden an,
wobei ein Exkurs uber die Rolle die-
ser Korper in der Philosophie Platons
sinnvoll ist.

Schlufsbemerkung

Wie schon anfangs erwahnt, stellt
dieser geraffte Unterrichtsentwurf
nur eine Anregung dar. Die fehlen-
den Sachinformationen sind der um-
fangreichen Fachliteratur zu diesem
Thema zu entnehmen. Auch bieten
sich an mehreren Stellen andere We-
ge an. Zum Beispiel ist eine Verbin-
dung mit dem Kunst- oder Werkun-
terricht, bei dem etwa auch Gipsmo-

delle, Styropormodelle oder Draht-
modelle hergestellt werden, empfeh-
lenswert. Fiir den Mathematikunter-
richt finden sich ebenfalls neben den
schon erwahnten Differenzierungen
noch viele Moglichkeiten der Aus-
weitung dieses Themas. Anregungen
kénnen hier nur durch Aufzahlung
einiger Schlagworte gegeben werden:
konkave n-Ecke; Sternkorper; archi-
medische Parkettierungen; archime-
dische Korper; Symmetriegruppen;
weitere Eigenschaften der platoni-
schen Korper, wie etwa Grofle der
Winkel zwischen den Seitenflichen
oder Anzahl und Grole von Raum-
diagonalen.

Ich hoffe, durch diese Ausfiihrun-
gen ist klar geworden, daB die plato-
nischen Parkettierungen und die pla-
tonischen Kérper (obgleich in vielen
Schulbiichern unerwahnt) ein interes-
santes Thema des Mathematikunter-
richts sind.

Hinweis:

Weitere Anregungen enthilt das Heft
4/1991 “Platonische Korper — Unter-
richt und Geschichte” unserer Zeit-
schrift “Der Mathematikunterricht”.

Die Tricks der Ertappten.
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Lernhilfen von Duden. Man kann ja nicht alles wissen.

Die Tricks der Erfolgreichen.

Ertappt werden ist peinlich. Eindeutig sicherer sind da doch
die Tricks der Erfolgreichen.

Trick Numero 1: die SCHULERDUDEN fiir Schiiler von
der Grundschule bis ins Abitur. Aktuell, kompetent und seit
Jahren erfolgreich.

Trick Numero 2: die DUDEN-Schiilerhilfen fiir Schiiler

vom 2. bis zum 9. Schuljahr. Genauso gut geeignet fiirs
eigenstindige Arbeiten wie fiirs Uben mit den Eltern.

Trick Numero 3: die DUDEN-Abiturhilfen, das kompetente
Lemprogramm zum richtigen Verstindnis der Priifungs-
aufgaben mit ausgewihlten Ubungsbeispielen.

Kurz: Tricks, die man nicht nur unbedingt kennen, sondern
auch unbedingt weiterempfehlen sollte.
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