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Minimale Gerschgorin-Kreise

Von L. ELsNER

Die Theorie minimaler Gerschgorin-Kreise wird auf den Fall erweitert, dafi mehrere Kreise mit
gleichem Mittelpunkt von den dbrigen getrennt werden kinnen. Wie im Falle eines Kreises ergibt sich auch
hier, daff der kleinste Gerschgorin- Radius Ay Bigenwert einer gewissen Matrix isi. Die Resultate konnen
zur Fehlerabschitzung beim Jacobi-Verfahren bei gehiuften Eigenwerten benutzt werden. Hinreichende
Kriterien fiir die Trennbarkeit, die Porsching angegeben hat, sind auf diesen Fall dbertragbar.

Tke theory of minimal Gerschgorin-disks is generalized to the case of some disks with the same center
which can be separated from the others. As in the case of one disk we get the result, that the minimal Gersch-
gorin-radius A, is an eigenvalue of a certain matriz. The results can be used to oblain error bounds of the
Jacobi-method, if the eigenvalues are clustered. Sufficient conditions for separability given by Porsching
are carried over.

Teopusa MUHEMANLHBIX OKpY:KHOCTE Iepuiropuna pacupocrpansierca Ha ciayyaii, ecan
HPEICTABAAETCST BOSMOKHBIM OTIEAUTh PAN OKPYKHOCTeil, MMEIOIMX TOT-3Ke CAaMBI HEeHTp,
0T OCTATBHLIX ORpyRHOCTeH. 11010610 KAk U 71A ONHONM OKDPYHKHOCTY OKA3LIBAETCA B JAHHOM
clydae, 4T0 HauMeHbuwii pagmyc I'epimropuna Ay, ABISETCA cOOCTBEHHHM 3HAYEHHEM
onpeIensHHoil Marpunel. Iloaydedrnie peayabTarnl MOMHO HPUMEHATh I OLEHKH TOrpei-
HocTH Merona fIKoOwu gnsA cHomeHHBIX cofcTBenuniX smavenmii. Ha 5ToT cydail MOMKHO
NEPEHOCHTE T0CTATOYHbIE KPHTEDUN Pa3eJIMHeHNs, Ipeioennbie [TopmMuKEToM.

1.

Zu einer gegebenen n X n-Matrix A = (a;5) definieren wir als i-ten GErscreorIN-Kreis die
Menge

(].1) I}:{Z:|Z*aul é/l(},
(1.2) A= 3 |ay].
it

J
Wir wissen, daf} in U I5 alle Eigenwerte von A enthalten sind und da8 in jeder Zusammen-

hangskomponente, die aus k GErscHGORIN-Kreisen besteht, genau k Eigenwerte liegen [5].
Sei & ein n-dimensionaler Vektor, z > 0 (d. h, alle Komponenten von z sind positiv), X(1) =

diag (v, . . ., x,), s0 hat X-1(z) A N(2) die gleichen Eigenwerte wie A, die zugehorigen GERSCH-
aorIN-Kreise
(1.3) [yr) = {z:]z — ag] = Ag)},
1
(1.4) Ai(.'t) = — 2 lalk| T
Ty k+i

haben jedoch im allgemeinen andere Radien. Liegen fiir ¢in x > 0 gewisse I'(x) getrennt von
den iibrigen, so sagen wir, daf sie ,,durch x getrennt’’ werden konnen.

Varca [8], Topp [6] und (in cinem Spezialfall) HExrict [2] betrachten das folgende Problem :
s sei moglich, I, durch ein x von den iibrigen I zu trennen. Wie kann ein bestes trennendes z
gefunden werden, d. h. ein solches, fiir das A,(z) minimal wird, das also die beste EinschlieBung
fiir den bei a,, gelegenen Eigenwert liefert ?

Wir betrachten das folgende allgemeinere Problem: Sei a;, = apy = - - - = Uy 0 < p < n.
Fir 2 > 0 sei I'(x) der Kreis I'(z) = I'(x). I'(x) sei von I,44(), ..., I(x) trennbar.

l--p

[

Gesucht ist ein ,,bestes* trennendes , d. h. ein solches, fiir das I'(x) moglichst klein ist. Anders
formuliert :
Sei P die Menge aller x > 0 mit

(1.5) lag — aj5] — Axr) — Afz) =0, i=1..,p;s j=p+1,...,n.
Ialls P nicht leer ist, so ist
(1.6) Ay =inf max Ayr)

6P i=1,..,p

gesucht. Es wird uns gelingen, auch

(L.7) My =sup max Az)
zel” di=1,..,p

zu bestimmen,
4*
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Im zweiten Abschnitt werden wir einige Hilfsmittel bereitstellen und damit im dritten
Teil zeigen, daB A, und M, Eigenwerte einer gewissen Matrix Q sind. Der zugehérige Eigen-
vektor x, bzw. 7, ist positiv wiihlbar und es ist

Ao=Adx)y, My=Afz) i=1,...,p.

Wir verallgemeinern damit die Ergebnisse von [6] und [8], die dem Fall p = 1 entsprechen.

Im vierten Abschnitt iibertragen wir gewisse notwendige und hinreichende Kriterien fiir
die Trennbarkeit von GErscHGoRIN-Kreisen, die PORSCHING [4] angegeben hat, auf beliebige p.
Wir zeigen damit gleichzeitig, daB Porscuings Ergebnisse aus [6] und [8] folgen.

Der fiinfte Teil enthilt Fehlerabschitzungen zum Jacos-Verfahren im Falle gehdufter
Eigenwerte. Es werden dabei Ergebnisse von HaprLEr [1], die auf anderem Wege gewonnen
wurden, etwas verbessert.

2.

Ist x ein Vektor, so bedeutet x > 0 (> 0), daB jede Komponente 2, = 0 (> 0) ist. Analog
besagt C = 0 fiir eine Matrix C = (cy), daB ¢;; = O fiir i, j =1, ..., n ist.

Es sei A - diag(4,) eine Diagonalmatrix, C =0 ecine nichtnegative Matrix und
B=4A—-C.

B heilt M-Matrix, wenn B nichtsingulér und B-1 > 0 ist. Bekanntlich (131, p. 58, {7].
p. 83) sind fiir B folgende Aussagen diquivalent:
I. B ist M-Matrix,
II. Es existiert ein v > 0 mit Bp > 0.
IIL 4, >0(@ =1,...,n). Istg der Spektralradius von A-1C, so ist p < 1.

Fiir irreduzibles C ([7], p. 18) ist jede dieser Aussagen #quivalent zu

IV. Es existiert v > O mit By > 0, B +0.

DaB IV aus II folgt, ist evident. Aus dem etwas weitergehenden Lemma 1 ergibt sich, daB IV
seinerseits III impliziert.

Lemma 1: Ist C irreduzibel, v =0,0+0und Bv=>0,s0istv> 0 und A4, > 0 fiir alle i.
Ist zudem B <=0, so ist p(A-1 0 <1,

Beweis: Es sei [ = {i:0; = 0}. Wegen Cv < Av gilt I ijvj = X cijvj =0 firalle ¢ ¢ I. Also ist ¢;j =0
< -

an - 3 13 . . . ] ]
fiir ie I, j& 1. TIst I nicht leer, so ist das ein Widerspruch zur Irreduzibilitit von €. Daher ist » > 0 und
folglich C» > 0. Es folgt 4; > 0.

) Ist Bv + 0, so gilt auch A-1 ¢ » < v mit Ungleichheit und daher nach dem Quotientensatz fiir irredu-
zible nichtnegative Matrizen (7], Th. 2.2) p(471C) < 1.

Eine leichte Folgerung aus Lemma 1 ist

Lemma 2: Ist C irreduzibel, v =0, v =0, w beliebig und Bv =0, Bw =0, so existierl
ein o mit w = p.

Beweis: Fiir e = 0 ist die Aussage richtig. Andernfalls kann man, da nach Lemma 1 v > ¢ ist, ein « so finden,

daBzwar r — x > 0, aber # = a ;i fiir ein 1 ist. Wegen B (v — aw) =0 zeigt Lemma 1 nun, daBv — x =10
18t -

Ls sei H eine n x n-Matrix mit h; > 0 fiir { =j. Dann ist My = {D:D = diag (d)),

D — H ist M-Matrix} nichtleer, Fiir geniigend grofle & ist nach Il namlich F ¢ My. (E = Ein-
heitsmatrix). M, ist, als Punktmenge des R" betrachtet, nach IT offen,

Es sei M, der Rand von Mg und M, = 1./11, U My.

Satz 1: Sei H irreduzibel. Ist D € My, so existier! (bis auf einen positiven Faktor) genau
ein Vektor z > 0 mit '

2.1 Dz=Hz,
Umgekehrt folgt aus (2.1) mit z > 0, dap D e My, ist.
Beweis: Ist D e . so existiert eine Folge {Di} ¢ My mit lim D; = D und dazu vy > 0 mit D; viy > H v

Wir setzen voraus, daf die v(@) normiert sind. Sic enthalten eine konver i ie wir wi i
‘ TAUS, 1 . ' nte Teil " (i
bezeichnen. Es sei z == lim i), Offenbar ist z 2> 0 und 2 + 0. Es ist ente Teillolge, die wir wieder mit v

(D — H)z =1lim (D; — Myvpy=o0.

Wegen Lemma 1 ist > 0 und (D) -- I} 2 = 0, weil nach 1V andernfalls D
cindeutig. Ist umgekehrt Dz = If 2, so kann nach Lemma 2 und 1V dje Ma

Andererseits gilt aber D e My, weil fiir alle a> 0 die Unglei
dhD+akeMpist die Ungleichung (

e.MH wiire. Nach Lemma 2 ist z
trix D kein Element aus Mg sein.

D+ aB)z—Hz=x2> 0 besteht,
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3.
Nun wenden wir uns dem in 1. formulierten Problem zu. Es sei A eine irreduzible Matrix
mit a; =----=ay, und 07 p < n. Wir konnen ohne Einschrankung a; = 0 voraussetzen.

Fs sei I’ wie in (1.5) definiert und nichtleer. Ist x ¢ P, so gilt
3.1 lajs] — Ayx) — Ay(x) = 0, i=1,..,p; j=p+1,.

Mit A(r) = max .l(x) kann man (3.1) auch so schreiben:
iol..p

3.2) l i) = A, i=1,...,p;

| Aa) - lay| — A@), j=p+1,...,n
oder
(3.3) AR E,x —Hr =0

N
mit £, -=diag (1, ... 1, —1.... = 1), H = (hy)), h; :{ !Zd] i _:#_:;’}
— Uy =].

]I n - II
Wir haben also

(3.1 telP = Ax)E, e My.

Satz 2: Sind Ay, My wic in(1.6). (1.7) definiert, so existieren unier den obigen Voraussefzungen
Tos Zg > 0 mit

(3.5) Ag Ly g =Hux,, MyE,zg=Hz,.
Xy, g Sind bis auf positive Fuaktoren eindeutiq bestimmt, Zudem gill
A(Ty) = o = Ay(xg) = A
Az = -+ - = Aylz) =

Beweis: Da I’ nichtleer ist, ist nach (3.4) auch die Menge M aller @ mit u Ep ¢ My nichtleer. Da die Diagonal-
glieder einer M-Matrix positiv sind, ist M nach oben und unten beschriinkt. Sei po =inf {p:pe JI} U =

sup {pu:p e 1[} Dann ist u; Ep ¢ Mg (i = 0,1). Nach Satz 1 existieren nun x> 0, 2> 0 mit gy Ep 2y = H 2,
und py Epzg= H z0 Es gilt yy = A(xy), 1, = A(z,). Die Gleichungen (3.2) sind erfiillt. Daher ist 2, 2, EAP

und Ay << g < oy < My Wire Ay << pg, 50 existierte ein ¢ Pmit Ay < A(x) < po. Nach (3.4) wire A(x) ¢ M
Das iqt ein W ulerspruch zur W ahl von pry. Ebenso zeigt man M, = y,.

Definieren wir Q = ;' H = E, H, so sind nach (3.5) 7, 7, Eigenvektoren von Q zu den
Figenwerten Ay, M, Der kleinste GErscHcorIN-Radius ist also der kleinste Eigenwert von (),
zu dem ein positiver Eigenvektor gehort. In dieser Formulierung sind die obigen Ergebnisse
direkte Verallgemeinerungen der Hauptresultate in [6] und [8] (dort ist der Fall p = 1 behandelt)
auf beliebige 0 < p < n.

4.

Es sei U die Menge aller Matrizen mit der Eigenschaft, daf die Koeffizienten jeder Zeile
auBerhalb der Diagonalen gleiche Betriige haben. Sei A €%, |a;] = my, i s k. Weiterhin sei
wiein 3. a;; = 0fiiri =1,..., p. Esgilt

4.1 —~H+AEy,=—me + D

mit m’ = (m,, ..., my), € =(1,...,1), D = diag (d)
d:{m‘_‘—l’ i=19---yp, }
! |a”l+m{—l, i=p+l,...,n

Dabei ist 2’ der zum Spaltenvektor x gehérige transponierte Zeilenvektor, me’ das dyadische
Produkt. o

P ist bei irreduziblem A genau dann nichtleer, wenn 4 E, € M, fiir ein 4 ist. Das ist wegen
[II genau dann der Fall, wenn
(1.2) oD'me) =1, d; >0, i=1,...,n

ist. D-1m ¢ hat als einzigen positiven Eigenwert ¢ = ¢ D~ m mit dem positiven Eigenvektor
D-'m. Das ergibt

m;

7y Y
(4.3) 9_‘2 In¢-|-/1+ ) 11“111“}""4“1

i=p
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Ist m > 0, so ist A irreduzibel, und wir konnen den folgenden Satz aussprechen, der ein Ergebnis
von PorscHiNg [1] verallgemeinert. Zuvor bemerken wir noch, dafl (4.2) Aquivalent ist mit
o<1, 2 e J == [0, min |ay|] .

i>p
Satz 3: Ist AeW, m>0,a,;,=0firi=1,...,p, soist P genau dann nichtleer, wenn
fiir ein 2 € J gilt
Pomy ki m;

Zmcbn T Jad = mo—

f=p t1

1A

1.

In |z] <1 liegen dann mindestens p Eigenwerte von A.

Die Bedeutung von Satz 3 liegt darin, dafl man in einfacher Weise daraus ein hinreichendes
Kriterium fiir die Trennbarkeit herleiten kann [4].
Sei A jetzt wieder beliebig, M; = max |ag|, a;, = 0 fiir i = 1, ..., p. Ersetzen wir die a;,
ik
fiir { §=k durch M;, so ist dic neue Matrix A in 9 enthalten. Konnen die GERscHGORIN-Kreise
von A getrennt werden, so gilt dasselbe von A. Daher folgt

Satz 4: Ist
M, M,
=1
‘[{ —LA 2 ta“l + ‘11 2

fiir ein € J, so kinnen I'y . .. I'y von den iibrigen I’ getrennt werden. In 2| < 2 liegen dann min-
destens p Eigenwerte von A.

My =max|ay| 40 fir i=1..n und )ﬁ
ik

Satz 4 verallgemeinert die Aussage von Satz 2 in [4]. Auch Satz 4 in [4] kann iiberiragen
werden.

5.

Das Jacosr-Verfahren zur Berechnung der Eigenwerte einer hermiteschen Matrix A besteht
darin, eine Folge von zu ./ dhnlichen Matrizen A, zu konstruieren, die gegen eine Diagonal-
matrix mit den Eigenwerlen von A in der Hauptdlagonalen streben. Man bricht das Verfahren
ab, wenn alle Nichtdiagonalglieder unterhalb einer vorgegebenen Schranke ¢ liegen. Wie weit
sind die Diagonalglieder von den Eigenwerten entfernt? Mit dieser Frage befassen sich mehrere
Arbeiten ([1|, dort ausfiihrliche Literaturangaben). Besondere Schwierigkeiten bereitet dabei
der Fall, dall gewisse Diagonalglieder nahe beieinander liegen oder sogar gleich sind. Satz 4 ist
nun cin Hilfsmittel, gerade den letzten Iall zu erledigen.

Es sei <A eine Matrix mit {a,} < ¢, a;=0 fir { =1,..., p, min|a;| = d. Dann sind

i>p

nach Satz 4 in |z| < A, mindestens p Eigenwerle enthalten, wenn nur

n 1

I”ul +8*A~<1

=S & .
6G.0) P, A, + e

iop = 1
isl. Das ist sicher der Fall, wenn .1, die kleinste Wurzel von

pe | (n—-pe

el dee—3 )

ist, die sich nach leichter Rechnung zu
(6.2) A, = {d —ne+2pe—[(d—net2pe)—d(n—-1)e2~4de(p—1D]?)

ergibt. Fur

(5.3) £ << d

ne-242)p(n— p)
ist die in (5.2) auftretende Diskriminante nichtnegativ. Wir haben damit

Satz 3: Unter der Vorausselzung (5.3) liegen in |z| = A, mindestens p Eigenwerle von A.
Entwickell man .1, nach Polenzen von ¢, so ergibt sich

- -3 3
(5.1) Age) =(p - e+ pn— p)% +pn—p)n-—2) ZE + 0(e9).
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IapELER [1] zeigt auf einem anderen Wege, dall unter etwas anderen Bedingungen fiir ¢ in

p=-1ld—(n —~1el+(n—1e A
; d—@2n—-p—-2¢ 7

p Eigenwerte liegen. Die rechite Seile von (5.5) hat die Entwicklung

(5.5) 4
2 3
(p-De-p—p ' +p=—p@n—p=2) , +0,

weicht also von (5.1) erst in der dritten Ordnung ab. Im gemeinsamen Gellungsbereich ist die
Fehlerschranke von Salz 5 stets etwas besser als (5.5).

Beispiel: Imi Falle n = 4, p = 2. d = 1 ergibt sich

bei g = 0,1:

bei ¢ = 0,125: A, = 0,25,

~

A, - 0,1666, A, = 0,154,

A, = 022,

Die Schranke (5.2) ist nicht mehr zu verbessern, da die Matrix @

0 e.
e O ¢...
p

Q- g... ¢ 0 e... €

—¢. e d -¢ - &

. n-p
— & —-& . -E
-E... —g d

die folgenden LEigenwerle hat: — e (p — 1)-fach, d + ¢ (n — p — 1)-fach sowie 4, und A,,
wobei sich 1, von /A, dureh das Vorzeichen der Wurzel in (5.2) unterscheidet.
Liegen ay, . . ., a,, dicht beisammen, wihrend die iibrigen «;; weiter entfernt sind, so kann
man folgendermaBlen vorgehen (HADELER, miundliche Mitteilung):
lissei —¢<2ay - c(i=1,...,p), min|ay| = d > cund A hermitesch. Man ersetze a
i>p

fiuri =1,..., pdurch 0. Die so abgednderte Matrix A habe die Eigenwerte Jcund A die Eigen-
werte 4. Dann kann man nach einem Satz von WEyw ([9], S.224) die Z; so numerieren, daf3

|4y — A =< cfiir alle £ gilt. Die Ligenwerte 4; konnen nach Satz 5 eingeschlossen werden. Damit
gewinnen wir auch Schranken fiir die 4.
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