Kleine Mitteilungen 97

]?ie Optimierung, die W zum Minimum macht, 1a83t
sich bei dem einfachen Ergebnis von Gl. (7) sogleich
durchfiihren und liefert das Resultat

(8) Wnin = ],é—
bei

1
(9) Gopt = ——.

Mit Gl. (9) hat das vorgeschlagene Kriterium also
genau das Dimpfungsmal} ermittelt, dem in der Pra-
xis seit langem der Vorrang gegeben wird,

Es sei noch erwihnt, daB sich das Kriterium (6)
auch bewshrt, wenn das Dimpfungsmaf} eine Funk-
tion der Zeit « = x(7) ist. Im Falle der sprungférmi-
gen Auslenkung muB statt von Gl. (6) von dem all-
gemeineren Ansatz

o o)

. Ep(r)
W ,_f(lw Ep(w))(zr

0

(10)

ausgegangen werden.
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L. ELs¥ER
Bemerkungen zum Zeilensummenkriterium

1. Einleitung

Der Begriff des ,»Zeilensummenkriteriums*’, wie er
in der Literatur gebraucht wird, ist in mancher Hin-
sicht theoretisch nicht befriedigend. Hier wird eine
andere Definition vorgelegs, die den Vorteil hat, daf
eine groBere Klasse von Matrizen erfalit wird und dafl
die Konvergenz des Gesamtschrittverfahrens garan-
tiert ist. Wie bei den iiblichen Zeilensummenkriterien
gilt auch hier, daB mit 4 = L + R (Bezeichnungen
siehe 2.) auch die Einzelschrittmatrix C = (E — L) 1R
das Kriterium erfiillt. Einige Betrachtungen in [1]
(eine Diskussion dariiber regte diese Note an) konnen
damit vereinfacht und das dortige Hauptergebnis
etwas verallgemeinert werden.

2. Verallgemeinertes
Zeilensummenkriterium

Essei A = (aj;) eine n X n-Matrix. Ungleichungen
x < y (x < y) zwischen Vektoren bzw. Matrizen l?e-
deuten, daB die Ungleichungen komponentenweise
gelten. Mit | 4] werde die Matrix (|aj«l) bezeichnet.

Definition: A4 erfillt das ,,verallgemeinerte Zeilm-
summenkriterium'* (VZK), wenn es ein > 0 gibt mit
4] x < 2. .
Fiir das Einzelschrittverfahren zerlegt man 4 in eine
untere Dreiecksmatrix L (mit l;; = 0) und eine obere
Dreiecksmatrix R.

Satz1: Mit 4 = L -+ R erfillt auch die Einzel-
schrittmatriz C = (E — L) R das VZK. (E = Ein-
heitsmatria).

Der Beweis folgt unmittelbar aus

Satz2: Ist |4z <ax,2 20,651, 50 gilt auch

Ole < au.

Beweis: Es ist wegen L» =0 fir 0 <a =< 1:
0ZI|ICl=|R+LR+.--+ IR <
SEA L el (L") |R] =
= (£ — o« L) |R].
Weiterhin ist
[lz=|Llz +|Rla Zax
also
|IRle <x{E — ot |L]) 2.
Wegen (£ — a1 [L])71= 0 folgt daraus (E — &~ |L])~?
|R|x <oz, also erst recht|Cjz <oaa. Ista =0,

so folgt wegen |4| 2 <& z nun |C|z < ¢ x fir alle
1=2e>0,als0 |Cl =0, qe.d.

3. Schwaches und verallgemeinertes
Zeilensummenkriterium

Der niichste Satz behandelt die Frage, wann das
,.schwache Zeilensummenkriterinm® (1) das VZK
nach sich zieht.

Satz 3: Es sei

sut={L...,n},

() ar= 3 laijl

{<l 1€0
j

=1 der

G+ J.
Gili zusdtzlich
(V):,,Zu jedem ¥ ¢ 7 existiert ¢ € %, j ¢ T mit a;; + 0,
so ist das VZK erfillt.

Beweis: (1) besagt [Ale<e (¢ = (1, 1,...,1)).
Es gilt firr alle s = 1: |Ase < |4]* e e. Esist
also 7y = {i| (|4]*e); = 1}cr,_;cr. Sei d =
|4]*e und 75 £ ©. Wir zeigen: Es existiert i € 7,
mit ([4] d); < 1. Wegen 7, ¢ T und (V) gibt es ném-
lich ¢ € 75,7 & 75, @ij + 0. Daher

(4] d); = las;l dj + X ol de < Z Jaia = 1.
k=*j k

Es folgt |A|"~1e<Ce. Mit
w=etldlet 1A e>0
ist dann auch z — (4| x = (£ — |4|" 1) e >0, q.ed

Bemerkung: Die Bedingung (V) wird von jeder
der in [1] angegebenen Voraussetzungen Z; — Z3 im-
pliziert.

4.SchluBbemerkungen

a) Ist x = ¢ wiihlbar, so liegt das ,,8tarke Zeilen-
summenkriterium‘‘ vor.

b) 4 erfiillt das VZK genau dann, wenn der Spek-
tralradius g(|4|) < 1 ist (siehe etwa [2], S. 328).

¢) Liegt das VZK vor, so folgt wegen o(M) =
o(| M|} die Konvergenz des Gesamtschrittverfahrens
ZnyL = A zy +r und nach Satz 1 die des Einzel-
sehrittverfahrens &y, . = Lz, ., + B2, + 7 gegen
die Losung vonx = Az + 7.

d) Ist z explizit bekannt, so sind Fehlerabschitzun-
gen fir die in c) angegebenen Verfahren (z. B. [3))
moglich.
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