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Uher EigenwerteinschlieBungen mit Hilfe von Gersehgorin-Kreisen
Van L. ELsxer
Meinem verchrten Lehrer Professor Dr. Dr. h. ¢. L. CorraTz zum 60. Geburtstag gewidmet

Die Vereiniyung gewisser Gerschyorin-Kreise einer Matrix A sei durch einen Kreis vom Radius v und Mittel-
punkt y ron den dibrigen Gerschgorin-Kreisen getrennt. Medley und Varga haben das minimale r, das bei
Jestem y durch Diagonaltransformationen von A erreicht werden kann, charakterisiert. Es wird gezeigl, daf dieses
Ergebnis mit den in einer frivheren Arbeit des Autors benutzten Methoden leicht bewiesen werden kann. Auperdem
wird der maximale Radiug charakterisiert, praktisch verwendbare Abschéitzungen angegeben und gezeigt. daff A und

die transponierte Matrie AT die gleichen optimalen Radien haben.

Let the union of some Gerschgorin-disks of ¢ matrix A be separated from the olher disks by a circle of radius r
and center ;. Medley and Varga have characterized the minimal r, which can be achieved by diagonal transfor-
mations of A and fixed y. It is shown that this resull can easily be proved with methods used in an earlier paper of
the author. In addition, the maximal radius is characterized, easily computable bounds are given and it is shown,

that A and the transposed matriz AT have the same optimal radis.

[ IpyHUMaeTes YTo 0Obe;MIeHIe HEROTOPHX OKpY:kHocTeli I epmiropuHa MaTpuIBl A OTel1eHO OLPY k-
HOCTLIO € PAIHYCOM # M IEHTPOM ¥ 0T OCTAbHBIX OLpysrHocTel Uepuropuna. Moadaes u Bapra oxa-
PAKTEPUIOBATH MHHHMAABLHOE 3HAYeHHe r, JOCTUIrAEMOE HPH NOCTOAHHOM y NYTEM HArOHAJLHOYO
upeotpasosanun. [lokasamo yto HTOT pe3yabTar MoseT OWTL JeFLO JOKO3aH METOI0M, LOTODHIM
HO.IB30BAICH ABTOP B 0JHOH H3 npeamAynux pabor. hpome 5Toro 0XapakTepuaoBaH MaKCHMAJbHbL]
pa.yc, npHBe;ienb HPAKTHYECKH IIPHMeHHMbie OLCHKU H TI0Ka3aHo, YTO A M TPAHCIOHHPOBAHHAA

Marpiia AT 0032,1210T OIMHAKOBHMH OIITHMAJALHBIMH pajinyCaMHu.

1
Es sei A eine komplexe » - n-Matrix, .« = 0 ein Vektor mit positiven Komponenten, X = diag (x;) — (r; 0:)
und

1
Ay = -V i@ e (1)
!( ) x “_;L {%ik: &

) — {z ez~ i = A (2)

(i =1,2,...,n) die GerscHGORIN-Radien bzw. GERsCHGORIN-Kreise von X1 4 X. Sei N = {1,2,...,n}.

Dann gilt bekanntlich fiir alle Teilmengen ¢, 7 N mit sur =N, ont=a: Ist p = o die Anzahl der
Elemente von ¢ (0 < p < n) und st
i — @y — M) = Ar) 20V ieo Vjer 3)
so enthdlt ) I'y(x) mindestens p und | 1'}(x) mindestens n — p Eigenwerte von 4 (wenn man die Eigenwerte
i€g jer .
gemiB ihrer algebraischen Viclfachheit zahlt). Siehe etwa [4]. . o
GERSCHGORIN-Kreise bestimmen EinschlieBungsmengen bzw. AusschlieBungsmengen fir die Eigenwerte

von 4, die man durch passende Wahl von X zu optimieren sucht. , . .
Wihlt man etwa als EinschlieBungsmenge den kleinsten Kreis um 0, der alle I'y(x) enthilt, so ergibt

sich dic Aufgabe, dessen Radius
r(e) = Max (la;; F Air) = Max (Ll fo;
D [

zu minimicren. Dabei ist 4! = (la;). Der Quotienten-Satz von Corvarz (L1, [7]) zeigt, dal} inf r(r) gleich

dem Spektralradius g(l4[) von |4/ ist.
Gibt es ein # > 0, so daB 0¢ U [}

N . :
T a v she 4 a b
um 0 betrachten, der keine inneren Punkte von U 1'(x) enthalt. Hier suchen wir also
iy

(¢) ist, so kann man als Ausschliclungsmenge den grofiten Kreis

r(x) == min (la, | — Ay())

20 maximieren. Es ergibt sich unter Benutzung der Theorie der M-Matrizen
sup 7(x) = (o(4")",

wobei 4 = ({204 — 1)|ag) ist.
Analog Jassen sich die Real- und Imaginarteile der Eigenwerte a.bsc;hz.mtzcn. o .

Der Fall, daB als EinschlieBungsmenge ein isolierter baw. die Vereinigung ‘mehm:'er isolierter X(ersu;-

s . 4 . ' 7 W Aut. 2

‘ORIN-Kreise mit gleichem Mittelpunkt gewihlt wird, wurde von Varaa [6] und Toop [5] bzw. dem Autor {2]

behandelt.
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[

Fine allgemeinere Situation wurde in einer wenig spéter erschienenen Arbeit {3} von MEDLEY und Varea
betrachtet: Es gebe ein # > 0 und einen Kreis K, , mit Mittelpunkt y und Radius r, so daB
U L) < Ky CC(U L)) )
ico €T
ist. Das ist einc stirkere Forderung als (3). K, , wird als Einschliebungsmenge angesehen. Bei festem y
wird 7 iiber alle x+ mit der Nebenbedingung (4) minimiert. Es stelit sich heraus, daB die dortigen Ergebnisse
auch mit den in [2] benutzten SchluBweisen zu gewinnen sind. Es gelingt gleichzeitig, auch das maximale r
zu charakterisieren, also den eigenwertfreien Kreisring moglichst gro8 zu machen. AuBlerdem wird angedeutet,
wie diese Charakterisierung mit den Hilfsmitteln in [3] zu gewinnen ist. Gewisse hinreichende Trennbarkeits-
bedingungen in [2], die auch numerisch brauchbar sind, lassen sich auf diesen Fall iibertragen.
SchlieBlich zeigen wir, dall die optimalen Schranken fiir A und A7 ibereinstimmen.

D]

-

Wir stellen zundchst kurz einige Hilfsmittel zusammen. Ist @ = (%) ein Vektor, so bedeutet z > 0 (=0),
dal} alle 2; > 0 (= 0) sind. Kine analoge Schreibweise wird fiir Matrizen verwendet.

Satz 1: Ist ¢ = 0, D = diag (d;) eine Diagonalmatriz und B = D — C, so sind, dqruvalent

I B ist M-Matriz, d. h. B-! existiert und B-! = 0.
(II) di >0 firalleiec N, o(D1C) < 1.
(LIT) 30> 0 mit Bv>0.
Ist Cirreduzibel, so gilt die zusitzliche Aquivalenz
(IV) dv=0 mit Bv=0, Bv0.

Beweis sieht [7] und [2].
Fir I~ () mit by 2 0 fiie ¢ o= k sei
M(H) = {de R D — I st M-Matrix, D = diag (dy)}

M(H) ist offen. Sei 0M(H) der Rand und M(H) = M(H) VoM (H) die AbschlieBung von M(H).
Satz 2: (12)) 1T sei irreduzibel. Dann ist dquivalent

(1) deddH).

(n) dv> 0 mit (H o), = d;v; fiiralle i e N .

v ist bis auf einen positiven Faktor eindeutig.

Satz 3: M(H) und M(H) sind konver. Fiir irreduzibles I ist M (H) strike koner.

Beweis: Fir 0 < a<1und &> 0gilh Sapl—a <o &4 (1 —-a)y Dabei liegt Gleichheit genau fir & = g vor.

Seien ) == diag (4;) und D = diag (d;) in M{H). Nach Satz 1, III und Satz 2 isti i < s,
sy o ¢ ) o o a g | yt.l“' L M. und Satz 2, II existieren z,y > 0 mit Haz <

() R . Te o, U ,

; % l""u‘. « % hiv (A . Pl 'c\)yi)‘-}_ adi V(1 «)d; (5)

d. h.llmu‘ m(aDt(La) Dy w oder o D (I—-a)yDe M(j{). Ebenso folgt die Konvexitit von M(H). Nun zeigen wir,

mmymnmnmmmmummmkmmmmdhumﬁuADeMWLp¢ﬁum0<a<1mMaﬁ+41~MDEMW)

ist. Wir nehmen das Gegenteil an: a D 4 (1 — «) D € 2M(I{). Dann steht wegen Satz 1, IV in (5) stets das Gleichheitszeichen.

Daherist Do = H », Dy = Hyund wegen D = I sind z und y linear unabhingig, Mithin ; V.

; X ‘ . gig. Mithinist w = {5: 2; = ¢;} = N. O.B.d. A,
konnen wir auch I Y alsoxr + 0 annfzhrpen. Dann st fiiri € =, k ¢ 7 sicher xf/x( + ¥r/ys, also ui/ut L< o ?:{:;,}zl + (L—o)yulys
Aus der Gleichung in (3) folgt by~ Ofiir i e, k 4. Das ist ein Widerspruch zur Trreduzibilitit von I,

3.

Bsseil < p =0/ < n — 1 und P die Menge der Vektoren > 0, fiir die bei festem

; = U dem 7 =r(x
die Aussage (4) crtillt ist, fir dic es also ein r > 0 gibt mit y und passenden “

W oyl Erg agy -y - Ay Yieo, Vjer, (6)
Fir @ e P gilt offenbar

li(.l‘) - IlilQX (;(I“' - y; 4- ‘ll(z)) < ;‘(L) = min (Ta", — ;;3 _ /11(.’17)) .

v jet '

Wir versuchen

Ao o-int {r(e)ae Py

My = sup {rax):w e P} (7)
za bestimmen,
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0.B.d.A.seiy =0und g ={1,...,p). Es sei ferner

. — e D
It 1ty - (hig) mit by = { T > p}

la ;i sonst
ep—={l,..., 1, —1,.... =D, E, =diag(l,...,1, -1, ., --1).
Nmvverm——n ——
p-mal p-mal

Dann folgt sofort

Lemma 1: Fiir einen Vekfor © > 0 sind éiquivalent

I rel, r)LiLr(x)
(I1) (AE,—~Hyx=0.
Beweis: Man beachte nur die Aquivalenz der Ungleichungen
) [aiil 1 i) S A= layy] — Aya) t=p<lj
mit
(A —laiil 2 — 5 faig 2 =2 0 =
k#i
(ajsl —ayry— T lagel 2p 2 0 i>.
k#i

Aus Satz 1 und Lemma 1 folgt nun
Lemma 2: Fiir irreduzibles Il und eine gegebene Zahl . sind folgende Aussagen dquivalent :
(1) le,e M(H).
(I1) de>0mit GE,—Hyx=0.
(H1) e P, sodaf r(v) <A< rw) sl

155 sei im folgenden .1 und damit H irreduzibel,

Ay oinf {A:Ae, e M(H)}
Da die Diagonalelemente von M-Matrizen positiv sind, ist .1; > — co. Offenbar st A, e, € OM(H). Nach
Satz 2 existiert genau ein 1 > 0 mit A, B, 2, = H «,. Lemma 1 zeigt, daB 2, ¢ P ist, daB also 4, < 4, ist.
Ist Ay < A,, so gibt es ein xe P mit A, < r(a) < A,. Nach Lemma 2 ist r(x) e, € M(H), also A; < r{2).
Es folgt Ay — .1, Bbenso konnen wir zeigen, daf

My — My = sup (A deye M)}

ist und daB es ein zo € P mit My Bz = H 2, gibt. Es sei @ = K77 H. Dann is'g Q x, = Ay apund Q Zy :.11./10 2y
Aus der strikten Konvexitit von M(H) folgt, daBl /1, und M, die einzigen Eigenwerte von J mit positivem
Eigenvektor sind. Wir fassen zusammen:

Satz 4: Es sei A irreduzibel. Fiiry = 0und 0 = {1, ..., p} sei Pnichtleer und {10, M, w.ie. e (7)'deﬁniert.
Dann sind Ay und M, der kleinste bzw. der grifite Eigenwert von @ = E;l H, der einen positiven Ezgenvektvr
besitzt. Es existieren mindestens p Eigenwerte von A, die einen Betrag kleiner als oder gleich Ay, und mindestens

" — p Eigenwerte, die einen Betrag groper als oder gleich M, besitzen.

4.

Man kann dieses Ergebnis auch mit den von MELLEY und Varea benutzten Mitteln erhalten. Wir nehmen in
H die folgende Einteilung vor:

; H,' H, }op
IR VAV YN SR
(O —
p m—p
Dabei sei £ die (n — p)-dimensionale Einheitsmatrix. Wahlen wir £ = max |a;;| fest, sosind alle H; (i = L,...,
nichtnegativ. >p
In [3] und [6] wird dic Iteration
Aige =0 (H, + Hylb—2 — H)! H,)
betrachtet und gezeigt, daB fiir 4, € [d, M,] gilt
]'H-l § li (l = O, 1, . ) s lim ;-i = ‘40 .
Analog it sich beweisen: Ist
o € [ Ag, Mo} und iy =k — o (H, + Hy (e — H) 1 ) (8= 0.1,
80 gilt
M1 = pg dimpg = My
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2.

In diesem Abschnitt werden hinreichende Bedingungen dafir angegeben. daB bei ;o 0und o (1., p
P nichtleer ist, dal also die Bedingung (4) fiir passendes r erfiillbar ist. S ‘ o

Es sei wie in [2] ¥ die Menge aller Matrizen mit der Eigenschaft, da die Koeffizienten jeder Zeile auBer-
halb der Diagonalen gleiche Betrage haben. Sei d e W.m - a0 2k FirH  HiA)gilt dann

~H+AE, = —mel + D
mit mT = (my, . ..om) €T = (1...., 1), D - diag (d,) und
M4 A o iSp l
([i - . . . :
Uy g - A t pJ

Nach Lemma 2 ist P 4 8 genau dann, wenn fiir ¢in 7 der Vektor 2 ey ¢ M{H)int, d. h. wenn (siche Satz 1,
I1) ’
olD'meT) <1, d; >0 (=1,....n)

ist. Wegen g (D! m eT) = e D! m folgt
Satz 5: Ist A €, m > 0, 30 ist P == 0 genau dann. wenn ex ein 3, qibt mit

d =max ja;;, <2<d = min a,,',

iy i>p
so daf
my N
Y =T D1y .\, _ ) T <1
) = eT D1y o , . .=
f) o~y — Ay A A g, o 4
l‘/p,l" aix ] i>p t te .

ist. A, und My sind die Kleinsie bz grofte Nullstelle von f(4) - 1 in (d. d).
Wie in |2] ergibt sich daraus ein hinreichendes Kriterium fiir /° + o

Satz 6: Ist m; = max e, = 0 und fir ein £ in (d. d) JA) =V soist P 4 4.
itk
Ebenso iibertrigt sich Satz 5 von |2]. Genauer gilt :

Satz 7: Sei jage) Se(i + k), w =d - d—(n - 2pye,

1
appe=d b (e T (et 4 1) dyd - d) (v - D&y
wmd 7
d—d

n—2+2yp(n—p)
Dann ist P 4= 0 und Ay L o) Sy < M,
Es gibt also mindestens p Eigenwerte von 4 in 2, < &y und mindestens n - p Eigenwerte von A in z) 2\,

Es sollte abschlieBend noch einmal daran erinnert werden, daB diese Aussagen nur fir y =0 und

o ={1,...,p} gelten. Tm konkreten Fall wird daher im allgemeinen noch eine Verschiebung und eine Permu-
tation der Zeilen und Spalten erforderlich sein.

IA

6.

Da 4 und ihre Transponierte A7 gleiche Eigenwerte besitzen, liegt es nahe, auch die GERSCHGORIN-Kreise von
4T 4 v 31 31 A 2 yvohe H ; : H : . « T
AT zu betrachten. Sie sind zwar hej gleichem z i, a. von den I'i(x) verschieden, es zeigt sich jedoch, daB fiir

Ay und M dieselben Werte herauskommen, daB also die Minimalkonfigurationen, die ja nur durch die a;; sowie

Ay und M, festgelegt sind, iibereinstimmen.
Es gilt zunichst H(AT) = H™(A). Weil eine Matrix B wegen (B-1)" = (BT)-! genau dann M-Matrix

ist, wenn BT s ist, gilt M(H(A)) = M(H(AT)). Aus A, = inf {1: /e, ¢ M(H)} und M, = sup {1: 4 e, € M(H)}
folgt nun die Behauptung.
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