definiert. Mif diesen werden die Folgen {u,} und {vy} gemdif

"= @y — En 618
(n=2,3,...) (6)

berechnet. Dann gibt es pinen Index ng. so daf fiir alle n = n,

die Einschlieffuny

Uy < tnt1 <A < pq1 < vy {n

gilt. Die Schranken uz und vy sind im Jolgenden Sinne bessere
Niherungen fiir a* als x,: Es gili

Uy =in — En - &y |5,

[ty — ¥
[x,, - .’(3*' f”(l‘*)

= | S| On—2l - Sn— i > 00;
Jtn — 2] 52]’(1*)! |3 2] -F 0o{Bn—2)  fir n > oo

|1y — x¥| (8)
dabei wurde &, = x, — a* geselzt.

Beweis: Mit den Abkiirzungen 4, = f"/(x*)/(2 f’(x*)) und
A3 = f""(«*)/(6 f'(x*)) gelten unter den angegebencn Vor-
aussetzungen die Beziehungen (vgl. [4])

On = Ay By — 2 (43 — Ay) 84y - 00y

und 9)
La= Ay iy — 2(24% — A) 03, - 0d%_y) .
Hieraus ergibt sich durch einfache Rechnung
en = |4y |Sn—2l 4 0(dn -2),

ty = 2% == — | 4,04 16—l + 0(ics)

Tum @ = A - o - 08 o),

£ = 2% = A} Sy + o(dhoo)

Wegen A, = 0 folgt aus (10) die Giltigkeit von (7) fiir hin-

reichend groBes n. Die Behauptung (8) kann aus (10) un-
mittelbar abgelesen werden.

Bemerkung: Die gemiB (B) berechneten Folgen {u,)
und {»,} konvergieren wie die NEwTON-Folge {x,} quadra-
tisch gegen 2*.

Dies ergibt sich ebénfalls aus den asymptotischen Bezie-
hungen (9) und (10).

. Die EinschlieBung aus Satz 1 hat gegeniiber der asympto-
t}schen EinschlieBung aus Satz 2 globalen Charakter, Prak-
tiseh ist jedoch die Voraussetzung f'(x) £ 0, [”/(z) + 0 des
ersten Satzes in der Regel auch nur in einer Umgebung einer
Nullstelle ¢*, d. h. fiir hinreichend ,,kleine Intervalle [a, b]
e.rfiillt. Im Verfahren vom Satz 2 wird dagegen pro Sch}'ift
ein Funktionswert — niimlich fly,) — weniger benotigt;
a}lBerdem kann auf die Voraussetzung f(n)f(b) <0 ver-
zichtet, werden.

(10)

3. Weitgehend analoge Aussagen ergeben sich, wenn im Satg
2 die NEwTox-Folge {2,} durch eine nach der Regula falsi
aus xg, a1 € [a, b] gemiB

LV _ 1%
S ) n=12...) (r’)

berechnete Folge {z,} ersetzt wird. (4) ist dann durch

.
Tni = oy

E;J = . ’f(x,;l), . (4/)
’sf(xn-—p Ty o)

zu ersetzen, withrend (5), (6) und (7) sinngemi8 iibernommen

werden konnen. Die in diesem Fall gilltigen asymptotischen

Beziehungen lauten

B = Ay Sy By — (A2 — Ag) Oy g -+ ey o)

= Ay g 0y — (243 — Ag) Sy it F 00t F)

(%)
© Sowie
th = [4,) [l -+ o(0n_3g) »
Un = 2% o |40 |80l |05 gf2 - 0(02 ) 5 (10)

Ta = 2% = 4,5 (0] of? 0_al® b o(05i Bi2s) »

Tt = AT 0y - 0(07s ) -

4. Beispiel: flx) =220 — 1, a* =1 (vgl. [4]). Dic nume:i-
f*(‘hon Ergebnisse sind in den Tabellen | bzw. 2 angegeben?).

) Gleitkammarechnung mit 36-bit-Mantisse.
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Tabelle 1: Asymptotische EinschlieBungen beim
NEwrToN-Verfahren

no Ty Un Un

0 0.90000000 — —

1 1.22513685 — —

2 1.16493551 1.1396 846! 1.14757450
3 1.10943811 1.07255061 1.10793839
4 1.06091663 1.03143529 1.0589 3950
5 1.02412726 1.00666531 1.0217 2586
6 1.00470759 0.99992466 1.0032 2957
7T 1.00020377 0.99997373 1.0000 6034
8

1.0000 0039 0.9999 9998 1.00000001

Tabelle 2: Asymptotische EinschlieBungen bei der
Regula falsi

n o Zn Uy A

0 0.98000G00 - —

1 1.30000000 — —

2 0.98056164 0.98056261 0.98165797
3 0.98110935 0.98164334 0.98164518
4 1.00401043 0.7463 3948 1.24964431
5 0.99924443 0.9999 2388 1.00028100
6 0,99997154 0.99999491 1.00000332
7 L00000020 0.9999 3999 1.00000000
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L. E1sNEr und K. P. HADELER
Eigenwerteinschliefung mit Lorentzkegeln

Unserem verehrten Lehrer Prof. Dr. Dr. h. ¢, L. CoLLaTz
zum 60. Geburtstag gewidmet.

In einer kiirzlich erschienenen Note [3] wurde eine Abschit-
zung fir einen Eigenvektor einer pichtlinearen Higenwert-
aufgabe angegeben, Beim Beweis des Satzes wird der soge-
nannte Antipodensatz auf ein Vektorfeld auf der Sphire
angewandt, das durch den Gradienten des verallgemeinerten
RavLEGH-Quotienten der Eigenwertaufgabe definiert ist.
Fiir den Fall der linearen Eigenwertaufgabe ergeben sich eine
Abschiitzung des Eigenvektors zum groBten Eigenwert einer
symmetrischen Matrix sowie eine Ungleichung fiir diesen
Eigenwert selbst. . o .

Tn der vorliegenden Arbeit stellen wir eine Verbindung
zwischen diesen Ergebnissen und der Theorie der halbgeord-
neten linearen Riume her. Es zeigt sich, daB die beiden
genannten Abschitzungen als Aussagen uiber konvexe Kegel
gedeutet werden kénnen. Dabei ergibt sich die Abschiitzung
fur den Eigenvektor mit Hilfe des minimalen Kegels einer
gewissen Schar und die des Eigenwertes mit dem maximalen

Kegel.
1. EinschlieBung des Eigenvektors

Sei X — Rr mit dem gewdhnlichen Skalarprodukt (, ) und
der zugehirigen (euklidischen) Norm ||.]|. Seien § =
—{reX:llx]l =1} mpeSund TeR, 0 <7 <L Dannist
Ky = {e: (rorg) 2712}

ein konvexer abgeschlossener Kegel mit inneren Punkten.
Mit ciner geeigneten Orthonormalbasis ist K der durch

72 n 112
9
= P
P~ 5

it s s e

B —
RSt souvs
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definierte verallgemeinerte LorENTZkegel. K definiert in X
eine Halbordnung

r=zyssr—ye K,

IE, sei die Menge der inneren Punkte von K, und 8K, der

Rand. Der Dualkegel K eines Kegels K im unitiren Raum
X ist definiert als

K ={y:(xy)=0 VzecK}.
Man rechnet leicht nach, da8

(KY =K, v=)1—-12

gilt. . .
Satz 1: Sei A eine lineare Transformation von X in sich.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent :

(ryag) =1, Nefl =1 s> t{dxr,2) —(Aa, ) <0, (1)
Es gibt ¢ € R, so daf8

zeK,, 2%+0 a(d-tclzek,. @)
Beweis: (1) = (2). Da S kompakt ist, gibt es ein ¢ < oo
mit
¢ > su (A T, 1'0)2 jz(A Ty 4 Z)
cey 27[r(A2,2) = (A7)
(Z,3) =1

Hieraus folgt
(Aar-caa) > (Axfex, A o)
YV 2z¢8 o

Da I;', durch (z. 2g) > 7 ||7|| charakterisiert wird, wird also

oK. nS in K, abgebildet. Daraus folgt mit der Linearitit
von 4 die Behauptung,

(2) = (1). Gibt es ein solches ¢, %0 folgt
(A2, 2)* — 1A a, A2} > 2c1[v(4 , )~ (Adxz)) (3

(v, 2) = .

fiir alle z € 9K, n 8. Die Bedingung (3) gilt mit ¢ auch fir
jedes & > c. Das ist nur moglich, wenn 4z, 2) — (A x, )
= Oist. Tritt hier einmal Gleichheit ein, so folgt aus

Ax, )= (Az, 22 >Adx A r) =14z Az) (2, 2),

ein Widerspruch zur Definitheit der Gramschen Determi.
nante.

Satz 2: Sei (1) fir eint mit 0 < ¢ < 1 erfiillt. Dann be-
sitzt A genaw einen Eigenwert von maximalem Realteil. Dieser
it reell und einfache Wurzel des charakieristischen Polynoms.
K, enthill einen zugehorigen Eigenvektor (und keine Eigen-
vektoren zu anderen Eigenwerten).

Beweis: Sei ¢ 50 gewiihlt, daB A + ¢ I den Kegel K
(auBer der Null) in sein Inneres abbildet. Aus dem Satz von
Krery und Rurmax folgt, daB der Spektralradius von
A + ¢ I ein Eigenwert mit einem Eigenvektor in K, ist.
Aus einer Verschiirfung dieses Satzes ([4]. p. 78, Theorem
2.10 und 2.11) folgt, daB der Spektralradius einfache Wurzel
des charakteristischen Polynoms ist und daB es in X + keine
Figenvektoren zu anderen Eigenwerten gibt,

2. EinschlieBung des Eigenwertes
Mit dem Vektor x, definieren wir ScHwarzsche Konstanten
ao:‘—(ToyTo) =1, a2=(Aa:0,Ax0).

Satz 3: Sei (1) fir eint mit 0 <7 < 1 erfillt. Dann ¢ilt
Jir den Eigenwert 3, von A mit dem gréften Realteil die Ein.
schliefung

ay = {4 7y, 7y) ,

T
14 — o) < Vl T Vo —a3- 4)

Beweis: j‘\\'ach Satz 1 gibt es ¢, 50 daB 4 = 4 + ¢ I die
Bedingung A K, ¢ K, erfllt. Sei
m1=sup{oc:£1\xo~—oca'oeK,},
my == inf {« :aa",—~,:1\xoeK,},
also my 2y L A 2y < my

Ist 7 der Spektralradius von 4 bzw, A* und ist y ¢ K,
Yy+0, 4 y=ry, so fO]gt m](“’o, y) < (4 Ty Y) = My(y, )

. .
MmEr<my, my—c< ).‘,. =T My - Die Zahlen
my -~ ¢, my — ¢ sind die Losungen der Gleichung
(Aag —vrgr)P =13d gy ~rpdx, ax).

woraus die Behauptung folgt.

Aus dem Beweis ersieht man, daB Satz 3 ein ..Quotienten-
satz‘ ist, der obige Beweis ist dem von L. CorLraTz [2). p. 306
nachgebildet, fiir aligemeinere Fille vgl. E. Bonw {1].

Im allgemeinen ist bei festem 4 und .z, die Bedingung (1)
fiir verschiedene 7 erfiillt. Offenbar crgibt sich eine optimale
EinschlieBung des Eigenvektors fiir das griBte magliche 7,
eine optimale EinschlieBung des Eigenwertes aher fiir das
kleinste,

3. Der symmetrische Fall
Im folgenden sei A eine symmetrische Transformation. Die
Elemente von 2K, n § lassen sich in der Form
g Ty, ol ) 0
darstellen. Daher ist die Bedingung
(g2 =0, g}l =1

T ]
(Ag.y) — (Aayay + 27
T}l -1

zu (1) dquivalent (vgl. [3], wir ibergehen dic einfache Rech-
nung, die Symmetrie von A geht entscheidend ein).
Lemma 4: Sei § > 0, es gelte

() =0, Iyl = 1=
/’)t(A Toe :’/)l < (A 1'0’ Iﬂ) s (A Yy .'/) . (ﬁ)
Dann gilt Bedingung (1) fir alle v mit v_(f) <7 < 7,(3),

wober

R £ IR

Beweis: Die Bedingung (5) ist dquivalent zu

(@ x) =0, Jlgll =1
272 —
u%m—u%%ukﬁ_

\ (Axgy) <0 ®)

1

Q(Axo,y) <0.
2

Nun folgt die Behauptung daraus, daB T.(3), T_(p) die Ld-
sungen der Gleichung 272 — 1| = §1 1 - 2 baw.
(@ - @+ =0 &)
sind.

Aus (7) folgt noch 72(8) - +2(3) — 1, d. h. die Kegel K (3
und K. (3 8ind dual.

Wir fassen die Siitze 1, 2 sowie Lemma 4 zZusammen,

Satz 5: Sei A symmetrisch, sei f > 0, die Bedingung (6)
sei erfillt. Dann ist der grifte Eigenwert von A einfach. Fir
den Kigenwert und den Eigenvektor gelten die Abschitzungen

iy ) TR T py

mit
T(p) 1 .
L= 3l e — ),

T,(f) = {% 144+ ﬁg)_w]}l‘/z.

Dies sind die in [3] angegebenen Ungleichungen. Bei
festem A 1Bt sich die obere Girenze der 8, die die Bedingung
(6) erfiillen, nur schwer explizit berechnen. Einen im allge-
memen brauchbaren Wert g erhiilt man in folgender Weise.
Sei @ der Projektor auf Zound P = | — ¢, sei u der groBte
Eigenwert von P 4. sty < 01,80 i8t § = (a; — ) (@, — a?)~V2
méglich (vgl. [3], dort wird auch der Zusammenhang mit
dem Satz von TEMPLE gekliirt).

Beispiel: Fir n = 4 sei

1
2 5 0 0 1
1
A= 5 0 1 ol rg= | 0
0 1 0 0

=
D -
>



Die Eigenwerte von PAP sind 0 und 4 ],§ Es ergibt sich
g =4 —2}2. Satz 5 ergibt fiir den Eigenvektor » zu 4,

(. &) == 0.86759 [{o(]

und

lag = 2] < 0.2866 .

Wegen 7, = 4 folut

2 <, < 2.28066

Der Satz von TempLE ergibt dagegen nur

A £2.4268 .

Im Anschluf an Satz 3 wurde bemerkt, daB fiir die Einschlie-
Bung von Eigenwert und Eigenvektor verschiedene Kegel zu
nchmen sind. Dies ist nur ein Spezialfall eines allgemeineren
Prinzips (wir beschrinken uns wieder auf den Fall endlicher
Dimension): Set X = Rn. seien K; ¢ K, ¢ X zwei Kegel mit
inneren Punkten und A(Ky) ¢ K;, i = 1, 2. Offenbar liefert
K, die bessere Abschitzung fiir den Eigenvektor. Seiz, € K.

Wegen

i s sup {azd o,

Ay € Ky}
mf) = inf fxzaw, - dx e Ky}

und iV < << mlp << mld) ergibt sich mit K, die bessere
EinschlieBung des Eigenwertes.

Das Tterationsverfahren zur Bestimmung des Spektral-
radius 1Bt sich hier einordnen. Sei K ein Kegel mit inneren
Punkten, 4(K) ¢ K und A nichtsingulir. Dann ist auch
Kj={rdixeK). j=0,1,2,... ein Kegel, und es gilt
AK)c K K= KjcK cK,c.... Wegen

Aoy~ ampe Kyjes A(dig) —a Al gge K

ist dic Quotientenbildung mit den iterierten Vektoren (be-
ziglich des Kegels K) aquivalent zur Quotientenbildung mit
dem Vektor ., heziiglich der iterierten Kegel K.
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G. Rapacy

Yerbesserung der KinschlieBung nach Adler
fu_l‘ die Lisung der ersten Randwertanfgabe der
Bipotentialgleichung

Meinem Lehrer Herrn Prof. Dr. Dr. h. ¢ LoTar COLLATZ
tum 60, Geburtstag am 6. 7. 1970 gewidmet
Fiir den Gradienten der Losung der 1. Randwertaufgabe der
Bipotentialgleichung
- g(s) auf I’ (n
n

Adw— 0 i

S

== f($) .

1 einem Gebiet & mit Rand 1' (s Bogenlange, » Richtung
der inneren Normalen auf I) 1aBt sich eine Vcrschﬁrfu{lg
der Abschitzung von Aprer [1] erhalten, wenn man Er-
gebnisse aus der Potentialtheorie heranzicht. Mit der Gra-
dlentenabschétzung folgen punktabhingige obere und un-
tere Schranken fiir die Losung selbst. Die Abschitzungen
werden an einem Beispiel mit denen von Brausre und
PAx~E [2] [4] verglichen. )
_Es seien f, /.~ f/es und g stetige Funktionen der Bogen-
linge. Fir den Rand I sei dic folgende Voraussetzung V)
erfidlt
(V): (V) T besteht aus hochstens endlich vielen punkt-
fremden geschlossenen JorDANkurven ry g= 0,1.
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. ), wobei etwa I’y als ,,AuBenrand* die fibri
Iy(j=1..... N) umfaBt. iibrigen
(V3) I besitzt in jedem Punkt cine Tangente, die sich
stetig mit dem Randpunkt dndert.

(V;) Es gibt eine Zahl R > 0, so daB zu jedem Rand-
punkt @ € I’ ein Kreis mit Radius R existiert derart,
dafl ¢, auf dem Kreisrand liegt und daB das Innere des
Kreises ganz in (/ enthalten ist.

Wegen (V,) kann man in jedem Randpunkt @ € I ein
lokales kartesisches Koordinatensystem (9, 2¢) mit Ur-
sprung ¢ einfithren, dessen positive 2-Achse mit » zu-
sammenfillt. Z(¢), R) sei derjenige zusammenhingende
Bogen von I, der in dem Streifen |2¥] < oo, |28 < R
liegt. Fiir cinen festen Punkt ¢, und einen festen Ra-
dius B wird Zy = Z(Q,, R) gesetzt.

{Vy) Zu derselben Zahl R > 0 wie in (V,) existiert zu
jedem Punkt @y ¢ I' ein Kreis vom Radius R, dessen
Rand den Punkt ¢, enthilt, der iiberdies wenigstens
einen nicht zu G gehorigen Punkt enthilt und dessen
I]nneres keinen Punkt mit dem Bogen Z, gemeinsam
hat,

Unter den gemachten Voraussetzungen ist (1) eindeutig
l6sbar, und die Losung besitet nach Mmzaxna {3] bis in den
Rand hinein stetige erste Ableitungen. AvLER leitete fiir
diese Losung die Abschitzung

78
max jgrad u(P)| <»;f max|fj --1 26400 4 (41 4-25 @) L—]x
PeB r R |

x max || -- 56 max |g| (B=G+ 1) (2)

r r
her {1, Satz 1]. Dabei bezeichnen L die Linge des Randes,
@ die Grolle
¢ = max sup maxlgl;

0N PeG el

¢ (und spiter y) sei der Winkel zwischen dem Vektor @ P
und der Normalen n (bzw. y) im Randpunkt @ (bzw. @),
und zwar ist der Winkel von ) P zu der Normalen hin orien-
tiert.

Wie man dem Beweis bei ADLER entnimmt, entsteht (2)
aus der Abschitzung

max |grad w(P)| < Ny max |f} + N, max [f/] — }'56 max |g|
PeB r r r (3
mit

. fe oy 6421
N = (56 -+ 1) R

¥, =(136 4 1) [4_271‘2 2o+ l)-§;+«-2' sup j % dsq--

1
<718 % )

TPt rp
a Q

b [ ), e
T QI py P=q

22 sy | ('59‘? v 080 jsin (4 q,,);) sy
T Qe T'hg P
r |
{5)
= ecuklidischer Abstand von P zu @} dadurch. daB die
grnléggrale in X, abgeschiitzt werden (1. Lemmata 3. 4. 5]. Das
letzte Integral schiitzt ADLER ab durch
IF—Zy . 6 A 6 i
: o T e D {
f...t[.s‘ ~-f...l]a< TR et (6)
I'—Z, Zo
(17| bezeichne die Linge des Bogens }); wegen
AR AN S VA R L 2R
(e an aber L/ % 4R als obere Sf:hl‘&llke fvéihl?n.
Mi])lilemverbloibenfim awel Integrale .konncn‘ mit Hilfe der
fiir das Potential einer l)oppolsg'hicht in der Ebene geltenden
(i avssschen Formeln [3, 5. 511]
o 24, falls Peff ;
/ N gy = da, falls Pe T (7)
Tru o, falls PeCB
i i eine prNowsche
rden. I bercichnet dabei emi-],.l.AI TNOWSC
n Bedingungen {3, S. 489)
28

‘/.
abgeschitzt we
Randkurve, genitgt also de
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