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L. ErsxEr

Uber Birkhotf-Interpolation und Richardson-Extrapolation

In Erweiteruny von Arbeiten von Pélye und Schoenberg wird eine Restglieddarstellung fir die quasihermitesche
Interpolationsaufyabe gewonnen. Da die Extrapolation bei Diskretisierungsverfahren als eine solche Aufgabe
gedeutet werden kann, gelingt auf diesem Wege die Herleitung einiger Fehlerdarstellungen bei Extrapolationsaufgaben.

Eaxtending papers of Polya and Schoenberyg we get a remainder theorem for the quasi hermitian interpolation
problem. Since extrapolation for discretization methods can be viewed as such a problem we can deduce some
remainder formulus for extrapolation methods,

1A KeasurepMuToBoil HHTePIOJAUMOHHON 3aauM [OJYYEeHO NYTEM paciunpenus pabot Homans u
Hlsndepra BplpaseHde J7f 0CTATOYHBIX WwieHoB. TaK KaK B TUCKPETH3alMOHHOM MeTOJAC DKCTpPa-
TOJUSTIMI0 MOFKHO TOJIKOBATh KAk 3agady cele, To yaeTcA BRIBECTH 1A 3alay Ha JKCTPALNONAIMIO DKL
BhIpasKCHIH 1A O1iHOoR.

1. Einleitung

In [8] zeigte SCHOENBERG als Verallgemeinerung eines Ergebnisses von PoLya [6], daB die quasihermitesche
Interpolationsaufgabe genau dann durch Polynome 16sbar ist, wenn die POLva-Bedingung erfilllt ist. Wir
zeigen zunichst, dall sich auch die von P6Lya angegebene Restglieddarstellung auf den quasibermiteschen
Fall tibertragen lalt und dal} sie sogar noch in den Randpunkten gilt.

Dann betrachten wir die RicHARDsON-Extrapolation bei Diskretisierungsverfahren und deuten sie als
quasihermitesche Interpolation. Die Anwendung der obigen Restglieddarstellung spezicll im Randpunkt
h = 0 fithrt zu einigen bekannten Fehlerdarstellungen bei Extrapolationsverfahren.

In einem erginzenden Abschnitt wird gezeigt, dall die zu extrapolierende Funktion, die i.a. nur diskret
vorliegt, als hinreichend oft differenzierbar angesehen werden kann, so dafl die Anwendung der Restglied-
darstellung sinnvoll ist.

2. Bezeichnungen

Die BirkHorrsche Interpolationsaufgabe ([1]) ist das folgende Problem: Zu gegebener z-Inzidenzmatrix
E=(e), i=11)k j=01)n — 1, ¢;;=0 oder 1, in der keine Nullzeile vorkommen mége, und zu ge-
gebenen Knoten

< g1 < <y 8y
finde man eine Funktion p(x) mit
ey = 1= piz;) = yyy - 2)

Dabei sind y;; beliebig gegebene Zahlen.
Sei my = ZL‘ iy J=01)n —1und M, = Zr my, r =0(1)n — 1. Sei @, die Menge der Polynome vom
Grade < te 1Die obige Aufgabe heifit regulérﬁ((:engl. poised), wenn sie fir jede rechte Seite genau durch ein
P €, _q losbar ist. PGLYA [6] zeigte, daB fiir £ = 2 die Regularitit gleichbedeutend mit der POLya-Bedingung
M, z=i41 i=01)n —2 (3)
ist. SCHOENBERG verallgemeinerte dieses Ergebnis auf den quasihermiteschen Fall
1< i<lkney=1r7<)2e =1,
d.h. da in den inneren Knoten hermitesche Bedingungen vorgeschrieben sind.

3. Eiue Resiglieddarstellung

Wir zeigen, daB eine fiir k = 2 in [6] angeg‘ebene Restglieddarstellung Uibertragen werden kann. Es sei im
folgenden eine quasihermitesche Interpolationsaufgabe vorgelegt, und die Porya-Bedingung (3) sei erfiillt.
Wir zitieren ein Ergebnis aus [8]:

Lemma: Sei p(x) € (" Yap, v,] und es gelte
ey = 1= pix,) =0, (4)
Dann hat jede der Funktionen y®(x). v = 0(1)n — 1 in |2y, ;| mindeslens M, — v (= 1) Nullstellen.

Sei M = {ep1<i<k, eo=1} M =[x, 2] — i Analog zu POLYAS Vorgehen in [6] beweisen
wir nun
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Korollar: Ist zusitzlich y(&) = O fir ein £ ¢ M, ist y € C"[ay, 2], s0 gibt s & € (¥, ;) mit
PpME) = 0. (5)

Beweis: Fiigen wir zu den Bedingungen (4) die Forderung y(¥) = 0 hinzu, so entspricht das einem Interpolations-
problem mit einer (n - 1)-Inzidenzmatrix E, die aus E durch Einfiigen einer Zeile (1,0, ..., 0) (falls X =, 1;;;) bzw. durch

Abiinderung einer Null in der ersten Spalte in eine 1 (falls £ = 2, oder = x) entsteht. Fir die zugehérigen M, gilt M, = M, -+ 1,
also ist (3) erfilllt. Die neue Aufgabe ist auch quasihermitesch. Wir konnen also das Lemma anwenden und erhalten:

pn—1)(z) verschwindet an mindestens Mp_1 — (n — 1) = Mp—1 -+ 1 — (n — 1) > 2 Stellen in [z, x,]. Daher hat p(n(z)
eine Nullstelle in (zy, 2,).

Wie in [6] folgt hieraus eine Restglieddarstellung.
Sei f e C"[ay, 2;]. Die Interpolationsaufgabe

ey =12 () = [z )
ist durch genau ein p € &, _; 16sbar. Aufierdem gibt es genau ein Polynom N(z) ¢ x,.

N

x -
N(x):m+...’ (7
das die homogenen Bedingungen (4) erfiillt. Das Korollar zeigt N(x) & 0 fiir x ¢ M. Fiir ein solches « sei
C = (f(xr) — p(x))/N(z). Dann erfiillt
y(t) = [t) — plt) — C N ()
die Voraussetzungen des Korollars mit = . Daher gibt es £ ¢ (1, %) mit y®(E) = fW(E) — ¢ = 0 oder
f(z) — plx) = f™(&) N(x) felrn, ), &=Ex). (8)

Da diese Aussage trivialerweise auch fiir z ¢ M wahr ist, gilt (8) fiir alle « € [x,. 2,].

4. Richardson-Extrapolation als quasihermitesche Interpolation

Sei f(h) eine aus einem Diskretisierungsverfahren mit Schrittweite b gewonnene Néherungslosung fiir die
gesuchte GroBe f,. Wir nchmen an, dal} f(k) eine Entwicklung

fB) = fo + fht - f h?n - offirm) 9)

besitat, 0 <"y, <y <~ -+, ;€ N. Wir nehmen an, daB die diskret gegebene Funktion f(h) zu einer Funk-
tion f € Cv~(R) fortgesetat werden kann (siche 6.). Vorliegende Néherungswerte f(z,), ¢ = 1(1) m fiir f, mit

- - - .
0 ST Ty < < Y

werden beim Kxtrapolationsverfahren dadurch verbessert, dall man { an diesen Stellen durch ein Polynom
der Form

pE) = po+pa ot P im-t (10)
interpoliert, dessen Wert bei & = 0, namlich p,, i. a. eine bessere Néherung fiir f, darstellt. Es ist dann sicher

PO =0 0y lym, vy i=1l)m—1. (11)
Zusammen mit

P =fx)  v=11)m (12)

ist das eine quasihermitesche Interpolationsaufgabe, die die P6LyA-Bedingung (3) erfiillt.
5. Fehlerdarstellungen

Wir kénnen also die Restglieddarstellung (8) speziell bei & = 0 heranziehen und erhalten so einen Ausdruck

fiir d? ‘Fehlcr fo — P In einigen Fallen wollen wir den dabei auftretenden Faktor N(0) bestimmen.
vel

vw=y+rp-14 v=11)m. (13)

Dieser Fall tritt bei der Quadratur mit Hilfe von Newrox-Cotes-Formeln auf. Hierbei kann p, mit Hilfe

:ilf»s }::I EVILLE-AITREN- Algorithmus bestimmt werden (131, [5], [7]}. Wegen (11) hat N(z) bis auf einen Faktor
e rorm

Ny =1+ mat o, Y (14)
Die Bedingungen Ny(x,) = 0, y = 1(1) m fithren auf
MoE MYt byt e e ()

WO ¥, = 2, & = y/f ist. Bei dieser gewohnlichen Interpolati el i
" ] erpolationsaufgabe weill man, da8 n,, die (m — 1)-te
Steigung der Funktion g(y) = — y=* an den Stellen Yis - - -» Ym ist. Daher gilt el

1 - -3
" = (_’_"-:..I_).! ) 1)(1]) = — (m _ [)’} ~aomdl Um < ] < Y -



L. Eusxer: Uber Birkhotf-Interpolation und Richardson-Extrapolation 59

(8) ergibt folglich

(v) £vm
fo— b0 = 100 N0y = =0
Vm: —
(-m — 1)

Das ist im wesentlichen eine von ScumIpr [7] angegebene Darstellung. Fiir ganzesa kann n,, explizit angegeben

0<E<a, ta<E<n. (15)

werden. Dann ist N{x) = 1\71(31) ein Polynom in y = 2f. Beim Ansatz
N =@ =) —ya) o+ Y+ a1y = 7ly) 9ly)

zeigen die restlichen Forderungen N(0) =1, IV"(I')(O) =0, v=11)a — 1, daB y(y) der Anfang der TAYLOR-
reihe von 7(y)~! um y = 0 ist. Aus

g =12 L) = s
—1)"y ‘?/mn(y)— _E —%) —» Y Sty + - s Ym)
mit

Bty - s Yw) = 2 YU Yu™s
&

—s, .....
. mtr--1 . . .
wobel iber alle m-Tupel 8;, ..., 8, (0< 8,< 7, 5,€ N) mit 3 s, = 7 zu summieren ist, kann
r
man %, = 9,1 ablesen und erhdlt

o Geemd )
fo — po=1(=1) 'Sl__l(x!?, ,.,:l‘?n)‘ V! .

m
Die crsten S, kann man leicht berechnen. Mit 3, = 3 y;* erhilt man:
i=1
' 9 . | R | 1
S[,:l;bl:Zl; Sz’*‘(Zi‘i‘Zz)ﬂ? Ss=§21+52122+523-

6. Ergiinzung

U eine Liicke in 4. und 5. zu schlieBen, zeigen wir, daB die an den Stiitzstellen 2 >, > -+ >0, lima; =10
gegebene Funktion f zu einer y,-fach differenzierbaren Funktion fortgesetzt werden kann, falls (9) vorliegt

und es ein 0 < b < 1 gibt mit
o < bay =1,2,.... a7

Das ist offenbar nur bei « = 0 problematisch.

Wir konnen in (9) ohne Einschrinkung fo=fi=" - =fn= 0 setzen und betrachten die Aufgabe,
durch die Punkte (z;, flag),i=1,2,..., f(;) = o(x), r =y, eine bei 0 r-fach differenzierbare Funktion g(x)
zu legen. Diese Aufgabe ist im allgemeinen Rahmen in [9] gelost, wir geben der Vollstindigkeit halber einen

einfachen Beweis an:
Sei h(x) € Mz, 11 die Losung der hermiteschen Interpolationsanfgabe

BO) = 0, B(1) = 1, A9(0) = AOX1) = 0, v = (1) 7,

und sei § eine Schranke fiir A7(z) in [0, 1]. Dann lost
Jil2) = flae) + (f(l'k 1) — f(ﬁ’k)) 1) (“’":” *')

die Aufgabe g,(x;) = f(xi), gul®ics 1) = f(xe+1)s g9y = gs:)(xk+1) =0,y = 1(1) r, und es ist fiir x € {141, x)

M) = e

()
lg(x) = 8 (er — 2

Wegen (17) und f(z;) = o(2}) geht diese Schranke gegen 0 fir k - co. Daher ist

0 <0
mm={ v=

gile) 2 € [Trgr 7]

eine bei 0 r-mal differenzierbare Funktion, die die gestellte Aufgabe lost, q. e. d.
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