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EINSCHLIESSUNGSSATZE FUR EIGENWERTE GESTORTER DREIECKSMATRIZEN

von L, Elsner in Erlaugen

I. EINLEITUNG, DEFINITIONEN

Das Problem, die Eigenwerte gestdrter Matrizen auch im nichtnormalen Fall abzu-
schiitzen, ist von mehreren Autoren behandelt worden ([ 2], [3], [4], unter speziellen
Voraussetzungen auch von DREVES [1]). Die dabei auftretenden Schranken sind i. a.
unhandlich und z, T. implizit, Kiirzlich hat Herr WETTERLING in dem wichtigen Spezial-

fall gestérter Dreiecksmatrizen leicht berechenbare explizite Schranken angegeben [7]).

In dieser Arbeit soll gezeigt werden, dafl diese Schranken noch verbessert werden kdnnen.

Fiir eine nXn -Matrix B = (bij) sei |B|= (Ibz.]. ). B<C= (cz.].) bedeute bij < i
fir §,7=1,...,n.
Analog wirdx < yfx < y) fir Vektoren x,y definiert.

Sei ofB) das Spektrum von B und p(B} der Spektralradius. Es gilt
|B| < € = o(B) < #(0).
Fir alle multiplikativen Matrixnormen " ”, insbesondere also fiir die Spektralnorm

IIBIISP = V/o(B*B)

und die Erhard-Schmidt-Norm

120 g = J5 1o, 2

i,
gilt
o8 < |B.
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Es sei im folgenden stets

mit

und

Es werden die Fille

sowie

betrachtet,

L. Elsner
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Es sei A € o(A) und

II. DER ALLGEMEINE FALL

Da X € 0fA) ist, existiert x #0 mit
(D-ADx=(E+ R)x.

Fir die Abschitzung von & kénnen wir 6 > © annehmen. Dann folgt

x = (D-\) UE + Box,

also

1< o(@-A) LERY < o (cLrrRY)
oder
(1) 6 < p(eL+¥R).

Man verifiziert sofort, daf
(eLI+7R)z =kz

far

z:(t,tz,...,tn), t=(

35

gilt. Nach dem Satz von Perron-Frobenius haben wir damit D(€L1 +7¥R) bestimmt.

Aus eL2+TR =eL + el + (r+e¢)R folgt sofort

1
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1 1 1
n n n
_ Otee -er+e) re
Plelyt7R) = e+ 11 T 1 1 '
n ?1 n
frve - (r+¢

Damit haben wir bewiesen

SATZ 1: Ist A wie oben, ) € g(4), so ist im Falle

Bl < et
1 1
ret - o
(2) min|A-d| < T 1
t noon
r - €
und im Falle
|E| < €L2
1
n
. Ye
(3) mim P\-dz.l < T3
rg"- ¢

Bemerkung 1: Fir € =7 ist f = 1 und die Schranke in (2) gleich n-1,

Bemerkung 2: Wegen L < L ist p(eL +¥R) < p(eL +rR),
schirfer als die Schranke (3)

also ist die Schranke (2)

(3) ist wiederum besser als Wetterlings Ergebnis

1
n

¢}
my

mit 7 = IIﬁllspg r, €=|E|

Bemerkung 3: Die Schranken (2) und (3) kénnen generell nicht mehr verbessert wer-

den, da sie im Falle D = o, R = YR, E= €L, A =p(eL+¥R) (L = L1 bzw,
angenommen werden.

L=L,)
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III. STORUNGEN IN DER NEBENDIAGONALE

Wenn eine Dreiecksmatrix mit einer Matrix gestdért wird, deren Elemente kleiner
als ¢ sind, so l4Bt sich die Stdrung der Eigenwerte nach Satz 1 durch Ofe l/n) ab-
schitzen. Die Abschétzung ist zu grob im Falle, daf die Stérung nur in der ersten
Nebendiagonale erfolgt. Dieser Fall tritt etwa beim Abbrechen des QR -Algorithmus

bei Hessenbergmatrizen auf.
Wir werden zeigen, dafl in diesem Falle

I

min \-d,| = O(&)
ist.
Es sei also iE| < 51‘3‘ Nach (1) haben wir nur p(eL3+rR) abzuschétzen.
Nach dem Quotientensatz ([5], S. 32) ist fiir

1 oz 3 n
2= (9% &% 27 &)

(el
p(eL3+ YR) < n;ax z

+ rR)z]i

Eine einfache Rechnung ergibt: Das Maximum wird fiir {=2 angenommen und ist

gleich

11 n-1 _n-3
22 z (27
(4 Y

Wir haben also
SATZ 2: Ist A wie vorne, ¢ < v und sogar

|E[ < L

3
X € ofA), soist
; L1 oml o m3
z2y%e-cf v Z 2
min |A-d | < r& S = O )
z_z
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Bemerkung 4: Liegt die Stérung nur in den ersten 2 Nebendiagonalen, so kbnnen

wir analog vorgehen.

Zur Abschitzung des Spekiralradius von

o
€ QO 7
[
k 1 . :
€ .
S= 0 .
. ‘r
o 0e€ € 0
k
S2),,
werden die Quotienten 49y, =3 mit
Y
x 2 B
€ k+1 e k+1 B+l -
= (G)T G )
herangezogen. Es ergibt sich filr €< 7?7
A n-k
k+1 +
205)7 - -5y
b <maxgy=q,, , =7 I =0(e” 7).
k+1

IV. GETRENNTE EIGENWERTE

Es seien die Voraussetzungen in [ erfiillt, und es gelte
ldi-a‘jl >2u>o0 fur i £4.
Es sei & =min ]A-dii = ]dk-kl. Dann ist

i»d}.l > u fir j #k.

B
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Daher ist
- . - - - - -1 -
I(D—)J)Il_(_dlag{h 1,--»;H1:¢51,H1:---:H ):A
\._——..v-—.—-—}
k-1
Aus
-1 .~ o~
x=(D-X) (E+R)x
und
-1, = -1
l(D-XI)""(E+R)| < b “(eL+7R)
folgt
(4) 1< p Yoy eL+7R)).

LEMMA 3: Fir r#e, v#0, €#0 sind dquivalent

(a) k= p(A-‘l(«S)(eLI +7R)).
_ e futr m-1 ké+r, _
(b) Wk"s)’r(kwe) (—ka+e)'1"k>°'

39

Beweis: Ist & = p(A-I(é)(eLl +¥R)), so gibt es nach Perron-Frobenius wegen der

Irreduzibilitdt von eL1+ ¥R einen Vektor y > 0 mit

6L a (el + 7Ry = by

und & > o.

Durch Vergleich derj-1~ ten und der j-ten Gleichung erhilt man

k -
T jri-1#k

j- _ ku+rr .
(5) —i)—— ké+e j-1=k

ké+r
[ Rute
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wihrend der Vergleich von erster und n-ter Gleichung

ku+r €
Bute r k#ln
¥
L S ] Rkitr € =
(6) ¥y - kute 7r k=1
kH+r € _
L k6+e' ; k=n
ergibt. Es folgt
y, ¥ y
1=2.22 2 ae .

Wihlt man umgekehrt y1 = 1 und bestimmt yz, e ,yn nach (5}, so folgt durch Ein-

setzen zunichst
-1 ~
A (6)(eL1+rR)y=ky+s, y>o0

s = ($,...,5)', s beliebig. (b)impliziert nun (6),und fir ¥ # € folgt daraus § = 0.

Q.E.D.
Fiir > ¢ ist $®, 8) in B monoton fallend. Aus (4) (L = Ll) folgt daher

1=8k, 8 < ®(1Y

und daraus fiir

pte )n-l 5 £
u+r r
(7) < |, = e(u+r)n_1'@+dn-1

=1 mw””- fﬂ*“’)n-]

SATZ 3: Ist |E| < €L, . ist Idi-djl > 24 fiir i #§ undist \ € o(A), soist

n-1 n-1
Min "*'dil s« ﬂ‘ﬁ’-)rl-‘l--ﬁ:-’td n-1"
1 it T i)

solange der Nenner positiv ist.
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Aus Satz 3 folgert man

SATZ 4: Ist |E| < eL,, ist |di-djl > 2u fiir i #j und ist X € o(A), so ist

. Y e _ -
(8) n:m Ix-d;| < ST Gy
Saadfvers €

solange der Nenner positiv ist.
Beweis: Offenbar istA = D”E—E:Dl—ij-ﬁl mit I§1] < (r+¢R, IEII < €L1
und DI =diag(zi) mit |Ez.—di| < €. Wir kénnen Satz 3 mit - € anstelle von H

und 7+ ¢ anstelle von ¥ anwenden und erhalten

~ n-1_ n-1

min|a-d.| < ermin|n-d.| < e+e {BEDL__ZH = L3

. il = ; ) n-l_L( M,)n-l (r+s)(L n-1
" r+e i VR g

€

i

Bemerkung 5: Diese Schranke kann wie Satz 3 Giber ein Lemma 3 analoges Ergebnis
erhalten werden. Man kann zeigen, daf

k=00 1 (5)(cL+ 7R))

dquivalent ist mit

iy Yiua , 0-1 r+ué €
= . —_— = A > .
&, 8) = ¢ _ ) %6 ) rte 1 >0

Aus ®(1, §) > 1 folgt die Schranke von Satz 4.
Bemerkung 6: Ist € so klein, daR die rechte Seite Hy in (7) kleiner als K ist, kdnnen

wir wegen

IA—d].I 3idk-d].| - -y | > 2 >
in ®@®, 8 udurch ZH-HI ersetzen und erhalten eine neue Schranke

(9) (2“‘“1”')”_1’(2“‘“1“)”-1
b<p =e - — = R, <
2™ it - S e o] 1 <M

usw,
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Das Iterationsverfahren

{10) ui+1=h(ui). Wo=u, 1=0,1,2,...

0

ist ein Spezialfall des von VARGA [6] beschriebenen Verfahrens zur Berechnung des

minimalen E-ten Gerschgorinkreises. Es gilt daher

> > .00 > W
Mp2Hy> . 2w

>
I_H-

i+1

und

(11) 6< M=1limu. .
i—.oo ¢

Ahnliches gilt fiir Satz 4.

V. STORUNGEN IN DER NEBENDIAGONALE. GETRENNTE EIGENWERTE
Essei 15i<n By =diag(1,L....1, ¢ 1,...,1)
i-1

und

fit,e) = p(K'l(t) (€L3+R)) .

Es gilt

LEMMA 4: Ist s eine Zahl mit

3
S~€
(12) de < %:GL
so ist
(13) f( 462!€)<s
(s-¢)

Der Beweis soll hier nicht ausgefiihrt werden. Man zeigt dazu, daB mit

2¢
ste’

4e
(s-¢)°

Q=

t:

5 R
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(hta, ...l “,0 T,...,a ) i

v
NS

gilt
~-1
A (t)(cL3+R)z_§ sz.

SATZ 4: Ist A = D-E-R mit

]E’|_<_6L3, IR] < 7R, ]dj-dklzzu ji#k
und
_ 3
(14) 4der < fime)
- ute
so gilt filr X € o¢A)
. 4ru
(15) & = min Jk—dilg 5 €
i fit-¢)
Beweis: Aus (4) erhalten wir
-1
1< p(a (6)[€L3+1'R])
und die rechte Seite ist gleich
r ~-18 r¢ Y .0 €
~po(d =)L = =L fr=,=).
(16) Ge TILG Lyt RY) =200 5)

Algo haben wir

R
In
=

¥ |on

R |
N

(a7

Mit s =% und ;_E- anstelle von € ist wegen {14} die Voraussetzung (12} von Lemma 4

erfiillt, es ist daher

4dre
w-e)?

Da f in der ersten Variablen monoton f4llt, folgt aus (17} und (18)

(18) 7t 3 <8
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d. h. (15).

V1. ZAHLENBEISPIELE

Wir betrachten den Fall n =

4re
- 2
fu-¢€)

L. Elsner

4, r = 1. Fir verschiedene Werte von € sind in den

Spalten die Werte der Schranken in {2), in (3) und in Satz 2, also bei Stérung nur in

der Nebendiagonalen, angegeben. Fliir die Schranke von Wetterling {Bemerkung 2)

hat man in (2) € durch ¢ = IIE”SP und ¥ durch # = ”ﬁ"sp zu ersetzen. Schétzt

man diese Gréflen weiter durch die entsprechende Erhard-Schmidt-Norm ab

die Schranke in (2) mit 6 = I[LHES = |IRr ”ES =2.4494. ..

In der zweiten Tabelle sind im selben Fall fir u =1 die Schranken aus (7)

angegeben,

€ (2) (3) Satz 2 61/4
0.1 1. 0564 1.2178 0.8250 0. 5623
0.0l 0.4479 0.4608 0.2122 0.3162
6. 001 0.2151 0.2162 0.06431 0.1778
0.0001 0.1110 0.11168 0.02030 0.1

€ (7) (%) | ay

0.1 1.2559 2.66666 | 0. 4938

0.01 0.07334 0.08602 | 0.04081

0. 00] 0.007032 | 0.00805 | 0.00408
! |

0.0001  0.0007003 | o.oooSoi 0. 00040

, 80 ist

zu multiplizieren.

. (8) und (15)
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