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NEUERE VERFAHREN ZUR BESTIMMUNG DER EIGENWERTE VON MATRIZEN

L. Elsner

1. EINLEITUNG

Wir werden in dieser Arbeit iber einen Algorithmus zur Bestimmung
aller Eigenwerte einer reellen Matrix berichten. Er ist im Rahmen der Theorie
von Della Dora der einzige verniinftige Algorithmus neben dem QR-Algorithmus,
wenn man sich auf Gruppen von Isometrien beschrénkt. Es stellt sich heraus,
daB er durchaus konkurrenzfihig zum QR-Algorithmus ist.

2. DIE THEORIE VON DELLA DORA

Wir umreipen kurz die Theorie von Della Dora [2], die davon ausgeht,
daB QR- und LR-Algorithmus groBe formale Khnlichkeit besitzen.
Seij GLn(R) die (multiplaktive) Gruppe der nichtsingularen reellen nxn-Ma-
trizen und T; die Gruppe der cberen Dreiecksmatrizen in GLn(R) . Sei G
eine Untergruppe von GLn(R) » T eine Untergruppe von T; und

Q=G6T={gr : g€EG, TET

Es sei
(1) Q offen in GLn(R) , R = GLn(R) , 60T=({I}.
(2) Gn T; bestehe aus Diagonalmatrizen.

Dann existiert fiir fast alle A€ GLn(R) die eindeutige Zerlegung
A=gt, g€G, t€T

und es sei dabei

(3) A - g stetig.

Zu gegebenem A sei der Algorithmus

(4) Al = A H A_i 3 giri P Ai"’l ~ Figi 1 1’2'..-

konstruierbar (d.h. A, €0, i-= 1,2,...)
Sei A diagonalisierbar, A = XDX'' , wobei gelte

-1

X besitzt LR-Zerlegung, X € Q

Die Eigenwerte von A mdgen verschiedene Betrdge besitzen. Dann konvergiert
die Folge der Diagonalelemente von Ai gegen die Eigenwerte von A .
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3. BEISPIELE
+ . :
Neben den Standardbeispielen G = 0 = orthogonale Gruppe, T =T/ mit posi

. .t
tiver Diagonale bzw. G = untere Dreiecksmatrizen mit 1-er Diagonale, T =T,

die zum QR~ bzw. zum LR-Algorithmus fiihren, schiug Della Dora bereits die Ver-
wendung der sympiektischen Gruppe S vor:

Sei
{01
Jy = (-1 o)
und fir n = 2k gerade
‘J = diag(dlg---’\]l) = Ik X J].

wo Ik die k-dimensionale Einheitsmatrix und "x"
net.

das Tensorprodukt bezeich-

SZk ist die Gruppe der Isometrien beziiglich der alternierenden Bilinearform
(x,y)J = xTJy s

d.h.
Sy = (BEGL (R) | (Bx,By); = (x,y); fir alle x,y € R"}

(BeaL (R) | BTUB = J3 .

Aus den Ergebnissen des 5. Abschnitts in [3] 14Bt sich folgendes Resultat her-
leiten:
Satz 1

Sei G eine Gruppe von Isometrien beziiglich einer symmetrischen oder alter-

nierenden nichtsinguldren Bilinearform. Dann sind idquivalent

+ . .
(1) GT, dicht in GLn(R)
(2) 6=RO, R mit ReT oder
ns=

2k und G = RSZkR‘l mit ReT

Das zeigt, daB das einzige zusdtzliche verniinftige Beispiel G = Sy Tsts

wenn man sich auf Isometrien beschrinkt und von Ahnlichkeitstransformationen
mit oberen Dreiecksmatrizen absieht.

Zur Diskussion von (1) (2) bemerkt man schnell, daB
+ s _ (a5 c;
B € Spy 0 Ty =B = diag(s,) , Bi—Q1£J, aj + 0
Um eine eindeutige Zerlegung, d.h. G N T = {1} zu erreichen, muB man S2k
oder T;k einschrénken.
Iwei Moglichkeiten sind
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s n _ . +
(a) G = SZk = {B¢ SZk . v£1 biv =1, i=1,...,n}, T = T2k
(1) {2) sind erfiillt.

(t21+1,2i+1 t2i+2,21+1) ) (“i 0
“\0 %a,/°

(b) 6=8, , T={tett
2k %1 \tisp, 2941 Y2942,2i41 i

Gi > 0 Y .i = D’--.’n'l} .

(1) ist erfillt, (2) nicht.

4. ZUR NUMERISCHEN DURCHFOHRUNG

Viele der besonderen Tricks, die zur schnellen Durchfithrung des QR-
Algorithmus beitragen, lassen sich auch beim auf der Zerlegung

- o +
® = STk
beruhenden nunmehr SR-Algorithmus genannten Verfahren (4) anwenden.

(i) So ist evident, daB mit Ay auch samtliche A, obere Hessenbergmatri-
zen sind.

(i) Um die Zerlegung A =s+r s€ Sy 2 T E T;k zu berechnen, multi-
pliziert man A von vorn mit einfachen Matrizen aus 32k » um so alle
Elemente unter der Diagonalen zu eliminieren. Als einfache Matrizen
wiah1t man Transvektoren der Form 1 + va . Hier gilt

I+ va € SZk o3y mit T+ va =1 % uuTJ

(1i1) Man weiB, daB A eine Zerlegung
A=sr, s€ S2k » TE T;k

genau dann zulaBt, wenn alle fiilhrenden Hauptabschnittsdeterminanten ge-
rader Ordnung von ATJA nicht verschwinden [3, Thm. 11). Daraus ersieht
man, daB nur fiir endlich viele Werte « € R die Matrix A + kI keine
SR-Zerlegung zuliBt. Ein Zusammenbruch 1dBt sich also stets durch Shifts
(sog. exzeptionelle Shifts) vermeiden.

(iv) Ebenso wie beim QR-Algorithmus dienen Einzel- und Doppelshifts zur Kon-

vergenzbeschleunigung. Die Vermeidung komplexer Arithmetik im Falle
konjugiert-komplexer Shifts ist moglich aufgrund des folgenden Satzes.

Satz 2

Sei A gegeben, S,T 2wei Matrizen in §2k mit gleicher erster Spalte,
HI’HZ zwei obere Hessenbergmatrizen, wo mindestens eine unreduziert sei (alle
Elemente der unteren Nebendiagonale #+ 0 ) und

i
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AS = SHy , AT = TH,

Dann ist S =T, H1 = H2
Zum Beweis bendtigen wir das folgende Ergebnis:

Satz 3

Sind Hy 5 H, zwei obere Hessenbergmatrizen, wo mindestens eine unreduziert

T
ist und U eine nichtsinguldre Matrix mit erster Spalte e; = (1,0,...,0)
und

Dann ist U obere Dreiecksmatrix.
Der Beweis erfolgt dadurch, daB man durch Koeffizientenvergleich spaltenweise
zeigt, daB die Elemente von U unter der Diagonale verschwinden.

Der Beweis von Satz 2 folgt nun aus der Beobachtung, daB T'ISH1 = HZT'ls
inpliziert, da TS € §,, 0 Ty, = {1} .

Das Vorgehen von Francis (siehe [5, p. 529]) kann ohne weiteres nachvollzogen
werden. Dabei ist es notig die folgenden Grundaufgaben zu l1dsen:
1. Zu b0 finde S€S, mit Sb = xe;
2. Zu gegebener Matrix A finde S € SZk » erste Spalte e »

so daB S™'AS obere Hessenbergmatrix ist.
Wahrend 1. fiir b, #+ 0 mit einer Transvektion S leicht 18sbar ist, ist 2.
etwas miihevoller, da geradzahlige und ungeradzahlige Spalten bei der Elimina-
tion verschieden zu behandeln sind.

Es liegen einige numerische Erfahrungen vor, die im Rahmen einer Diplomarbeit
von V. Mehrmann gewonnen worden sind [4].

Demnach bendtigt der SR-Algorithmus meist etwas weniger Schritte als der QR-

Algorithmus, wobei die Anzahl der Rechenoperationen pro Schritt jeweils etwa
gleich sind.

Trotzdem ist der QR-Algorithmus noch schneller. Das scheint im wesentlichen
daran zu liegen, daB der SR-Algorithmus etwas mehr Organisation verlangt, De-

flation nur in Zweierschritten moglich ist und gelegentlich exzeptionelle
Shifts ndtig sind.

5. DER HR-ALGORITHMUS, EINE ERWEITERUNG

Ein 2u Satz 1 analoges Ergebnis 1d8t sich ebenfalls aus [3] herlei-
ten: '



ELSNER 95

Satz 4

Sei J eine nichtsinguldare symmetrische Matrix, (x,y)J P xTJy und GJ die

Gruppe der zugehdrigen Isometrien {B: BTJB = J} . Dann sind dquivalent

(1) GJT; besitzt innere Punkte

(2) Es gibt eine Matrix R € T; » S0 daB RIJR eine Diagonalmatrix mit
Diagonalelementen 21 ist.

Nach Satz 1 ist aber i.a. fir
J € Jp = {diag(sl) ; p Diagonalelemente -1} p < n/2

und p > 1 G

J
Jl.J2 € Jp sej

= {s- €T3 =

T' nicht dicht in 6L (R) , also "zu Klein" . Fir

d.h. die Menge aller Matrizen mit (Sx,Sy)J1 = (X,y)Jz

Dann gilt das folgende Ergebnis, das im wesentlichen eine Umformulierung von
[3, Thm. 9, 10} darstellt.

Satz 5
Sei J1 € Jp und
G, = U G
9 JeJ, Jpsd
Dann gilt
(1) fir 35,03 €7, ist
+ +
6, ~T'ng, Trapmy, =1
JI,J2 n JI,J3 n 2 3
(2) GJIT; dicht in 6L (R)
(3) éJ n T; besteht aus Diagonalmatrizen.
1

Der sogenannte HR-Algorithmus, der etwa in [1] (siehe dort auch weitere Lite-
ratur) behandelt wird, beruht auf der Zerlegung éJ T; fiir verschiedene, von
Schritt zu Schritt wechselnde Jl . Seine besonderen Vorteile sind die Erha}-
tung der Pseudosymmetrie (A pseudosymmetrisch » 3 J = diag(zl) mit JA = (JA)')
und damit die Erhaltung der Form betragssymmetrischer Tridiagonalmatrizen.
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