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Zusammenfassung, Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, die Rolle der Mathema-
tik in der Wirtschaftstheorie zu erhellen. Dies geschieht anhand eines akuten Pro-
blems, namlich der Strukturierung der Marktnachfrage durch geeignete Annah-
men an die grundlegenden, das Skonomische System beschreibenden Daten und
deren Verteilung. Es zeigt sich, daB neben der Bewaltigung und Anwendung teil-
weise kornplexer Mathematik ein Hauptproblem darin besteht, dkonomische Vor-
stellungen zuv prizisieren und durch geeignete Formalisierung einer exakten ma-
thematischen Analyse zuginglich zu machen. Im konkreten Beispiel wird gezeigt,
wie die Vorstellung ,,hinreichend diversifizierter Praferenzen” von Konsumenten
durch geeignete Verteilungen auf einem polnischen Raum spezieller binarer Re-
lationen formalisicrt wird. Das erzielte Ergebnis konstatiert, daB die durch Inte-
gration iiber sehr viele Individuen ermittelte , mittlere” oder ,Markt”-Nachfrage
iber Strukturen verfligen kann, welche die individuellen Nachfragerelationen
nicht aufweisen. Dies hat einen wesentlichen Einflu8 auf den Erklarungswert des
Wettbewerbsgleichgewichts, dessen Eindeutigkeit nur fiir hinreichend struktu-
rierte Markinachfrage gewihrleistet ist.

1. Einleitung

Wenn man einen Oberstufenschiiler, der ein Studium der Physik plant, nach
der Rolle der Mathematik in diesemn Studium fragt, so wird er im allgemeinen
keine prazisen Antworten bereit halten. Er wird jedoch in der Regel wissen,
da8 solide Mathematikkenntnisse etwa auf dem Leistungskursnivean wohl eine
unverzichtbare Grundlage bilden.

* Die vorliegende Arbeit ist die revidierte Version eines auf dem 5. Eichstitter Kolloquium
zur Didaktik der Mathematik am 20. Februar 1990 gehaltenen Vortrags. Der Autor be-
dankt sich fiir wertvolle Veranderings- und Erginzungsvorschlige eines ungewbhnlich en-
gagierten, sorgfiltigen und kompetenten anonymen Gutachters,
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Fragt man dagegen einen kinftigen Studenten der Wirtschalitswissenschaften
nach seiner Motivation fir diesen Studienwunsch, so muB man mit der Antwort
rechnen, er wolle so einer zu intensiven Begegnung mit der Mathemalik entgehen.

Leider hat es sich an deutschen Gymnasien noch immer nicht herumgespro-
chen, dafl auch fiir ein Studium der Wirtschaftswissenschaften griindliche Mathe-
matikkenntnisse und eine Bereitschaft, mit Mathematik umzugehen, unerlalich
sind. Natirlich gibt es Unterschiede je nach fachlicher Ausrichtung. So stellen
etwa Betriebswirtschaftslehre und Volkswirtschaftslehre durchaus verschiedene
Anspriiche was die Mathematik betrifft. Auch hangt der Stellenwert der Mathe-
matik von der Hochschule ab, an der Wirtschaftswissenschaften gelehrt werden.

Als generelle Regel kann man jedoch sagen: ein Wirtschaftswissenschaftler
benotigt im allgemeinen die Mathematik ebenso sehr wie ein Experimental-
Physiker. Fiir eine Wirtschaftstheoretiker hesitzt die Mathematik sogar einen
Stellenwert wie fiir einen theoretischen Physiker. Natiirlich handell es sich bei
diesen Vergleichen um moglicherweise sehr verschiedene, jedoch durchaus ,,ver-
gleichbar schwierige” Mathematik.

Faszinierend ist insbesondere die Vielfalt mathematischer Teilgehiete und

Methoden, die fiir eine addquate Behandlung wirtschaftstheoretischer Probleme
relevant sein konnen.

Ich mochte im folgenden am Beispiel einer sehr zentralen Fragestellung der
Wirtschaftstheorie die Problematik einer geeigneten Prazisierung der Konzepte,
einer Modellierung des Skonomischen Szenarios und einer Lésung des Problems
im Rahmen des formalen Modells darstellen. Das Problem ist das der Struktur
der Marktnachfrage einer Volkswirtschaft,

Um es dem Leser zu ermdglichen, die Relevanz der hier betrachteten Pro-
blematik fiir die Wirtschafiswissenschaften und den Stellenwert vergleichbar ab-
strakter Probleme der mathematischen Wirtschafistheorie im wirtschaftswissen-
Zchafltlichen Alltag realistisch einzuschitzen, sind einige Vorbemerkungen ange-

racht.

Die Mathematikausbildung fiir Studenten der Wirtschaftswissenschaften be-
schrankt sich an fast allen Universititen anf Grundkenntnisse in linearer Alge-
bra und Analysis. Zum Standardlehrstoff gehoren ferner Optimierungsmethoden,
Grundlagen der Statistik sowie Differenzen- und Differentialgleichungen. Bei der
Vermittlung‘ dieser Inhalte wird Mathematik als fiir dje Anwendung auf konkrete
Pfublem_e niitzlicher Werkzeugkasten geschen. Jedoch schon hier macht man
hat}ﬁg. die Erfahrung, da Studenten den Anforderungen nicht gerecht werden,
weil d"le Anwendung vieler Techniken eben doch auch wirkliches konzeptionelles
Verstandnis erfordert. Allerdings bleibt die Auseinandersetzung mit sehr ab-
strakien Problemen der mathematischen Wirtschaftstheorie der iiberwiegenden
Mehrzahl der Studenten erspart, und das vollig zu Recht.

Ipsoferp 1st die vorliegende Arbeit representativ nur fir die Aktivitaten einer
relativ kleinen Gruppe von Forschern (in Deutschland nach kleiner als etwa In
den USA). Grundlagenforschung ist kein Massenphanomen.

deulta;lrlxlgg:e Aspekte der vorliegenden Abhand[ung sind aber von genereller Be-

]?jrstens wird klar werden, daf Mathematik micht nur als Werkzeug fiir An-
vdven ungﬁn auf konkrete Probleme der Praxis und deren Losungen dient, son-
"]im auc als Sp:_ra.che verst_anden werden muf}, ohne deren Gebrauch gewisse
okonomische Phanomene nicht nur nicht verstanden, sondern gar nicht erst
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prazise formuliert werden kénnen. Dieser Aspekt der Rolle der Mathematik in
Wirtschaftswissenschaften ist haufig schwer zu vermitteln.

Zweitens sind es hiufig vermeintlich ,esaterische” Methoden, mit denen
aber wirklich grundlegende und bedeutsame Phinomene analysiert werden. Die
Marktnachfrage, um die es in der vorliegenden Abhandlung geht, reprasentiert
In einem bestimmten Kontext das aggregierte Entscheidungsverhalten einer
Gruppe oder Gesellschaft. DaB die Struktur sclcher Entscheidungen typisch
verschieden ist von der individueller, rationaler Entscheidungen ist sehr we-
sentlich, vielen aber keineswegs klar. Die hiufig zu hérende Klage mangelnder
Konsistenz im Entscheidungsverhalten von Parlamenten oder Staaten oder der
Gebrauch des Terminus , reprasentativer Konsument” im Kontext aggregierter
makrockonomischer Modelle offenbart grobe Liicken im allgemeinen Verstandnis
von Gruppenverhalten.

Drittens ist im vorliegenden Fall das Ergebnis der Analyse sogar durchaus
{ur die Anwendung relevant. Empirische Wirtschaftsforscher und Okonometriker
gehen selbstverstandlich davon aus, daB Nachfrageverhalten durch Funktionen
und sogar solche bestimmter Typen beschrieben werden kann. Sie haben fiir
diese Sichtweise jedoch keinerlei theoretische, aus der mikrodkonomischen Ana-
lyse resultierende Rechtfertigung. Die Eindeutigkeit der aggregierten Nachfrage
(Satz 1) stellt einen wichtigen Schritt in Richtung auf eine solche Rechtfertigung
hin dar.

Der Leser ist also gut beraten, die folgenden Ausfiihrungen als im extremen,
sehr mathematisierten Randbereich der Wirtschaftswissenschaften angesiedelt,
fir das Verstindnis gewisser ihrer grundlegenden Konzepte und Phanomene aber
durchaus bedeutsam zu betrachten, und sie als Beispiel dafiir zu sehen, wie ein
theoretisches Skonomisches Problern mathematisch modelliert werden kann.

2. Verbale Beschreibung des Problems

Ein zentraler Begriff der Wirtschaftstheorie ist der eines alljemeinen dkonemi-
schen Gieichgewichts. Darunter versteht man grob gesagt ein System von Prei-
sen fur alle Giiter derart, daB die Gesamtnachfrage nach jedem Gut genau gleich
demn Gesamtangebot ist. Implizit steckt in dieser Formulierung die Vorausset-
zung, daB bei einem anderen Preissystem der Ausgleich von Angebot und Nach-
frage nicht gewahrleistet ware, daB also Gesamtangebot und Gesamtnachfrage
vom Preissysiemn abhangen. Der Mathematiker denkt hier sofort an funktionale
Abhingigkeit. Definitionsbereich (Guiterpreise} und Wertebereich {Quantitaten
von Giitern) fiir Angebots- und Nachfragefunktion miiiten in einem Modell
natirlich spezifiziert werden,

Wie wir sehen werden, ist schon die Vorstellung von einer geeeigneten Mo-
dellierung durch cine Funktion etwas voreilig. Naturlich liegt es nahe, fiir die
Anwendung bewiahrte Standardkonzepte zu verwenden. Die Schwierigkeit geeig-
heter Verwendung von Mathematik in Anwendungsbereichen liegt jedoch nicht
nur in der Komplexitit der Mathematik selbst, sondern in der problemadiquaten
Auswahl der , richtigen” Mathematik und einer geeigneten Formulierung der zu-
grunde liegenden Skonomischen Konzepte.
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Was das skizzierte Gleichgewichtskonzept betrifft, ergeben sich unter dem
Gesichtspunkt seines Erklarungswertes fir ckonomische Systeme mehrere wich-
tige Fragen:

1. Eristenz: Unter welchen Bedingungen existiert in einem geeigneten
Modell der Volkswirtschaft ein solches Gleichgewicht?

2. Realisierbarkeit:  Wie 1Bt sich, Existenz unterstellt, ein Gleichgewicht eta-
blieren?
Insbesondere:
a) Stabihiiat: Tst ein Gleichgewicht stabil?
b) Eindeutigkeit: Gibt es mehrere Gleichgewichte?

3. Soziale Akzeptanz: Wie erwiinscht ist ein solches Gleichgewicht unter Fairness-
oder Gerechtigkeitsaspekten?

Naturlich ist die Existenz fiir ein verniinftiges Konzept unverzichtbar. Um so
wichtiger ist es, die Bedingungen fir Existenz zu kennen. Es gibt hier sehr all-
gemeine Existenzsitze (vgl. Shafer und Sonnenschein 1982), so daB man fur
ziemlich realistische Modelle von Existenz ausgehen kann. Ich werde auf diesen
Punkt nicht weiter eingehen.

Die fiir die soziale Akzeptanz wichtigen Eigenschaften von Gleichgewichten
bilden ein wichtiges Objekt wirtschaftstheoretischer Forschung. Insbesondere
spielt hier die von Wirtschaftspolitikern haufig ziemlich unreflektiert behaup-
tete Effizienz von Gleichgewichten eine Rolle. Die hier notigen Vorraussetzungen
an das Modell sind bereits wesentlich restriktiver als die fiir die Existenz von
Gleichgewichten bendtigten. Auch auf diesen Punkt will ich Jjedoch nicht weiler
eingehen.

Das Problem, das ich etwas niher betrachten mochte, ergibt sich aus der
Frage, unter welchen Bedingungen an die Daten des Skonomischen Systems man
Eindeutigkeit und Stabilital des Gleichgewichts herleiten kann.

In Ermangelung einer halbwegs uberzeugenden Theorie der Dynamik okono-
mischer Systeme begniigt man sich mit der Untersuchung statischer Modelle.
Man untersucht dann die Auswirkung von Anderungen der Parameter des Sy-
stems auf die zugehdrigen Gleichgewichte. Statt eines Films betrachtet man so-
zusagen eine Dia-Serie. Man nennt das ganze komparative Statik.

Dahinter steckt die Vorstellung, daB e¢in im Detail nicht verstandener dynami-
scher ProzeB durch die Momentaufnahme der komparativen Statik ein igermaﬂeﬂ
adiquat reprasentiert wird. Ein wenn auch nur hypothetischer Gleichgewichts-
pfad setzt aber Eindeutigkeit und Stabilitzt (zumindest lokal) voraus. Es wird
unterstellt, daB ein System sich auf eip Gleichgewicht hin bewegt (Stabilitat)
u_ng so)mit insbesondere dieses Gleichgewicht identifizierbar ist (lokale Eindeu-
tigkeit).

Damit Eindeutigkeit und Stabilitit des Gleichgewichts in einem ¢konomischen
System vorliegen, miissen Marktangebot und Marktnachfrage als Funktionen
von Preissystemen mit ganz bestimmten Eigenschaften formalisiert werden
konnen. Es erhebt sich damn die Frage, welche Bedingungen an die exogenen
Daten, die das Skononiische System beschreiben, ausreichen, um diese struktu-
rellen Eigenarten von Angebot und N achfrage zu gewihrleisten.

Um der Beantwortung dieser Frage niher zy kommen, miissen wir ein geeig:
netes Okonomisches Szenario mathematisch modellieren. Dabei erweist es sich

als nitzlich und gerechtfertigt, sich auf die Nachfrage zu konzentrieren. Insbe-
sondere vernachlassigt man den Produktionssektor.
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Wir betrachten daher das Problem der Struktur der Marktnachfrage in einer
stilisierten Volkswirtschaft ohne Produktion.

Die Konsumenten sind in Besitz von Giitern und Ressourcen und versuchen,
ihre Mittel optimal zu ikrer Bedurfnisbefriedigung einzusetzen. Sie kdnnen zu
gegebenen Preisen kaufen bzw. verkaufen.

Man kann auch zunichst auf die Preise verzichten und ist dann im Rah-
men einer Tauschwirtschafi. Ein Ergebnis der Wirtschaftstheorie, der Kern-
Aquivalenzsatz von Aumann (1964) besagt, daB in groBeren Okonomien, also
solchen mit sehr vielen Konsurnenten, ein natiirliches Ergebnis einer Tauschwirt-
schaft (der Kern) durch ein Gleichgewichtspreissystem realisiert werden kann.
Das bedeutet, daB sich bei reinem Tausch natiirlich fir alle Konsumenten gleiche
Tauschraten zwischen den verschiedenen Giitern ergeben, die Gleichgewichts-
preisverhaltnisse,

Die Nachfrage eines Individuums bei gegebenem Preissystem muf nun durch-
aus nicht eindeutig sein. Es mag mehrere alternative Kombinationen von Giiter-
mengen {Warenkorbe, Giiterbiindel) geben, die fiir dieses Individuum optimal
sind. Seine Nachfrage ist dann eine Menge von Giiterbiindeln, nicht. ein einziges
Giiterbiindel. Statt einer Element-FElement-Zuordnung (Abbildung, Funktion)
haben wir eine Element-Teilmenge-Zuordnung (Korrespondenz) zwischen zwei
Mengen. Eine Korrespondenz 7 von einer nicht-leeren Menge A in eine nicht-
leere Menge 1 ist also eine Teilmenge von 4 x B derart, daB fiir Jedes a € A
ailt:

Bla) = {b € B|(a,b) € B} # 0.

Man kann 8 natiirlich als Abbildung von A in die Potenzmenge von B ohne die
leere Menge, PB\{0}, betrachten. In der mathematischen Wirtschaftstheorie
wird aus verschiedenen Griinden haufig die Schreibweise

f:A=B:ap fla)

anstelle vop
B: A~ PB\{0} :a+— Ba)

verwendet,. )

Kann man dennoch in einer groBen Okonomie davon ausgehen, daB die Ge-
Samtnachfrage trotz individueller Nachfragekorrespondenzen durch eine Funk-
tion, die zudem noch schén strukturiert ist, beschrieben werden kann, falls das
Skonomische System bestimmte Bedingungen erfiillt?

3. Priizisierung des Skonomischen Szenarios in einem mathematischen

Modell

Wir gehen von endlich vielen beliebig teilbaren Giitern aus. Die Giiterquantitaten
sind also reelle Zahlen. Bei > 2 Giitern formalisiert man daher durch R! den
Giiterreum. Die K onsummenge fiir jeden Konsumenten ist R, , der nicht-negative
Orthant des R, Wir gehen von einer nicht-leeren Menge A von Konsumenten
aus. Jeder Konsument a € A wird beschrieben durch seine Erstausstatiung an
ttern, €a € ]R:_, und seine Praferenzrelation =, auf der Konsummenge Rﬂr..
Die Praferenzrelation ist ist eine vollstindige (somit reflexive), transitive,

binire Relation auf ]IR{'_, welche die Praferenz des Konsumenten a beschreibt.
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Fiir z,y € Ry bedeutet = &, y, daB Konsument a das Giiterbiindel z fiir min-
destens so erwiinscht hilt wie y. Unter bestimmten Bedingungen lait sich eine
Praferenzrelation =, auf Rf,_ durch eine Funktion u, : Rﬂ_ — IR , reprasentieren”,
dh. 2 =, ¥ & us(z) 2 u,(y). Eine solche Fanktion heiBt Nuizenfunktion. So
1st etwa jede stetige Praferenzrelation auf RL durch eine stetige Nutzenfunktion
reprasentierbar.

Die Stetigkeit einer Priferenarelation = wird definiert als die Abgeschlossen-
heit der Mengen

freRl )z >y} und {zemifytz} fir alle yE]R';.

Eine ékonomie ist eine Liste der Charakteristika aller ihrer Konsumenten, formal
eine Abbildung

E:A—-PxRL tam (,,e,).

Hierbei ist P die Menge aller stetigen Priferensrelationen auf R, .

An A und P werden zunichst keine Bedingungen gestelit. Bei gegebenem
Preissystern definiert die Erstausstatiung e, des Konsumenten a die Restriktion
fur sein Optimierungsproblem.

Ein Preissystem ist ein (stetiges) lineares Funktional p auf dem Guterraum

R, also p € R!", ein Bewertungsfunktional. Diese Definition gilt auch fir all-
gemeinere okonomische Modelle, in denen der Giiterraum ein Funktionenraum
ist. Im Fall des endlich-dimensionalen Giiterraums &} 148t sich p € R wegen
der Isomorphie der dualen Raume R und R" mit einem Vektor p € R iden-
tifizieren, derart daB fiir jedes Giiterbiindel 2 € ]Rfl_ gilt p{z) = {p, z). Hier ist
{-».) das kanonische Skalarprodukt auf &, Man bezeichnet dann den Vektor p
ebenfalls als Preisvektor oder Preissysiem. Die Verwendung des Skalarprodukis
aus Preissystem und Giiterbiindel 1a8t sich in der Tat erst durch die [dentifizie-
rung des R’ mit seinem Dualraum rechtfertigen. Bei der mathematischen Model-
Lierung gibt es zunichst keinen Grund, zwei vollig verschiedene Objekte in €in
und demselben Raum unterzubringen. Es ist eines der wesentlichen Kennzeichen
sorgfaltiger wirtschaftstheoretischer Modellierung, nur soiche mathematischen
Strukturen zu verwenden, die das zugrunde liegende Skonomische Phanomen
geeignet reprasentieren. Preise sind in der Tat Bewertungsfunktionale, die aus
okonomischen Grinden heraus als stetig und linear vorausgesetzt werden. Im
einfachsten Fall eines endlich-dimensionalen Gliterraums folgt natiirlich die Ste-
tigkeit aus der Linearitit. Ebenso gilt dort die Darstellbarkeit durch das Skalar-
produkt.

Die Bewertung der Erstausst attung e, mit dem Preissystem pergibt {p,ea) =
wg, das Linkommen oder Vermégen des Konsumenten a, das in Verrechnungsein-
he'lte“ (2.B. ECU) gemessen wird, Das Oplimierungsprobiem des Konsumenten
a ist dann das folgende: Suche ein - a-maximales Element in der Budget-Menge
B{p, wa) ={z ¢ IRfl_I(p, z} < w,}.

Die Menge dieser & a-maximalen Elemente heit. Nachfragemenge des Kon-

sumenien a betm Preissystem p. Wir bezeichnen sie mit p(a. p) := w(>. w,,P)-
Offenbar gilt fir jedes positive A v(a,p) : p(2a, Wa

(P(t.ﬂa wa:p) = (F’(ta: )‘wm'\p) 1
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d.h. p ist positiv homogen vom Gerade 0in Einkommen und Preisen. Wie knnen
uns daher auf eine normierte Menge von Preisen beschrinken, falls p # 0 ist,
etwa auf dem (! — 1}-dimensionalen Preissimplex

i
{pE MH Zp.- = 1} oder die Sphare {pE ]Rfl_l Pl = 1} .
i=1

Eine typische Wahl der Normierung der Preise durch 7 = 1 fuhrt 2um Preisraum
S=1{p € Rlp » 0, pr = 1}. Das Lte Gut heiBt dann das numeraire-Gut
und spielt die Rolle der Verrechnungseinheit. Dabei bedeutet p 3 0, da8 alle
Koordinaten von p positiv sind.

Wird jedem Konsumenten a und jedem Preissystem p € S die Nachfrage-
menge ¢(a,p) zugeordnet, so erhalten wir eine Korrespondenz

p:Ax S =R, :(a,p) = p(a,p).
Fir festes a € A heifit
¢(a,): S = R} = ¢(a, p)

individuclle Nachfragekorrespondenz des Konsumenten a.
Bei etwas laxem Gebrauch desselben Symbols ¢ betrachtet man in diesemn
Kontext auch die Korrespondenzen

@:P xRy xR, = R, : (&, e,p) = (=, (. e}.p)

bzw.
9P xRy x By =: (%, w,p) = (X, w,p) .

Um Stetigkeitseigenschaften von @ betrachten zu konnen, oder um eine Borel-
Struktur, also eine aus der Topologie auf P abgeleitete meBbare Struktur auf
P zu erhalten, stattet man P mit einer Topologie, d.h. einem System offener
Mengen aus. Das 1aBt sich bei inhaltlicher Variation von P auf sehr verschiedene
Arten bewaltigen. Die einfachste Art ist die, stetige monotone Nutzenfunktio-
nen mit der Topologie der gleichmdfigen Konvergenz auf kompakte Mengen zu
betrachten. Die stetigen monotonen Nutzenfunktionen sind gerade diejenigen
Funktionen, die stetige monotone Praferenzrelationen reprasentieren.

Eine Praferenzrelation > auf ]RfF heifit monoten, wenn fur alle z,y € ]Rﬂ_ gilt:

:r?;y_—_}y—a:élﬂi_.

Wie bereits friiher erklirt wurde, ist >~ stetig reprasentierbar, falls sie stetig ist.
Fiir eine }- reprasentierende Nutzenfunktion gilt dann:

y>rie=[yez+ R, y#z] = uy)>ux) (Monotonie) .

Zwei Nutzenfunktionen sind dguivalent, wenn sie dieselbe Praferenzrelation dar-
stellen, Somit wird = identifiziert mit einer Aquivalenzklasse im Raum der Nut-
¢enfunktionen. Die Quotiententopologie auf P macht diese Menge dann zum
Polnischen (d.h. vollstindig metrisierbaren separablen) Raum. Diese Topologie
falit mit Hausdorffs Topologic der abgeschlossenen Konvergenz zusarnmen. Als
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Polnischer Raum erfiillt P alle Voraussetzungen, um auf P verniinftige Wahr-
scheinlichkeitstheorie betreiben zu konnen.

Die Struktur eines Polnischen Raumes wird in der mathematischen Wirt-
schaftstheorie haufig benotigt, um die Existenz regulirer bedingter Verteilun-
gen oder die Straffheit {d.h. Konzentration ,fast” der gesamten Masse auf einer
kompakten Menge) von WahrscheinlichkeitsmaBen zu gewihrleisten.

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit bendtigt man die Struktur fiir die Exi-
stenz integrierbarer Selektionen aus Korrespondenzen.

Als Produkt zweier Polnischer Raume P und R} (bzw. Ry) ist P x R
(bzw. P x R, } selbst ein Polnischer Raum. Sobald wir wissen, wie das Infegral
ber Korrespondenzen aussiehit, konnen wir die aggregierte oder Markinachfrage
definieren.

Dazu sei T ein WahrscheinlichkeitsmaB auf dem meBbaren Raum (P x
RY, B(P x RL)). Hier bezeichnet B(T) die von den offenen Mengen eines to-
pologischen Raumes 7' erzeugte o-Algebra. Ihre Elemente sind die Borelschen
Teilmengen von T,

Seien nun ¥ : P x Rf,, = ]Rf,_ eine Korrespondenz und ¢ : P x Iﬂf'_ — ]Rf', eine
Abbildung mit den Koordinatenabbildungen g; : P x ]Rf'_ — Ry, i=1,... LGilt
firallei=1,...,1 daBg; € L}(P xR, B(PxR%), ) und gilt g(>,e) € Y(z,e)
fur 7-fast alle (>, ¢) € P x IRL, dann heit g integrierbare Selektion von 1.

Die Menge {[ g(>-,e)dr|g ist integrierbare Selektion von v} heiBt Iniegral
ven 3 beziiglich ~ und wird mit

];bdr = /1,b(>ﬁ;,e)dr bezeichnet, .

Natiirlich kann [ ¢dr leer sein, da ¥ keine integrierbare Selektion zu besitzen
braucht. Es gilt jedoch

fwdr # 0, falls 1.) graph y € B(P x R.) und

2)3=(91,-..00) PxBL R, mit -g<y<g
und fiur i=1,...,0l:g; € LY(P x R, B(P x %), 7) .

Nachfragekorrespondenzen (., -, p) erfiillen ublicherweise diese Bedingung.

Die Menge [ (), e,p)dr ist die aggregierte oder Markinachfrage beim Preis-
system p fiir die Okonomie £.

Wir kénnen nun den Begriff eines allgemeinen okonomischen Gleichgewichts
definieren, das auf Walras (1874) zuriickgeht,,

Zu diesem Zweck unterstellen wir jetzt, daB die nicht-leere Menge A von
Konsuqlenten mit einer o-Algebra 4 und einem Wahrscheinlichkeitsmaf v ausge-
stattet ist. Der Wahrscheinlichkeitsraum (A, A,v) enthilt keinerlei konomische
Informationen iiber die Konsumenten ¢ € A. Man kann A besser als die Menge
der Namen der Konsumenten interpretieren. Im Kontext vollkommener Kon-
kgrrenz so!l kf:m F:-inzelnes Individuum alleine das Markigeschehen beeinflussen
konnen. Dies ist eine sinnvolle Annahme fiir eine sehr grofle Anzahl von Konsu-
wird dabei durch ein atomloses Maf v formalisiert, beidem
t das MaB 0 besitzt. Im Kontrast zu A bezeichnet P x R{l'

mischen Charakteristika der Konsumenten. Eine Qkonomie

menten. , Sehr grof”
also jeder Konsumen

die Menge der ckono
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wird nun als meBbare Abbildung £ : (4, 4,v) — (P x &L, B(P x RL)) verstan-
den, deren Bildma8 7 ist, also 7 = vo£~!, und fiir die gilt: {,#(a)dv < co. Hier
bezeichnet

E:=proj;0f i AP xR, tame,

die Abbildung, die jedern Konsumenten seine Erstausstattung zuordnet. Nur
wenn die Gesamtausstattung [ ¢(a)dv der Okonomie endlich ist, hat man das
Problem einer geeigneten Allokation knapper Ressourcen modelliert.

Es ist an dieser Stelle wichtig, sich klar zu machen, daB die technische Be-
dingung ,,v-fast alle a” im Modell die Vorstellung ,,alle Konsumenten a” in dem
zu modellierenden Szenario reprisentiert. Das Mittel J&(a)dr reprisentiert die

mitllere Erstausstattung der gesamten Okonomie an Giitern. Diese ist offen-
bar von Anderungen von & auf v-Nullmengen unabhangig. Fiir eine ausfihrliche
Diskussion dieser Problemnatik sei auf Hildenbrand (1974}, Seiten 126, 127 ver-
Wwiesen.

Definition : Ein Walras-Gleichgewicht fir die Okonomie £ ist ein Paar (f,p)
derart, dafl gilt

PES F: A —-:»]Rf’_,f&fdu:_fAEdy,

f(a) € (o, p)v-fast uberall in A.

f heifit Walras- Allokation, p Gleichgewichtspreissystem.

Natiirlich gilt:

Lf(a)dv(a):LE(a)dv: /pmjﬁ(be)d,(t’e)l

!
‘le+

Der Begriff des Walras-Gleichgewichts spiegelt die Idee wieder, dafl bei zentraler
Vorgabe eines geeigneten Preissystems jeder Konsument a durch Losen seines
Optimierungsproblems scine Nachfragemenge ¢(a,p) crmittelt, und daB die re-
sultierende Marktnachirage mit dern Gesamtangebot gedeckt werden kann. Sind
alle Nachfragemengen cinclementig, bedeutet das | 4 wla,p)dr = f, &dr, andern-
fallg fA edr € fA wl(a,p)dr. Im ersten Falle spricht man von starker, im zweiten
Falle von schwacher Dezentralisierung der okonomischen Endscheidungen durch
das Gleichgewichtspreissystem.

Im Falle eines nicht einelementigen (e, p) legt die Theorie nicht fest, welches
Element in ¢(a, p) der Konsument auswihlt. s mag sein, daB alle Konsumen-
ten f(a) € w(a, p) so wihlen, da f eine Walrasallokation ist und somit die
Markte gerdumt werden. Das ist aber nicht zwangslaufig so. Die Vorgabe von
P erzwingt also nicht die Realisierung eines Gleichgewichts als Ergebnis indivi-
dueller Optimierung. Ein Gleichgewicht ist lediglich vertraglich mit dem Opti-
malititsanspruch der Konsumenten {schwache Dezentralisierung). Ist jedoch fiir
alle Konsumenten die Nachfragemenge einelementig, dann ist die Korrespondenz
eine Punktion, némlich eine Walrasallokation. Die Vorgabe des Preissystems er-
awingt iiber individuelle Optimierung in diesem Fall das Gleichgewicht, also die
Marktraumung (starke Dezentralisierung). _

Die Einelementigkeit der Nachfragemenge (a,p) bel jedem p € S ist
8ewahrleistet, wenn =, streag konver ist, d.h. wenn die Mengen {z € Rilz o v}
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¥la,p}

Abbc l--r

fiir alle y € R!, streng konvex sind. Konvexitit alleine reicht nicht aus, wie Abb. 1
zeigt.

Nur im Falle streng konvexer Priferenzen aller Konsumenten erhilt man
also starke Dezentralisierung in dem Sinne, daB die Losungen der individu-
ellen Nutzenmaximierungsprobleme bei gegebenem Gleichgewichtspreissystem
cine Walrasallokation eindeutig festlegen. Schon die {nicht unbedingt strenge)

Konvexitat bedeutet aber eine sekr schwer zu rechtfertigende Annahme an die
individuellen Praferenzen.

Modelliert man grofe Okonomien durch einen afomlosen Wahrscheinlich-
keitsraum (A, A, 7) so garantiert eine Anwendung eines Satzes von Lyapunov
(vgl. Hildenbrand 1974), daB selbst bei nicht-konvexen Priferenzen die agg-
regierte Nachfragemenge Fr(p) := | A w(a,p)dr bei jedem Preissystem konvex
ist. Diese Tatsache garantiert auch fur diesen Fall die fir die Anwendung el-

nes Fixpunktsatzes und damit die Existenz von Gleichgewichten fundamentale
Konvexitat.

AuBer der Konvexwertigkeit der aggregierten Nachfragekorrespondenz Fy
lait sich noch eine interessante Stetigkeitseigenschaft nachweisen, die Oberhalb-
Semistetigkeit. Ohne auf sie im Detail einzugehen, laBt sie sich etwa wie folgt
beschreiben: Eine Korrespondenz ¥ ist oberhalb-semistetig in einem Punkt z,
wenn ¢in Verlassen dieses Punktes hichstens zur Implosion der Bildmenge, nicht
aber zur Explosion der Bildmenge fiihren kann (vgl. Abb.2),

Fiir Korrespondenzen, die sogar Funktionen sind, reduziert sich diese Stetig-
keit auf die ubliche Stetigkeit. Bei moglicherweise nicht-konvexen Priferenzen
hat man also das Problem, Bedingungen an die Verteilung der Konsumcharak-
teristika ), e zu stellen, welche gewahrleisten, daB dje Marktnachfragekorrespon-
denz F, bei jedem p einwertig ist und somit eine stetige Funktion der Preise ist.

Selbst wenn man unterstellt, da$ die Marktnachfrage durch solch eine stetige
Funktion beschrieben werden kann, da8 also das genannte Problem verniinftig
geldst werden kann, ist man noch sehr weit weg vor den Eigenschaften, welche
zur Eindeutigkeit und Stabilitit des Gleichgewichts fiihren. Hierzu bendtigt man
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r

Abb, 2.

namlich die Differenzierbarkeit von F, und die negative Semi-Definitheit der
Jakobi-Matrix von F, bei jedem p € S.

Dies stellt ein bis heute offenes Problem der Wirtschaftstheorie dar. Die Dif-
ferenzierbarkeit selbst kann man unter gewissen Bedingungen herleiten (Dierker
et al. 1081). Ebenso kann man, wenn man mit individuellen differenzierbaren
Nachfragefunktionen startet, die negative Semi-Definitheit nachweisen (Hilden-
brand 1983),

Ich werde mich im folgenden auf das Problem beschrinken, wie man trotz in-
dividueller nicht unbedingt einelementiger Nachfragemengen, ¢ine stetige Nach-
fragefunktion erhalt.

4. Die Marktnachfrage als stetige Funktion der Preise

Die ﬁberzeuguns, daB in der Tat trotz nicht eindeutiger individueller Nachfrage
die Ma.rktna,chfrage eindeutig ist, hat eine lange Tradition. So findet man bei
Cournot {1838) folgende Ausfithrung;

“We will assume that the function F'(p) which expresses the law of demand or
of the market is a continuous function... It might be otherwise if the number of
consumers were very limited... But the wider the market extends and the more
the cornbination of needs of fortunes or even caprices, are varied among consu-
mers, the closer the function F(p) will come to varying with p in a continuous
Manner. However little may be the variation of p, there will be some consumers
50 placed that the slight rise or fall of the [price of the] article will effect their

Consumptions...” :
Cournot (1838, S. 49, 50)

Dies ist nicht nur vermutlich die erste Aussage iiber den Glatiungseffekt dgr
Aggregation. Fs ist bereits eine sehr explizite Aussage dariiber enthalten, wic

leser Glattungseffekt zustande kommt. Wie wir noch sehen werden, enthalt
Cournots Aussage cine verbliiffend gute verbale Beschreibung dessen, was man
wirklich bendtigt. Zu bedenken ist dabei, daB Cournot noch nicht die spiter
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entwickelten Konzepte der Praferenzrelation oder der Indifferenzmenge kannte.
Dies erklart die Terme “needs”, “fortunes” und “caprices”. Naturlich fehlten zu
Cournots Zeit die technischen Vorraussetzungen, um aus der zitierten Aussage
einen formalen mathematischen Satz zu machen.

Walras (1874) machte im Kontext einer Diskussion dieses Cournot-Zitats
die interessante Bemerkung, die Stetigkeit der Marktnachfragefunktion sei “by
virtue of the so called law of large numbers”. Die einzige damals bekannte Version
des Gesetzes der grofien Zahlen war Jacob Bernoullis schwaches Geselz” aus
der ars conjectandi (1713).

Wir werden noch sehen, dafi auch Walras nicht 80 unrecht hatte.

Die Behauptung oder Vermutung Cournot’s fand erst vor fast 20 Jahren
konkretere Versionen,

So schrieb Hildenbrand (1974):

“There is another, probably deeper reason why one should consider atomless
distributions of agent’s characteristics: the very fact that economic agents are
not all alike... can give rise to properties, for example of the mean demand, which
would not hold without a diversification of agent’s characteristics. ...it may be
possible - by properly restricting the space of preferences and strengthening its
topology - to characterize a class of atomless distributions y such that the de-
mand set is small or even unique for x-almost all characteristics.”

Hildenbrand (1974, S. 111)

Zu dieser Zeit lagen bereits Ergebnisse vor, daB die Menge der Priferenzen mit
einer separablen Topologie verschen werden kann. Wenig spater folgten Beweise,
daB alle relevanten Riume von Praferenzen Polnisch sind. Es gab also zu dieser
Zeit eine verniinftige Basis, um den Beweis von Hildenbrands Vermutung in
Angriff zu nehmen.

Eine weitergehende Vermutung, namlich die stetige Differenzierbarkeit det
Marktnachfragefunktion geht auf Debreu (1972) zuriick, der damals das Konzept
glatter Praferenzen einfihrte.

Auch diese weitergehende Vermutung hat ihre Wurzel im Werk Cournot’s.
Denn wie wir heute wissen (Trockel 1984), besteht die Hauptschwierigkeit
beim Versuch, eine stetig differenzierbare Nachfrage herzuleiten, im Nachweis
der Lipschitz-Eigenschaft. Fiir Cournot aber waren Stetigkeit und Lipschitz-
Stetigkeit noch identisch (vgt. Cournot 1838, §.50). Das ist nicht verwunderlich
wenn man bedenkt, daB erst 1861 Callerier in Genf und Riernann in CGottingen in
ihren Yorlesungen die ersten Beispiele stetiger fast {iberall nicht differenzierbarer
Funl_{tlonen gaben. Und erst 1872 prasentierte Weierstra der Preufiischen Aka-
germe der Wissenschaften in Betlin sein Beispiel einer nirgends differenzierbaren,
uberall stetigen Funktion.

. Da.s Problerp der Glattung der Nachfrage durch Aggregation ist also wesent-
lich alter als die technischen Werkzeuge, die zu seiner prazisen Formulierung

nﬁti_g sitd. Zu Beginn der 70er Jahre stand man also vor zwei auf Cournot
zunickgehenden Problemen:

1. Wann ist die Marktnachfrage (07
2. Wamn ist die Marktnachfrage C17
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Fiur das zweite, wesentlich komplexere Problem, dessen Behandlung tiefe Metho-
den der Differentialtopologie erfordert, sei auf Dierker et al. {1981) und Trockel
(1984) verwicsen.

Unsere heutige Fragestellung ist die erstgenannte. Das Hauptproblem dabei,
sowohl begrifflich als auch technisch, besteht darin, geeignete Diversitit der Kon-
sumcharakteristika zu formalisieren. Das ist die Vorstellung, daf ohne besondere
ckonomische Griinde im Raum der Konsumncharakteristika nicht gewisse Umge-
bungen eine besondere Rolle spielen, ausgedriickt durch eine besonders hohe
Masse-Konzentration. Man sucht nach einer (zumindest annahernden) ,,Gleich-
verteilung” auf der Menge der Charakteristika. GleichgroBe Mengen im Raum
sollen in etwa dasselbe MaB haben. Solche Anforderungen erfiillt beispielsweise
das Lebesgue-Ma8 auf einemn R”. Im Raum R4 der Vermagen oder RY der
Erstausstattungen ist also die Situation nicht so sehr probematisch. Da man ein
Wahrscheinlichkeitsma _benotigt, schwacht man die Anforderung nach Gleich-
verteilung ab etwa aul Aquivalenz zum Lebesgue-Ma8. Das bedeutet, daB man
dieselbe Nullmengenstruktur wie beim Lebesgue-MaB erhilt.

Die eigentliche Schwierigkeit bereitet der Raum P der Priferenzen. P tragt
keine euklidische Vekiorraum-Struktur. Nun wiren die Invarianzeigenschaften
von Haar-Maflen auf lokal-kompakten Gruppen ein hinreichender Ersatz. Aber
P besitzt auch keine Gruppenstruktur. Was wir wissen ist, daB P ein polnischer
Raum ist.

Die Literatur weist verschiedenartige Versuche auf, diesern Dilemma zu ent-
rinnen (vgl. Trockel 1984). So beschrankt man sich im sogenannten parametri-
schen Ansatz auf eine Teilmenge von P, die durch eine offene Teilmenge eines
R™ parametrisiert werden kann. Die Gleichverteilung auf dem R"™ erzeugt dann
ein BildmaB auf der betrachteten Teilmenge von P. Natiirlich liegt es an der spe-
ziellen Parametrisierung, ob sich die Dispersion auf das Bild ubertragt. Mit Me-
thoden der Differentialtopologie, sogenannten Transversalititsbedingungen, JaBt
sich hinreichende Dispersion des BildmaBes erzwingen. Die aggregierte Nachfra-
gefunktion, die man dann in der Tat erhilt, bezicht sich aber nur auf einen
ad hoc ausgewihlten winzigen Teilraum im Raum aller Priferenzen. Ein sol-
thes Ergebnis besagt insbesondere nicht, dafl eine natiirliche Verteilung auf der
Menge aller Praferenzrelationen die Eindeutigkeit der aggregierten Nachfrage als
Ausdruck inherenter Dispersion von P mit sich bringt.

Eine Lisung des Problems ergibt sich durch den sogenannten ergodischen
Ansaty (Trockel 1984, Kapitel 6).

Erinnern wir uns an Walras’s Hinweis auf das Gesetz der groBen Zahlen und
ziehen als eine sehr allgemeine Version dieses Gesetzies Birkhoff’s beriihmten
punktweisen Ergodensatz heran. Dieser Satz bildet die formale Rechtfertigung
fir den klassischen Slogan

“space average equals time average” .

Eine formale Version dieser Aussage besagt fur eine ergodische, d.h. den Raum
in gewisser Weise durcheinandermischende Transformation T auf einem Wahr-
scheinlichkeitsraum (£2, 7, P) und eine reellwertige integrierbare Funktion f
2 — R, das gilt

n-=1
/ﬂ f(w)dP:lign%Z S (T*(w))  P-fast iiberall .

k=0
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Hier bedeutet T* die k-fache iterierte Transformation T, wobei T die Identitit
reprasentiert.

Fa gibt auch kontinuierliche Versionen dieser Aussage.

Was hat der Ergodensatz mit unserem Problem zu tun? Der ,Raum” ist
der Raum der Praferenzen, die ,,Zeit” wird bei uns 1.) kontinuierlich und 2.)
I-dimensional, d.h. die Rolle der Zeit spielt der Raum der Preise. Damit sich das
formal durchfiihren 1i8t, mufl der Raum der Preise eine lokal-kompakte topolo-
gische Gruppe bilden. Wir werden sehen, daB diese Forderung unproblematisch
i8t.

Die Gruppe der Preise agiert auf dem Raum der Praferenzen und zerlegt die-
sen in digjunkte, sogenannte ergodische Komponenten. Sei etwa [>¢] die Kom-
ponente mit o€ {*g]. Dann gibt es ein zum Lebesgue-Mal dquivalentes Wahr-
scheinlichkeitsma8 £ auf S derart, daB, wenn u ein WahrscheinlichkeitsmaB auf
(P, B, (P)) ist, gilt:

/*P(b *)dp = [so(?.:,p)df-
5

o]

Die linke Seite der Gleichung reprasentiert den “space average”, die rechte den
“price average”.

Das Integral von i iliber P erhalt man durch einen zweiten Integrationsschritt
iiber die Menge der Komponenten {Satz von Fubini!).

Wir schauen uns unter diesem Aspekt noch einmal das Zitat von Cournot
an:

“However little may be the variation of p, there will be some consumers that the
slight rise or fall of the [price of the} article will affect their consumptions”.

Man kann diesen Effekt fiir nicht-konvexe Priferenzen sofort sehen (vgl. Abb_3).
Cournot suggeriert nun, dafi sich dhnliches Verhalten in gewissem Sinne gleichma-
Big itber alle Preise verteilt. Ferner suggeriert die Intuition, da8 solche Spriinge

n der Nachfrage eines Konsumenten nur bei relativ wenigen Preissystemen auf-
treten konnen.

- Wir betrachten nun bei festem Vermégen w die Menge S der normalisierten
Preise. Unter der koordinatenweisen Multiplikation, die ich mit, * bezeichne, wird

S eine lokal-kompakte a.belsche Gruppe mit (1,...,1) als neutralem Element.
Elemente von S lassen sich ebenso gut als Preisvariationen interpretieren.

Fir e.in q nahe bei (1,...,1) bedeutet Pq := ¢ * p eine leichte Modifikation
von p. Die Gruppe (5, ) agiert auch auf dem Giiterraum R! auf folgende Weise:

(g, 2) 2y :=¢qez.
SchlieBlich induziert diese Aktion eine weitere Aktion der Gruppe (5, *) auf L&
E:Sx'P—-P:{q,t)th. |
Dabei ist die Priferenzrelation *-, fir alle ¢ € S definiert durch

TXY ST, v,
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Abb.3.

Abbildung 3 illustriert die drei Akticnen von (S, *) auf 5, R und P.
Aus Abb.3 ergibt sich eine Beziehung von fundamentaler Bedeutung:

g+ (. pw) = ¢(g, 07 ¥p,0)

oder dquivalent dazu

e+xp(Z, a2 p,w) = (0 b w) .

Zunichst sieht man, daB diese Preis- und Priferensiransformationen das Vermo-
gen invariant lassen.

(p:p(:spi w)} =w= (P *q_lﬂ] *‘P(?;;P;w)
= (q—l *p,(p{tq.,q_l tp,‘tﬂ)) .

Man kann also unter Verwendung von Fubinis Theorem iiber die Einkommen
getrennt integrieren. Eine fiir unser Problem besonders wichtige Konsequenz ist
aber

#o(7, pg, w) = #0(y,p,w) .

Im Hinblick auf die Eindeutigkeit der Markinachfrage lauft es also auf dasselbe
hinaus, ob wir die individuellen Nachfragen aller Konsumenten mit Vermégen
W und Priferenzrelation in der Bahn (Komponente) [z} = S¥ % beim festen
Preissystem p betrachten, oder ob wir die individuelle Nachfrage eines einzigen
durch (> w) beschriebenen Konsumenten bei allen Preisen in S betrachten.
Statt [>-] zu durchlaufen (space average), kann man bei festem > den Preisraum
S durchiaufen. In beiden Fillen ergibt das Integral die Anzahl der Giiterbiindel
n der aggregierten Nachfragemenge bei p fiir festes w.

Wir wollen jetzt dahin gelangen, ein interessantes Ergebnis der im Rahmen
des vorliegenden Modells durchgefiihrten wirtschafistheoretischen Analyse durch
einen mathematischen Satz prazise zu formulieren.

Zunichst stellen wir fest, daB S mit der durch die Topologie des R erseugten
Relativiopologie lokalkompakt ist. Daher besitzt der meBbare Raum (S, B(S))
ein bis auf Normierung eindeutiges invariantes MaB x: - '

Vg € SYM € B(S): x(q* M) = x(M) .
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Das , Haar-MaB” x is dquivalent zum Lebesgue-MaB auf 5.

Sei nun p irgendein WahrscheinlichkeitsmaB auf (P, B(P)), € ein Wahrschein-
lichkeitsmaB auf (S, B(S)). Es gilt B(S x P) = P(S) ® B(P), d.h. die o-Algebra
der Borelmengen auf S x P ist die Produkt-o-Algebra der o-Algebren B(5) und
B{P).

( V)Vir konnen nun auf P eine fir unsere Zwecke ausreichende Verteilung defi-
nieren, die hinreichende Dispersion der Priferenzen gewihrleistet.

Definition : Fin Wahrschemnlichkeitsmaf u* auf (P, B(P)) heifti S-verschmiert
wean gall: .
1.) Es qibt ein Wahrscheinlichkestsmaff ¢ auf (5,B(S)), das absolul stelig
bezuglich y 1si.
2.) Es gibl ein Wahrscheiniichkeitsmafl y auf (P,B(P)) derart, daf u* =
{@poal,

Die absolute Stetigkeit von £ beziiglich x besagt, daB fiir jede Menge M €
B(S) gilt: x(M) = 0= ¢(M) = 0.

Das Ma$ " ist das BildmaB des ProduktmaBes £ ® u auf (S x P,B(S x P))
unter der Aktion a. Man bezeichnet es auch als verallgemeinerte Faltung des

Mages s mit €. Die S-verschmierten WahescheinlichkeitsmaBe auf P bilden eine
dichte Teilmenge des Raumes der WahrscheinlichkeitsmaBe auf (P, B(P)) mit
der schwach-*-Topologie.

Ist die gesamte Masse eines MaBes auf einen Punkt ¢ P konzentriert, han-
delt es sich also um das Dirac-MaB 6, auf (P,B(P)) mit & ({x}) = 1,50
verschmiert das Maf8 67 die Masse mehr oder weniger gleichmaBig auf der Bahn

[z).
Liegt der Trager des MaBes £, mit dem gefaltet wird, in einer Umgebung der
[dentitat (1,...,1) € S, so gehort zu einem Driac-MaB &, ein MaB 6y, dessen

Masse auf einer Umgebung von - in [>] verschmiert ist. Das Maf by reflektiert
eine Aufweichung einer , iiberscharfen” Becbachtung von & . h

Satz 1: (Trockel (1983b) Sei p* ein S-verschmiertes Wabrscheinlichkeitsmef

auf (P,B(P)), v ein Lebesgue-stetiges Wahrscheinlichkeitsmafl auf R,. Dann
1st die Marktnachfragerelation

Fuoh:S—R, :prs ffw(i;,p,w)cfﬂ'd‘r
K, P

etne stelige Funkiion.

Zum Beweis dieses Satzes bendtigt man folgenden Satz von Mas-Colell (vgl.
Trockel 1983c).

Satz 2: Fir jedes ¢ P gilt:

Die Menge aller Budgetsituationen p,w) € SxRy mit " o 1 hat dos
Lebesgue-Map 0. (p, w) + mit Fp(, p, w)

_ Dieser _Sa.tz besagt, daB jede individuelle Nachfragekorrespondenz eine rela-
ttv gutartige K?TIESDODdenz 158, die fast iberall auf ihrem Deﬁnitionsbereic'h
mit etner Funktion {ibereinstimmt. Mehrwertiges Nachfrageverhalten ist also die



Mathematik in der Wirtschafistheorie 159

»pathologische” Ausnahme. Es passiert fiir Jede Praferenzrelation =€ P nur auf
einer Nullmenge Ny von Preis-Einkommens-Paaren.

Verteilt man also fiir verschiedene Praferenzen * die Nullmengen Ny in etwa

gleichmi8ig iiber S x R, , so verhalten sich bej jedem (p, w) fast alle Praferenzen
gutartig.

Bewets von Satz 1-

j o=, p, w)d"
P

= etz wd(comea) = [ _elatzhap)dcem

B fp (/S o (a6 0).7) df(q)) du(z') -

Es reicht zu zeigen, daB fiir alle p € S das innere Integral einelementig ist.
AnschlieBende Integration iiber P und iiber R4 zerstoren das Ergebnis nicht.
Eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir ist

¢ ({o€ stte (st 0pw) > 1}) = 0.

Da aber gp(g(t’,q),p, w) = (75, p,w) = gxp(>, ¢+ p, w) und da die Operation
¢+ die Kardinalitit nicht andert, gilt

#p (3(?:',?),?, w) =#e(Xq+nw) .
Es bleibt also zu zeigen, daB fiir u-fast alle »-¢ P gilt:

E({eESI#e(Zig+pw)>1}) =0,

Nun gilt aber £ < x ~ A (wobei A das Lebesgue-MaB anf S ist.) Es reicht daher
2u zeigen, daff

x({lgeSl#p(Za+p,w) > 1}) = 0.
Wegen der Invarianz von x ist das genau dann der Fall, wenn

x{{a*p e Sl#e(z,qg*p,w)>1}) =0,

Wegen y ~ A ist dies nach Umbenennung (p statt g * p!) Aquivalent zu

A{p e Sl#‘P(txPaw) >1})=0.

Dies aber garantiert uns Satz 2. q.e.d.

Damit haben wir gezeigt, dafl bei hinreichender Dispersion der Praferenzen
und Einkommen der Konsurenten einer grofien Okonomie die Marktnachfrage
sich als stetige Funktion der Preise beschreiben 1aBt, wie es bereits Cournot
Suggeriert hatte. Wir haben das pathologische Nachfrageverhalten fiir die ver-
schiedenen Konsumenten gleichmaBig iiber die moglichen Budget-Situationen
verstreut, so daB bei jeder einzelnen fast alle Konsumenten eine eindeutige Nach-
frage anfweisen. Der Beweis in Analogie zum Ergodensatz rechtfertigt Walras’
Begriindung durch das Gesetz der grofien Zahlen.
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5. Schlufibetrachtung

Es mag hilfreich und interessant zugleich sein, eine Riickschau auf die verwende-
ten mathematischen Methoden vorzunehmen. Die Modellierung des Guterraums
und des Preisraums erfordern Kenntnisse der linearen Algebra. Insbesondere
werden bendtigt endlich-dimensionale Vektorraume, der Begrifl des dualen Rau-
mes und der des linearen Funktionals sowie der des Skalarprodukts. Konvexitat
erwies sich als fundamentaler Begriff. Sie wird {iir Fixpunkte und Trennungssaize
benotigt.

Die Formalisierung von Priferenzen sowie der Begriff der Korresponden:z
basieren auf dem Konzept einer Relation. Insbesondere wurden verschiedene E]
genschaften binarer Relationen benutzt. Die Erfordernisse komparativer Stalik
oder einer Sensitivitatsanalyse erfordern die Konzepte aus der Topologie, insbe-
sondere offener und abgeschlossener Mengen.

Eine wesentliche Rolle spielten ferner fir die Aggregation bzw, Mittelbildung
die Verwendung des Lebesgue-Integrals von Abbildungen und seine Ausdehnung
auf Korrespondenzen. Ein wichtiges technisches Hilfsmittel war der Satz von
Fubini iiber Vertauschbarkeit bzw. Hintereinanderschaltung von Integrationen.
Die Invarianzforderung fiir MaBe erforderte die Verwendung lokal-kompakter,
also topologischer, Gruppen. SchlieBlich beruht der verwendete Satz 2 von Mas-
Colell auf Kenntnissen iiber Hausdorfl-MaBe auf Mannigfaltigkeiten eines R”
bzw. Kenntnissen iiber topologische MaBtheorie (analytische Mengen, Projekis-
onssatz).

Will man die Analyse ausdehnen, um stetige Differenzierbarkeit oder gar
weitere Strukturen der Marktnachfrage herzuleiten, so kommt man nicht darum
herum, das Arsenal mathematischer Methoden zu erweitern. Singularitatentheo-
rie, Katastrophentheorie sowie verschiedene andere Teile aus der Differentialio-
pologie und der algebraischen Topologie werden dann benotigt. Fiir cinen tiefe-
ren Einstieg sei auf Mas-Colell (1985) und Trockel (1984) verwiesen.
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