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Der Kern einer Tauschwirtschaft

PD Dr. Walter Trockel, Bietefeld

im Mittelpunkt der auf WALRAS (1874) zuriickgehenden allgemeinen Gleichgewichts-
theorie steht der Begriff des Wettbewsrbsgleichgewichts. Diesem nicht kooperativen
Gleichgewichtsbegriff 13Rt sich ein anderer, kooperativer gegeniiberstellen, der auf EDGE-
WORTH (1881) zuriickgeht, der des Kerns einer Okonomie. Der folgende Beitrag ent-
wickelt und veranschaulicht dieses Konzept im Rahmen einer Tauschwirtschaft und be-
schéftigt sich mit der Beziehung zwischen Kern und Wettbewerbsgleichgewichten.

I. Einfithrung

Der Kern ist ein Losungskonzept aus der allgemeinzrn Theorie kooperativer Spiale. Als Menge der
.detached imputations” benutzten ihn bereits VON NEUMANN/MORGENSTERN {1944). Daer s«ch
fir eine bedeutende Klasse von Spielen . die sogenannten wesantlichen Konstantsummen-Spiele, als
{eer crwies, war er als elgenstindiges Lésungskonzept zunachst ziemlich unattraktiv. Dennoch ver-
wandten beraits VON NEUMANN/MORGENSTERN (1944, den Kern far eine dkonemische Analyse
und wigsen auf Querverbindungen zur bestehenden dkoncmischen Literatur hin. S e analysierten den
von BUOHM-BAWERK (1888) fir den Fall eines Verkaufers und zweier Kaufer beschr ebenen Pfe-de-
markt. Nach BOHM-BAWE RK hestimmt ein sogenanntes Grenzpaar von Praisen ein Intervall mog-
licher Preise, das, wie YON NEUMANN/MORGENSTEAN zeigter, gerade der Kern eines geeignet
gewahlten, die Situaticn beschreibenden kooperativen Spiels ist.

Wir werden uns im foigender mit dem Kern im Rahmen siner Tauschwirtschaft ceschaftigen, in wel-
cher der Kern aus einer Menge von Giiterallokationen oder -umverteilungen besteht. In diesem Spezial-
fall wurde der Kerr bereits von EDGEWORTH {1881) unter dem MNamen | eontract eurva” aingeflhrt.
Dafd es sich dabei tatsdchlich um den Kern eines geeignet forrmmulierten Spiels handelt, wurde von
SHUBIK {1959} festgestellt. W.r verdanken ECGEWORTH aber nicht nur das Konzept des Kerns,
sondern auch die Idee, daR der Kern nicht nur die Glaichgewichtsallokationen enthélt sondern auch
mit wachsenter Anzahl von Wirtschaftssubjelcten auf chen diess Gleichgewichtsaliokstianen zusam-
menschrumpft, Diese Aussage verifizierte EDGEWORTH fiir den Spezialfa!l zweier Gizer und zweiar
Typen von Konsumenten, die m't derselben positiven ganzen Zah! vervielfacht | repliziert’'} wardan.
Dal} dieses Beispiel einen sehr allgemeinen Sachverhalt reprasentiert, ist der Inhat ger sogenannien
EDGEWORTH-Vermutung.

11. Das Modell der Tauschwirtschaft

Wir Getrachten eing endtiche Anzah!, 2, beliebig teilbarer Giter. Den Giiterraum beschrei-
ben wir dementsprechend durch 1R®, den Vektorraum aller geordreten {elementigen Fol-
gen reeiler Zahlen (,£-tupel”). Ferner betrachten wir eine endiiche Menge A von Wirt-
schaftssubjekten, deren Anzahl wir mit #A bezeichnen, Die konsumierbaren Guterbindel
der Konsumenten bilder: ihre Kansummenge, IRE, also die Vienge aller R-tupel reeller Zah-
len mit nicht negativen Komponenten. Jeder Konsument a in der Menge A (,3€A") wird
durch seine Konsumecharakteristika baschirieben. Diese sind seine Erstausstatiung, €€ |Hf,
und seine Préferenz(relation}, R, auf IR,

Eine (stetige} Priferenz auf IRY ist eine binare Relation & auf IRY, die durch eine {stetige)
Nutzenfunktion u darstellbar ist, d.h. fiir x, y € IRY gitt: x R y genau dann, wenr u {x) =
u {y}. P bzw. ~sind die zu R gehérige strikte Praferenz- bzw. Indifferenzrelation. x ~V
{bzw. x P v} bedeutat x Ryund y R x (b2w.x R y, aber nicht y R x] Mengen, auf denen
u konstant ist, sind zu R gehdrige Indifferenzmengen. Die Stetigkeit von R bedeutet, dak
strikte Praferenz bel leichter Stérung der vergtichenen Giiterbiinde! erhalten bleibt.

e

Frage 1:  Bleibt auch Indifferenz bei leichter Veranderung der verglichenen Giter-
bindet erhalten?

Frage2:  Man gebe ausgehend von u, eine weitere Nutzenfunktion an, die abenfalls
R, reprasentiert!
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Eine Tauschwirtschaft, £, ist beschrieben durch ihre exogenen Daten, die Konsumgcharak-
teristika (R, e,) der Konsurrenten aeA. Bezeichnet P die Menge der moglichen Priferen-
zen, s¢ 8% sich die Tauschwirtschaft £ beschreiber als Abbiidung

E:A->Px RE:a 5 (R, e

Ein Preissystem p ist 2ine lineare Bewertungsfunktion, die jedem Gitterbiindal x e IR sei-
nen Wert bei p zuordnet.

Die Linearitat erlaubt es, ein Preissystem als Element des EHQ zu beschreiben, Der Wart von x be' p ist
dann das Ergebnis des inndren Produkts, d. h. px = py x) + .. . 4 pg xg. Das Verhiiltnis der Preise
zweier Glter beschreibt thre Tauschrate, Da es uns nur auf Preisverhdiltnisse ankommt, reicht es, nor-
migrte Praisa zu betrachten,

Wir wanlen daher als Preisraum die Menge
[}
S={peRY Z p% =1}.
h=1

Die Budgetmenge und die Nachfragemenge des Konsumenten a beim Preissystem p sind

Bla,py={xe R px<pe} und pla p) = {xef (a,p)| iy Py x] =py>pe,}
die Menge der R -maximalen Giterbiindel in 3 (a, p).
Wir definieren einige mdgliche Eigenschaften von Praferenzen. B ist genau dann

konvex l ]‘xPy tx+{(1—thyPy
streng konvex wenn gilt xRy impliziert tx+(1—thyPy
monoton I ] x>y xPy

firallet, <1<
Fir Vektoren x, y bedeutet x >y (pzw, x > 2> vk
wh = yh fir alle h, x ¥y {bzw, x> y" fiir alle h).
Strenge Konvexitat impliziert, dag die Nachtragemengs aus hiichstens ainam Girterbiindsl besteht. In

diesem Fall definiert die Zuordnung p = ¢ {a, p) # ¢ die Nachfragefunktion des Konsumenzen a. Ein
Sittigungskonsumplan flr die Préferenz R ist ein Girterbindel x e IHf mitx Ry firalley e lRf.

Wir sind nun in der Lage unsere beiden zentralen Gleichgewichtsbegriffe zu definieren,
Eine Allokation fiir die Tauschwirtsehaft £: A — P x IR ist eine Acbildung ¥ A RE:

a— X5. Sie ist erraichbar, wenn gilt Zx =X g
aeh aehA

Die Erreichbarkeit garantiert, dal die vorgesshlagene Aflokation X zu shrer Varwirkiichung nicht mehr
von den betrachteten Gltern bendtigt als inggesamt vorhanden sind.,

Eine Allokation x fiir die Tauschwirtschaft £ ist eine Gleichgewichtsaliokation oder auch
WALRAS-Allokation wenn gilt;

i} % ist erreichbar,
i) es gibt ein Preissystem p € S.sp dald fir alleae A gilt: x, €y {a,pl.

Das Preissystem p heifit dann Gleichgewichtspreissystem. Das Paar 1% p) heiltt Wettbe-
werbs- oder WALRAS-Gleichgewicht der Tauschwirtschaft £. Wir bezeichnen die Menge
der WAL RAS-Allokationsn der Tauschwirtschaft £ mit W (£}

Ein Gleichgewichispreissystem p ermdglicht eine dezentrsle Organisation des Gaterteuschs libar
Mirkte . Der Ausgleich van Angebot und Nachfrage auf allen Markten ist vertraglich mit individualler
Nutzenmaximierung unter der Budgetrestriktion, wenn die individuellen Budgets gerade die Bawer-
tung der individuellen Erstausstattungen mit einem Gleichgewichtspreissysiem sing. tn einem WAL-
RAS-Gleichgewicht wird der Tausch nichtkooparativ dezentral arganisiert, Das Gleichgewi_chtspreis-
system, das die Tauschraten angibt, enthalt die nétige Infarmation {ber die ralative Knappheit der ver-

schiedensn Guter,

Bei der Definition des Kerns spieten nicht nur die Konsumentéen als individuells Akteura
sine RoMe, sondern auch simdiche denkbaren Gruppierungen von Konsumenten, Wir be-
zeichnen die nicht-ieeran Teitmengen der Menge A aller Konsumenten als Koalitionen.
Der Kern einer Tauschwirtschaft £, den wir mit C (E) bazeichnen, besteht aus afl den
Allokationen %, welche die Eigenschaft haben, dalk sich kaine Koalition S C A gegeniiber
% verbessern kann. Dabei kann sich eine Koalition § C A gegentiber siner Allokation X
verbessern wenn eine Allokaticn ¥ fir £ existiert, derart dald
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i) v5Pyxg flralieaes,
il Zy,=2Z e,

aes aed

Wahrend i) besagt, dald wirklich alle Mitglieder von S sich verbessern, besagt iil, da S diese Verbesse-
rung auch aussehiisBlich sus den Erstausstattungen realisieren kann, dia der Koalition insgesamt zur
Verfiigung stehen.

Wenn X'im Kern der Tauschwirtschaft £ liegt, kann sich also keine Koalition gegeniiber X
verbessern, insbesondere also auch nicht die Gesamtkoalition § = A, Diese letzte Eigen-
schaft ist eine schwache Form von PARETO-Effizianz. Eine Allakation X fiir die Tausch-
wirtschaft £ ist PARETO-effizient, wenn jede Allokation, die irgendeinen Konsumenten
besser stellt als bei X mindestans einen anderen Konsumenten schlechter stellt.

Frage 3: Wiesc ist im Falle monotoner Praferenzen jede Kern-Allokation PARETO-
effizient?

Wir Hllustrieren nun die eingefihrten Konzepte,

O
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Abb. 1a Abb. 1b Abb, 2

Abbildung 2 zeigt eine sogenannte EDGEWORTHBox. Man erhilt sie, indem man Abb, 1bum 180°
dreht und <ber Abb. 1a legt. Jeder Punkt in der EDGEWQORTH-Box représentiert gine andere Umver-
teilung (Allokation) dersaiben Gesamiterstausstattung, &g + ey = €. Das Linienstiick [0, Op]J représen-
tiert die PARETO-effizienten Allokationen, Dies sind gerads die Punkte, in denen sich [ndifferenz-
kurven beriihren. LBt sich in einem solchen PARETO-effizienten Punkt, x*, die Menge allar fiir 2
besseren Allakationsn von der Menge alier fiir b besseren Allokationen durch eine durch & und x* ver-
iaufends Gerade trennen, so existiart sin zu diessr Garasden senkrechter Preisvektor, p*, der zulam:
men mit x* ein WALRAS-Gleichgewicht bildet. Im allgemeinen Rahmen ist dies der [nhalt des ersten
Hauptsatzes der Wohlfahristheoris, wonach jedes WAL RAS-Gisichgawicht PARE TO-sffizient ist.

Wie sieht aber nun in Abbildung 2 der Kern aus? Da alle Kernallokationen PARETOeffizient sind,
milssen sie alle durch Punkte auf (05, Oy] représentiert werden, Die Punk te auerhalt des fettgedruck-
ten Teils von [0, Op) kénnen aber entweder von a, wenn sie unterhalb liegen. oder von b, wenn sig
oberhalb liegen, abgeishnt werden, da @ im einen Fall fir a, im anderen Fa!l fiir b besser ware. Gegen-
ber den durch Punkte im fettgedruckten Teil von [0. Op) dargestellten Aliokationen kann sich aber
weder a nacn b verbessern. Sie reprisentieren den Kem unsarer Tauschwirtschaft £,d.h. C (€},

Hl. Zusammenhang rwischen W {£) und C (£}

Bisher wissen wir, dak WALRAS-Allokationen und (bei monotonen Priferenzen) auch
Kernaliokationen PARETO-effizient sind. Uberdies suggeriert unser EDGEWORTH-Box-
Beispiel die Vermutung: W (£) C C {E).

Tatsachlich 2Rt sich diese Vermutung bestatigen, Es giit der folgende
Satz: Fiir jede Touschwirtschaft £: A -~ 2 x R{ gitt: W (£) C C (£)

Bewsis: Sei X ¢ W (£} und p # O ein zugehdriges Gleichgewichtspreissystem. Wir miissen zeigen, da
sich keine Koalition S C A gegeniiber X verbessern kann. Fir jede Koalition S C A ist also zu zeigen,
dafl fiir alle Alickationen v fir £ die Giiltigkeit der Bedingung i}: {ya Pg xg firslleae S} in der Defini-
tion von ,verbessern” die Giiltigkeit von ii): ( L Ya= & el ausschiiefit,

aesS aeS

Es gelte also ). Da X WALRAS-Aliokation ist, muB x, filr alle a e A und somit erst recht fir alleae S
ein Ranl\axamales Elernent in der Budgetmarge 8 {a, p} sein. Da Ya P x4 ist, kann also ¥a nicht In
£ {a, pl liegen. Also ergibt sich fir alle aeS: PYy > pey ung daher

z Dyg > Z pey. Da p + O ist folgr: L Ya* L 8, was wir gerade zeigen wollten. a
a2el ael aes aeS
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Daf} im atigemeinen nicht W {E) = C (E) gilt, zeigt das Beispiel in Abbildung 3. Natiirfich gibt es Falle,
jn denan die Glaichheit gilt, z.B. gilt, wenn & = (), ¢ A bereits PARETO-effizient ist, im Fali streng
konvexer Priferenzen: W (E) = C (E) = {'é’ .

In den bisherigen Beispielen existierten immer WALRAS-Allokationen, d.h. es galt W (£)

# ¢. Das gilt natirlich nur unter bestimmten Varaussetzungen (vgl. DEBREU (1959)).
Zwei notwendige Voraussetzungen fir die Existenz von WALRAS-Gleichgewichtsn sind:

{1}  Kein Konsument besitzt einen Sattigungskonsumplan.

{2y Jeder Konsument verfiigt iber ein Budget oberhalb des Existenzminimums, ganz
gleich mit welcham Preissystem seine Erstausstattung bewerter wird, d h,

pe, > min {px, | x, ¢ R¥}

In Abbildung 3a reprasentiert X den Sittigungskonsum fiir den Konsumenten b, so dal die erste der
beiden obigen Bedingunger verletzt ist. Hier existiert keine WALRAS-Allokation. Der Kern ist nicht
leer und wird durch den fettgedruckten Teil der PARETO Menge [X. Oy} dargestellt, in Abkildung 3b
ist der einzige Kandidat fir ein Gieichgewichtspraissystem der zu [€. x] senkrechte Preiswektar p e S.
In diesem Falle ist die zweite der beiden obigen Bedingungen verietzt, weil peg = pxg d8s Existenz-
minimum fiir den Konsumenten a darstallt, Der Kern besteht aus dem fettgedruckten Teil der Abszisse,

Oy 0,

s

"

0, % e P Y
Abb. 3a Abb, 3b

Diese beiden Beispiele deuter darauf hin,daR der Beweis der Existenz von Kernallokatio-

nen weniger restriktive Annahmen erfordert als der des Existenzsatzes fir WALRAS-

Gieichgewichte. In der Tat sind es im wesentlichen die beiden obigen Bedingungen {1)

und 12), die man zusdtzlich bendtigt, wenn man die Existenzaussage fur den Kern zu einer

Existenzaussage fir Wettbewerbsgisichgewichte verschirfen will. Fur den Kern hat
Existenz von SCARF (1967) den folgenden Existenzsatz bewissen,

Kernallokationen Satz; Sei £: A - P x R eine Tauschwirtschaft, in der alle R, konvax sind.
Dann gilt: C (E) #¢.

SHAFLEY/SHUBIK {1966} geben ain Beispiel einer Tauschwirtschaft mit zwa Giltern und drei Kon-
sumenten mit nicht-konvexen Priferenzen, Hir die deor Kern leer ist,

IV. Der Grenzwertsatz fiir Replika-Okonomien

EGDEWORTH hatte das Zusammenschrumpfen des Kerns auf die Menge der WALRAS-
Allokationen fiir den Speziatfall nachgewiesen, in dem eine vorgegebene Tauschwirt-
schaft £ mit zwei Gittern und zwei Konsumenten in dem Sinne wachst, daf fir alle natir-
lichen Zahlen n die Tauschwirtschatten betrachtet werden, in denen je n identische Ko-
Replika- pien der beiden Ausgangskonsumenten vorkommen. Formal ergibt sich die n-Replika-
Ukonomien {Okonomie) einer Tauschwirtschaft £ : A ~+ P x IRY als Tauschwirtschaft £, - A x
a,...nt»Px R.mit £, (a,it=E (a) firalieae Aund aile ie {1,... n} Priferen-
zen und Erstausstattungen sind also identisch fiir alle Konsumenten vom selben Typ.
Setzt man geeignete Konvexitit der Priferenzen voraus, so erhalt man eine fir den Be-
weis der EDGEWORTH-Vermutung im Falle von Reptika-Okonomien fundamentale
Eigenschaft: Die Gleichbehandiung von Konsumentsn dessslben Typs im Kern, Konvexi-
tiit der Praferenzen fihrt dazu, dad Kansumenten desselben Typs in einer Kernallakation
dassslbe Nutzenniveau realisieren. Strenge Konvexitdt garantiert ihnen soger identische
Giiterbiimde!. Die Identitdt der Konsumcharakteristika erlaubt es uns Rg. €5, X5 statt
Rys.i}. Bla,i}. ¥la,i} 20 schreiben. Wir formulieren nun den Satz von der Gleichbehandlung

im Kem, 4 !

. Satz: S E: A~ Px R aine mehwimehthmhmmmmn.ml:yp—‘/
:'I‘OKIC:I:htndeW ranzen. Sei £,, ihre n-Aeplika. Falls X ¢ C (£,) ist, gilt fir alle SEATTT oy - 1)
{1,k X (i)~ X ). - 1 :

e
/
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Beweis: Wir fihren den Baweis indirekt und nehmen an, die Aussage des Satzes sei talsch, Dann exj-
stieren eine natiirliche Zahn n, eine Kernallokation y {Ur die n-Replika £, una (a*, I}, (3", |} € A x
{i,.. . nlderartdai: v ((a*, ) Poe 7 ila*, ).

Wir setzer voraus, dafl die Konsumenten jedes Typs 38 $O numeriert sind, dal’&_\?’ ta, iV Ry v (i,
i— 1)) firaileie {2, . n} . Bann existiert also mindestensein i e 2. ..., 0 mity {a*, i)} Pgs §
{ta*. 1))

n
Wegen der Konvexitét von Rgw folgt ¥l i Par v L@, 11},
i=1

|
n.

Wir betrachten nun die Koaliticn T = U {{a, 1)} der Ersten jeden Typs. Wir wardan zeigen, dald sich

aeA
T gegeniber y verbessern kann, Wir betrachten die AllokationZ A X {1, . ..n} IR fiir £, mit
n
~ . ¥ ~ ) T ~ . L~ o
Z {{a, = - Z ¥ (la, i), Firsiegilt Z (a, 1) Ry v {3, 1) fir alle ae A, wobei 7 (a*, 1} Paey (27, 1).
=1
AuRerdem gilt
n 1 n 1 n 1
L Zlan=% —Zflail==2 B Glat=—nZ =2 Fa@l
aeA acA N =1 M =1 aeA n ae A aeA

Wegen der Manotenie kann man nun 2 modifizieren, indem {z*, 1} den E-sten der anderen Typen ge-
rade soviel mitgibt, dafl alle {a, 1), a ¢ A, sich gegeniiber § verbessern, Das widerspricht aber der Vor-
aussetzung v e C (E}, 0

Bemerkung: Der Gleichbehandlungssatz fir Replika-Okonomien gilt micht mehr, wenn verschiedene
Konsumententypen unterschiedlich oft repliziert werden {vgl. Example 5.1, Seite 117, in HILDEN-
BRAND/KIRMAN {1976)).

Frage 4:  Wie kann man mit Hilfe des Satzes von der Gleichbehandlung im Kern nach-
weisen, daR Konsumenten desseiben Typs bei streng konvexen Praferenzen
in einer Kernallokation sogar identische Giiterbiinde! erhalten?

Der folgende Satz von DEBREU/SCARF (1983} bestatigt EDGEWORTHs Vermutung fir
Folgen von Replika-Okoromien mit beliebiger {endlicher} Anzah! von Giitern. Dabei sai
fir jede Allokation X fiir die Tauschwirtschaft £ die Allokation ¥, fir die n-Replika £,
definiert durch: X, ((a, ) = X' {a) fir alleae Aund alleie {1,. ., n}

Satz: Sei £ : A > Px IRY eine Tauschwirtschaft mit streng konvexen, monotonen Prife-
renzen R; und mit e, > > 0 fiir alle a¢c A. Dann gilt:

Eine Allokation X' ist genau dann WALRAS-Allokation fiir £ wenn fir alle natiir-
lichen Zahlen n die Allokation X, in C {£,,) liegt.

Einen Beweis findet man z. B. auf den Seiten 100 ff. in HILDENBRAND/KIRMAN
{1976), Wir wollen hier nur die Beweisidee anhand der EDG EWORTH-Box illustrieren,

iei A=1{a,bl,e =% () + ¥ {b).In Abb. 4 reprisentiert & die Anfangsausstattungen.
X = (x5, x5) € C (£). Inshesondere ist ¥ erreichbar. d.h. X+ Xp =8, tB, =€ , Dann gilt
fibr die 2-Replika £, von E-

B iE,20+% a1+, (Ib,1)) =3, ((a, 2)) +8; (@, 1) +% (b, 1)).

Aufkerdem gilt wegen der strengen Konvex tit von Ry

Z; = 1/2 (%, + 2;) P, x,. Die Kensumenten {a, ¥} und (a, 2) <6nnen also, wenn sie beide
7, erhalten, dem (b, 1) noch etwas abgeben, so da der sich gegeniioer Xy {(tr, 1)) verbes-
sert, und sie selbst immer noch pesser gestellt sind als mit X {a). Die Koalition {ia, 11,
{a, 2), b, 1) } xann sich also gegendber der Allokaticn %30 A x {1,2} -+ IR? verbessern.
Also karin nicht gelten: X, ¢ C (E,,).

Oy

o

¢
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Abb . 4 macht deutlich, daR eine Kaalition, die sich auf Zhnliche Weise gegenilber W ver-
bessern will, groer sein mull, Das ist aber nur mogiich fur eine n—Replika mit n > 2. Sei
also W = (wy, wp), Man sieht, da nicht gilt: 1/2 (w, +€;) Py wy. Allerdings gitt fir hin-
reichend grofies k-

B-_?lwa + -l— gy Py wy.

Natlrfich bendtigen die k Konsumenten vom Typ a k — 1 Partner vom Typ b, da nur so
{k — 1} mal w, realisiert werden kann. Man bendtigt also eine n-Replika £, mit n 2 k.
Auf entsprechende Weise kann jedes v autf der Paretolinie eliminiert werden, fiir welches
die Strecke [V, €] d'e Irdifferenzkurve von Typ a durch ¥ in einem von ¥ verschiedenen

Punkt schneidet, Je kirzer die Distanz zwischen ¥V und diesem Schnittpunkt ist, desto
griRer mulk das n sein, damit ¥, nicht in C (E,,) tiegt. im Limes bleiben nur die WALRAS-
Allokationen {brig.

Frage 5: Wisso 1aRt sich die Aussage des Satzes von DEBREU/SCARF in Tauschwirt-
schaften mit streng konvexen Priferenzen in der FormW (E) = N C (E.)
ausdricken? nzl

Die Illustration der Beweisidee des Satzes von DEBREU/SCARF zeigte, dal W (£) C C
{Epp1) CC{E,) € CLE). Der Kern schrumpft alse in der Tat mit wachsendem n auf die
WALRAS-Allokationen zusammen. Man erhalt aus dieser Charakterisierung der WAL-
RAS-Allokationen einer Tauschwirtschaft € als Kernallokationen alier n-Replika £, un-
mittelbar die folgende Formulierung &ls Grenzwertsatz fir Replika-Okonomien:

Sei £ : A — P x IR eina Tauschwirtschaft mit monotonen, streng konvexen Priferenzen,
sei £, fiir jede natiirliche Zahl n die n-Replika von £. Dann gilt:

Fiir alle ¢ > 0 gibt es ein n,, so daR fiir alle n > n, und fiir alle X, ¢ C (£,,} ein Gieich-
gewichtspreissystem p,, der n-Replika £, existiert, derart, daR fir alle Konsumenten

{a,iYe Ax {1,....,n}gilt: | X, {(a, ) = ((a,i}, p,) I < €.

Dies ist eine sehr starke Aussage. Sie besagt, dafl in groBen Replika-Okoenomien jede Kerngllokation
annihernd durch Gleichgewichtspraise dezentral organisiert werden kann. In hinreichend grofien Re-
plixa-Okonomier 188t sich zu jedar Kernallokation ein WALRAS-Gleichgewicht finden, das allen
Konsurnenten nahezu dasselbe Giterbindel zucrdnet wie die betrachtete Kernallokation,

V. Kontinuumstkonomien und kompetitive Folgen

Natirlicn bilden Folgen von Replika-Okonomien eine sehr spezislle Klasse von Folgen wachsender
Skonomien. Dennoch reprasentiert der Grenzwertsstz einen sehr aligemeinen Sachverhalt, Eine sehr
glegante und knappe Art die Beziehung zwischers Kern und Kernaltokationen in grofien Okonomen
darzustellen, stammt von AUMANN {1964} Eine grofe Tauschwirtschatt wird dort als idealisiarte
Tauschwirtschaft mit einem Kontinuum von Konsumentsn beschrieben, in der sich das Ergebnis
des oben beschriebenen Schrumpiungsprozesses als | Aussage im Limes™ formulieren 18t, namlich:
W (E} = C {E). HILDENBRAND (1874} gab eine Klassz von , rein kompetitiven Folgen™ vor Tausch-
wirtschaften an, die eine solche Kontinuumsdkanomie approximieren, in der Tat lassen sich diese
Folgen so veraligemeinern, dal auch jede Kontinuumsdkonomie Grenzwert einefr 5olct1e1 ,'k,or-npqﬂ.
tiven Folge” von Okonamien ‘st {TROCKEIL (1976}}. Da die Msnge der Glmr':hgq_mchtspmu im
allgemeinen nicht stetig von exogenen Daten der Oconomie abhingt, kann die Limes-Okonamie
WALHAS-Aonkationen enthalten, die nicht durch WAL RAS-Allckationen der megeq-@knnomien
aporoximient warden. D:gser Sachverhalt ist die Ursache dafir, dal nicht fiir atie kompe_in;von Folgan
ein so starker Grenzwaertsatz wie der fir ReptikaOkonomien bewiesen werden I-<ann. Ein illustratives
Beispiel hierfir, das aut BEWLEY (1973) zuriickgeht, finde: man auf der Seiten B89 und 870 in

HILDENBRAND (1382).
Ist aber die Limes-Okonomie ainer kompetitiven Folge von Tauschwirtschaften eine sogenannte , regu-
" dann ist sie insbesondere Stetigkeitspunkt der Gleichgewichtspreiskorrespondenz,
i aten der Okonomie die Menge der Greichgewichtspreise 2ucrdnel. In dissem Fali
?;;td:ir;he,;?r?exﬂlswn des Grenzwertsatzes fir Replika-Okonomien bd.wtislnf_ Ds bkon'ﬂmhn typi-
scherweise raguldr sind, beschreibt der Grenzwertsatz aing ”.;h' ,quarpmm -Buwhung z'wuct‘nn '.""‘
und WALRAS-Allokationen in groBen Tauschwirtschaften, nimlich die anndhor“ndo Glmchhm.‘Dueser
Zusammenhang findet in AUMANN's Kern-Aquivatenzeaty sine slegante und prégnante Formulierung,
die gerace durch den Grenzwertsalz ihre volle Bedeutung erhilt. Eine ausfihrliche Behan'dlung rggu.
larer Okonomien findet man 'n £. DIERKER (1974} {vgl. auch _E. D!EF_ilKEH (1982}, Eine ausfihr-
liche Behardiung des Kerns im Kontext grofier regutirer Okonomien enthiiit H. DIERKER (18751,

mit den in diesem Abschnitt genannten Ergebnissen erhebliche mathema-
ist das fir das Verstindnis des foigenden Satzes micnt der Fall, Der Satz,
an B, DIERKER (1975).

lire Okonomis

Wihrend die Beschéttigung
+ische Vorbifdung erfordert, ‘ ‘ ’
der aut eine ldee von VIND {1065} 2urickgeaht, stammt v

‘ L ) r ¢
e ; an wir die Preisa so, dal & = ipe R E pr=1
Abweichend von der bisherigen Regeiung nofmiersn wi : ' L ne1)
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der Praisraum ist. Mit 3 (al bazeichnen wir die h-te Komgponente der Erstausstattung e. Fir die
Tauschwirtschaft

E:A—-Px R sei B(E) = sup sup I 2P
h=1,...0 SCA zeA
#5=0

In diese Kanstante, B (£}, gahen die Anzehl der Giiter und die Erstausstattungen der Korsumenten,
nicht aber die Anzahl der Konsumenten ein.

Satz: Fiir jede Tauschwirtschaft £: A — P x IR} mit monotonen Praferenzen und jede
Kernallokation Xe C (£) existiert ein Preissystem pe A, so dai

max {EAI p¥(a} —pe,|, EA linf {pz|z R, x"(a)} —pe,| } <28 {E)
ae

ae

Dieser Satz spielt eine fundamentale Rolle bei der Herleitung aligemainsr Kem-Grenzwertsitze im
Rahmen kompetitiver Folgen. Dieses , Kern-Preissystem™ st kein Gleichgewichtspreissystem. Es garan-
tiert nicht die Vertraglichkeit der individuellen Konsumpléne, d.h. Angebot g:eich Nachfrage. Es sorgt
nicht einmal dafir, dal die per capita-Uberschullnachfrage klein wird. Es garantiert jedoch, dal? bei
einer grolan Anzshl von Konsumentan nur wenige sinen starken Anreiz haben, von der Kernallokntion
abzuwsicher:, Per capita erzeugt die Nachfrage bei dissem Preissystem nahezu diaselbe Wertallokation
und diesathe Nutzenaltokation wie die Kernatlokation, Man sieht das Igicht mit Hilfe von Abb. § ein,

Gut 2
™~

0 ~z Gut1  Abb.5

VI. Abschliefende Bemerkungen

Ein Gieichgewichtspreissystem siner Tauschwirtschaft erméglicht die dezentraie Aflokation der vor-
handenen Giiter, indem es Tauschraten vorschreibt, zu dem die Konsumenten auf Markten ihre Girter
sustauschen konnen, um auf diese Weise ihre individuslien Nutzenmaximierungsproblema unter
Nebenhedingungen zu l6sen. Dabei sind die Nepenbed ingungen, d. h, die aus der Bewertung der Erst-
ausstattungen mit dem Gleichgewichtspreissystem rasultierenden Budget-Restriktionen gerade so, daf3
die Ldsungen der individuslien Optimisrungsproblems miteinander vertriglich sind und somit zum
Ausgleich von Angebot und Nachfrage fiihren.

Die dem Gleichgewichtskonzept zugrunde liegends Verhaltensannahme unterstellt, da die Individuen
den Preis als unbesinfiuBbar vorgegeben betrachten. Diese Annahme ist nur in groken Okonomien bei
«vallkommener Konkurrenz” akzeptabel, So iberzeugend und wirksam solch ein Gleichgewicht ist. es
erklart weder die Institution der Markte noch wie die einzelnen Wirtschaftssubjekte miteinander
konkurriaren. Die Beziehung zwischen Gleichgewichten und Kern erkldrt, warum wir in grofden Tausch-
wirtschaften gin Konkurranzgieichgewicht erwarten kénren. Die Inktusion W (E) € C (E) besagt, dal
Kooperation keina Verbesserung gegenilber soichen Allokationen bewirken kann, die durch dezen-
trale Organisation mittels eines Gleichgewichtspreissystems errgicht werden kénnen,

Das Schrumpfen des Kerns bei wachsenden Gkoromien demonstriert dan zunshmendan Wattbewerb
und die vermehrten Méglichkeiten, durch Koalitionshildung gewisse Allokationen abzuiehnen, mit
den Effekt, daR der EinfluR der Individuen sbnimmt. Im Grenzfalt sind die beiden Konzepte dquiva-
lent, die einzigen akzeptablen Allokationen, die Kernallokationen, sind dann WALRAS-Allokationen.
Jede Kemailokation kann dann durch ein Gleichgewichtspreissystem dezentralisiert werden.

Das Konzept des Kerns ist inshesonders fur Okonomien mit wenigen Konsumenten und Uberschau-
baren und realisierbaren Koaliticnsmaglichkeiten sinnvall, In sehr groBen Jkonomien, in dener Cie
konkrete Realisiorung von Kernallokationen problematisch wére, ist nach dem Aguivalenzsatz eine
Reelisierung Uber Markte und Gleichgewichtspreise méglich. In einer Tauschwirtschaft mit Privat-
eigentum als einziger sozialer Institution fihrt Kooperation durch uneingeschrinkten fraiwilligen
effizienten Tausch inrerhalb jeder méglichen Koalition, im Falte sshr visler Konsumentsn gerade zu
den Giterallokationen, die dezsntral, zu durch Gleichgewichtspreise festgelegten Tauschraten, auf
Mirkten realisiort werden kénnen. In diesem Sinne erkliirt die Aquivalenz von Kern- und WALRAS-
Alokationen die Institutionen der Mirkts und die volikommene Konkurrenz.
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