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Ipke WACHSMUTH, Osnabriick

Entwicklung des Bruchzahlverstdandnisses bei Kindern -
Bericht iiber ein klinisches Unterrichtsexperiment in den USA 1982-83

Das “Rational Number Project" ist ein in Zusammenarbeit von Forschungs-
gruppen an verschiedenen US-amerikanischen Universitidten vorangetriebenes
Forschungsprojekt, das bis 1983 von der National Science Foundation gefor-
dert wurde (eine Fortsetzung ist zur Zeit in der Planung). Im AnschluB an
ein 1980/81 durchgefiihrtes Pilotprojekt hat der Verfasser zusammen mit

M. Behr (Northern I1linois University) und T. Post (University of Minne-
sota) von 1981 bis 1983 eine Langzeitentwicklungsstudie iiber den Erwerb
von Rationalzahlkonzepten vorbereitet und durchgefiihrt. In dem vorliegen-
den Bericht soll der Forschungsansatz vorgestellt und ein Ausblick auf
Ergebnisse gegeben werden.

Im einzelnen sollten Einsichten gewonnen werden dariiber: (1) wie verschie-
dene Teilkonzepte von rationalen Zahlen (z.B. Briiche, Verhdltnisse, Quo-
tienten) beim Schiiler allmdhlich differenziert werden und zu einem ent-
wickelten Verstandnis von rationalen Zahlen integriert werden; (2) wie
verschiedene Reprdsentationsformen (z.B. didaktisches Material, Abbildun-
gen, Realweltsituationen, gesprochene und geschriebene Symbole) wihrend
der allmihlichen Entwicklung von Rationalzahlvorstellungen zusammenwir-
ken; (3) wie eine Reihe von theoriegestiitzten pidagogischen Interventio-
nen diese Entwicklung beeinflussen kann.

Verteilt Uber das 4. und 5. Schuljahr wurden von Januar 1982 bis Januar
1983 zwei Schiilergruppen an Elementary Schools in DeKalb/I11linois und in
Minneapolis/Minnesota von den Projektdurchfiihrenden selbst taglich unter-
richtet. Die Gruppe in DeKalb bestand aus 8 ausgewahlten Schiilern von
sehr niedrigem bis sehr hohem mathematischen Leistungsvermégen. Die Grup-
pe in Minneapolis war ein "normaler" Klassenverband von 34 Schiilern mit
relativ homogenem Leistungsbild (die mittlere von drei leistungsdifferen-
zierenten Parallelklassen). Unterricht und Testprozeduren in beiden Lern-
gruppen wurden weitestgehend koordiniert. Die Lernprozesse wurden mit den
Methoden der klinischen Unterrichtsforschung aufgezeichnet.

DER "KLINISCHE ANSATZ" IM RATIONAL NUMBER PROJECT

Eine Grundlage fir die kontrollierte Beobachtung von Lernprozessen bietet
das sog. Unterrichtsexperiment. Diese Methede hat ihren Ursprung in der
sowjetischen Unterrichtspsychologie und soll Aufschliisse erlauben iber
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die kognitiven Strukturen des Probanden, wihrend sie konstruiert werden.
Das Ziel ist die systematische Rekonstruktion von Lernprozessen, die un-
ter dem EinfluB padagogischen Handelns auftreten. Die Daten werden in
"klinischer" Manier gesammelt, durch tagebuchartiges Registrieren won
schriftlichen und verbalen KuBerungen der Schiiler wihrend des Unterrichts,
und spater nach qualitativen Gesichtspunkten ausgewertet. Grundsdtzlich
ist ein solches Unterrichtsexperiment langzeitlich und umfaft die fort-
wihrende Modifikation von Unterrichtsplinen wihrend des Ablaufs, um Er-
kenntnisse und Hypothesen aus gesammelten Beobachtungen einflieBen lassen
zu kiénnen. Dieses Vorgehen erlaubt dem Experimentator die Aufdeckung der
kognitiven Verdnderungen, die unter dem EinfluB des Unterrichts auftreten,
und bietet zugleich die Moglichkeit, dieselben Schiler in der weiteren
Entwicklung ihrer Denkprozesse verfolgen zu kdnnen. Der angebotene Unter-
richt soll dabei dem Schiller vielfiltige Mdglichkeiten bieten, die neu ge-
lernten Dinge zu durchdenken und mit dem bisherigen Wissen zu verkniipfen.

In Verfolgung von Dienes' Variations-{multiple embodiment)-Prinzip bein-
haltete der theoriegestiitzte experimentelle Unterricht [1]1 den sorgfdltig
geplanten Einsatz von vielfdltigem didaktischen Material. Eine besondere
Rolle spielten Obersetzungen zwischen verschiedenen Reprdsentationsformen
von rationalen Zahlen, die die Schiiler hdufig vorzunehmen hatten. GemdB
des Prinzips der mathematischen Variabilitdt von Dienes waren dabei die
folgenden Rationalzahl-Teilkonzepte eingeschlossen: Teil-Ganzes, Quotient,
MaB und Verhiltnis. Ober den gesamten Unterrichtszeitraum hinweg hatten
die Schiiler ausfuhrliche Erfahrungen mit Bruchdquivalenzen und der Ord-
nung von Bruchzahlen sammein kdnnen [ 2] .

Die Tagebuchaufzeichnungen iiber das Verhalten der acht Probanden aus
DeKalb werden erginzt durch samtliche Arbeitsblatter und intime Kenntnis
der Schiiler aus dem tiglichen Unterricht. Neben einer Reihe von schrift-
lichen und psychologischen Tests fiir simtliche Probanden beider Gruppen
bildeten sie den Hintergrund zur Konzipierung und Auswertung der haupt-
sichlichen Form der Datenerhebung, des klinischen Interviews. Diese Metho-
de geht auf Piaget zurlick und wurde mit dem Anliegen entwickelt, die beim

Lernen auftretenden kognitiven Prozesse des individuellen Schiilers - die
Ursachen fiir sein Handeln - in gewissem Umfang erfassen zu konnen. Wah-
rend der gesamten Laufdauer des Unterrichtsexperiments wurden im Abstand
von drei bis vier Wochen solche Interviews mit samtlichen acht Probanden
in DeKalb und mit (immer den gleichen) acht der 34 Schiiter in Minneapolis
durchgefiihrt, jeweils im Anschluf an schriftliche Tests.
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Es wurde Uberwiegend das strukturierte Interview benutzt, d.i. eine semi-
standardisierte Interviewform, bei der unter Verwendung eines "Drehbuchs”
alle Probanden mit gleichen Aufgabenstellungen, gleichem Material und mog-
lichst gleichen Fragen konfrontiert werden. Durch Kategorisierung der
Antworten erlaubt diese Form einen relatiy prazisen Vergleich zwischen

den Probanden. Mehr Freiheit zur Auslotung von idiosynkratischen Denkstruk-
turen bot das in einigen Fallen angewendete problemorientierte ("task-
based") Interview, in dessen Verlauf ein meist komplexeres Problem zu 1d-
sen ist. Dabei besteht die Vereinbarung, daB der Proband nach Mdglich-
keit ihm in den Sinn kommende Dinge laut ausspricht und Erklarungen iber
sein Handeln angibt. Durch iiberlegte Interviewtechniken wird versucht,

die unvermeidbaren Nebenwirkungen aus der Interaktion mit dem Interviewer
moglichst gering zu halten.

Zur Beurteilung der Interviewdaten steht neben dem Drehbuch und schrift-
lichen Niederlegungen von Proband und Interviewer eine Videoaufzeichnung
der Geschehnisse zur Verfiigung, die zunichst - unter Einbeziehung nicht-
verbalen Verhaltens - transkribiert und spater formatiert wurde. Hinzu
kommen die Erinnerung des Interviewers, Probanden und des Beobachters am
Videomonitor an die Episode. Die aus dem "Experimentieren im Klassenraum”
erlangte umfassende Kenntnis der einzelnen Schiiler und die Tagebuchauf-
zeichnungen fiihrten dazu, dap Mehrdeutigkeiten in der Auslegung von In-
terviewantworten hiufig unmittelbar ausgerdumt werden konnten.

AUSBLICK AUF ERGEBNISSE VON STUDIEN ZUM BRUCHZAHLVERSTANDNIS

Ausgangspunkt dafiir, wann man das Bruchzahlverstindnis eines Schiilers als
"gut" bezeichnen kann, war der folgende pragmatische Ansatz: Nur von Schii-
tern, die in einer Vielzahi unterschiedlicher Anwendungssituationen kon-
sistenten Erfolg zeigen, kann angenommen werden, dafl das von ihnen ent-
wickelte Bruchzahlverstindnis hinreichend allgemein ist, um dariiber hin-

ausgehenden Erfolg in einer noch breiteren Klasse von Situationen erwar-
ten zu lassen.

In der vergleichenden Analyse einer Serie von Projektstudien wurde je-
weils der Erfolg der Probanden zu den bei ihnen beobachtbaren Fahigkeits-
charakteristika in Beziehung gesetzt. Quer zu den Studien wurden die fol-
genden Teilaspekte als kritisch fiir Erfolg in Situationen, bei denen ein
quantitatives Verstindnis von Brichen gefordert ist, identifiziert [4]:
"Bruchidquivalenz”, "Bruchzahlordnung” und "Schitzen" {(von BruchgroBen).
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Schiiler mit durchweg hoher Leistung sind gekennzeichnet durch spontanes
und flexibles Anwenden von Bruchaquivalenz und Bruchzahlordnung, sowie
durch Yerwendung von erkennbaren Schdtzstrategien (Benutzung von selbst-
gewahlten Referenzpunkten); bei geringer Leistung wurde Anwendung von
Ordnungs- und Kquivalenzkonzepten nur in sehr beschranktem Umfang fest-
gestellt und fast kein Versuch, durch Vergleich mit Referenzpunkten
Schatzungen vorzunehmen (3] . Bei der Umsetzung solchen Wissens in Anwen-
dungssituationen ist auffallig die nahezu automatische Erkennung bzw. Be-
nutzung von Kguivalenzen zur flexiblen Bezugnahme auf die Dichteeigen-
schaft rationaler Zahlen im Handeln hochleistender Probanden und im Gegen-
satz dazu bei Probanden mit geringem Erfolg das "latente", zwar abfrag-
bare, aber das Handeln nicht leitende Wissen iiber Kquivalenz. Daneben
gibt es Hinweise, daB die frilhzeitige Beschaftigung mit Verhdltnissen und
dem Zusammenhang von Verhdltnis (Teil-Teil)- und Teil-Ganzes-Aspekt im
Unterricht wichtiger zu sein scheint als bisher angenommen [9] .
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