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EINSCHLIESSUNGSSATZE FUR EIGENWERTE NICHTNOHMALER MATRIZEN

von Ludwig Elsner in Hamburg

Gegeben sei eine quadratische Matrix A , ein Vektor X # 0 und sein Bild Ax. Las-

sen sich daraus Aussagen iber das Spektrum von A gewinnen? Im Falle normaler

Matrizen kann man daraus mit Hilfe des Quotientensatzes oder des Satzes von

Krylow-Bogoljubow Einschliefungskreise fir mindestens einen Eigenwert von A kon-

struieren [ 1]. Es lassen sich jedoch a
nAbweichung von der Normalitdt *  kennt, Auler-

uch fir allgemeine Matrizen Einschliefungen die-

ger Art angeben, wenn man nur ihre

dem lassen sich daraus Aussagen liber das Verhalten der Niherungen fir den Fall herlei-

ten, dal x gegen einen Eigenvektor strebt. Diese Ergebnisse lassen sich auch auf die

Spektralvariation zweler Matrizen iibertragen.

1, BEZEICHNUNGEN, DEFINITIONEN, HILFSMITTEL

Dann bezeichnen wir mit demselben Symbol auch die zuge-

a) Sei v eine Vektornorm.
= max I ril und die euklidische

ordnete Matrix-Norm,. Spezielle Normen sind " x H 1
1

Norm [lx | = [ X | % 12] 2 it den zugeordneten Matrixmormen A, =max T la,|
; i k
i
(Zeilensummennorm) und |A | =o(A) = maex A/B': (Spektralnorm), wobei die o, die
Eigenwerte von AA' sind,

Sei T eine nichtsingulire Matrix, v eine Norm. Dann ist auch vT(x) = v(Tx) eine

Norm. Die zugeordnete Matrixnorm ist vT(A) = V(TAT-I).

b) Jede nX n-Matrix ist unititr auf obere Dreiecksgestalt transformierbar:
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o
It

U(D+M) U, D= (dy) = (o) Uvi'= E

(1)
M

(mik) M, =0 fir > k.

Siehe etwa [2]. Offenbar sind die li gerade die Eigenwerte von A .

HENRICI [3] definiert nun fiir eine beliebige Norm v die "Abweichung von der Nor-
malitit bezliglich v " als

(2) Av (A) = min v(M)

wobei das Minimum itber alle nach (1} erhaltenen M zu erstrecken ist. Dafl es ange-

nommen wird, kann man leicht mit den iiblichen Methoden nachweisen.

Die Berechtigung der obigen Bezeichnung ergibt sich aus der Tatsache, dafl 8 (A)

genau fur normale A verschwindet.

1
8, fA) kann fir v = efA) = [z |aik 12] 2 pach [3] abgeschitzt werden:
i,k
2 !

3 4 =
) b (A) < (” '") [e(Adr-Aa)1?

12

c) Es sei Ax = Bx, x#o0, A nichisingulir, v eine Norm. Dann folgt

x =A—IBx, v(x) < \a(A'l) v (Bx)
oder

[vead)yd 51\)(%11 < V(B)

Sei m kein Eigenwert von A, Dann ersetzenwir A durch A -mE und B durch

B -mE und erhalten die fundamentale Ungleichung

(4) [veea -mEy )1 MAE=E) g )
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2. EINSCHLIESSUNGSSATZE FUR EIGENWERTE NORMALER MATRIZEN
Ist A normal, so gilt bekanntlich o(4) = max lkil . Mit A istauch (A-mE)‘l

normal, Die erste Ungleichung von (4) ergibt daher fiir v = [

‘ | Ax - mx |
min hi-ml <

B E

Wahlt man nun m so, daB die rechte Seite minimal wird, so erhélt man

Ax -mx | 1
- _ (Ax,x) | _ . T (Ax, Ax) 212
m = my= S ™ =7,= [ e |m1| ]

Das ergibt den Safz vom Krylow-Bogoljubow:

SATZ 1: Sind )‘i die Eigenwerte der normalen Matrix A und ist x # o0, sogilt

1
2 -
. Ax, %, (Ax, Ax) (Ax, %) 2
(5) min !ki - '[(—x-’?)'z'| < (%, %) ] (x,x) ]

Es sei nun X #o fur alle i. Dann wihle man B=Q mit ¢;,,=4; 6ik und
q;= (A-")i /xi . Offenbar ist A¥ = @ . Die zweite Ungleichung von (4) ergibt nun
fir vV = 0, wenn mannoch o0fQ-mE) = max ]qi-m[ =7, beachtet, den Quo-

tientensalz: '

SATZ 2: Sei A normal mit Eigenwerlen )‘i , X #o filr alle i, gq;= (Ax)i /xi .
Dann gilt

(6) min|xi-m'|_<_max|qi-m|

Ein Kreis, der alle Quotienten umfasst, enthdlt mindestens einen Eigenwert.

y . Daher liefert Satz 1 stets bessere EinschlieBungen als

2
Satz 2. Dafiir ist dieser gewisser Erweiterungen fihig. Es geniigt hier némlich voraus-

zusetzen, dafi DAD_I normal ist fir
gilt bereits die Aussage (6) des Quotientensatzes.

Norm V(x} = “ Dx “ ,

Es ist offenbar r1 <

eine nichtsinguliire Diagonalmatrix D, Dann

Zum Beweise benutze man in (4) die
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3. NICHTNORMALE MATRIZEN

SATZ 3: Sei A=04 (A), x#o0, meine Zahl mit | Ax -mx|| < » |2 Y. Dann ist

(7 minlki-m| < r+a
Beweis: Fiir die euklidische Norm || " und unitdre Matrizen U gilt bekanntlich
I[ Ux| = |« ||, ebenso o(UA) = ofA). Man wihlt nun U speziell so, daf

UAU' =D+ M mit t=0(M) ist (1b).

| Ax-mx| = | UrA-mE) T'Ux|| = | (D-mE + M)Ux|| > |(D-mB)Ux|| - | MUx|.
Wire nun fiir alle i |xi-m| >+ 4, sowirde weiter folgen:

>er+o) x| -om) Uxl =7 |lx] .

Das ist ein Widerspruch zur Voraussetzung. (Siehe auch [4] 5. 9-10)

Setzt man m=m,, ¥ =7,, so ergibt Satz 3 eine Erweiterung von Satz 1, Im Falle
x; #0 firalle { und ¥ = Yy stellt er eine Verallgemeinerung von Satz 2 dar. Ein
Nachteil ist es, daf fiir x = Eigenvektor, m = Eigenwert, ¥ =0 nicht die exakte
Schranke ¢ herauskommt, Fiir kleine 7 ist daher die Abschitzung (7) sicher zu grob,

Der nichste Satz ist hier genauer. Zunichst noch eine Definition (s.[3]).

. 2 n . . .
Die Funktion fn (x)=x+x + ... +x bildet die nichtnegativen Zahlen monoton auf

sich ab, Daher existiert dort die (ebenfalls monotone) Umkehrfunktion, die wir mit gn

bezeichnen.
x>0 920:f()=ye=>g(y)=x

Da im weiteren 7 zunichst fest ist, schreiben wir auch f(x) bzw. g(y).

SATZ 4: 1) Sei A= Ac (A). Falls m kein Eigenwerfvon A ist, gelte ausserdem

{ol (a-mE)~ 11} < 7. Dann ist

(8) min|xi-m|5g7;7- y=$.

Beweis: Sei m kein Eigenwert und U wie im Beweis zu Satz 3 gewihlt, Es ist
U(A-mE) 10 = (D+M-mE) = (D-mE) LB+ M(D-mE) )T =
= (DamE)'I(E-M(D-mE)'1+ ... +IM(D-mE)"").

Stmtliche hdheren Potenzen von M(D - mE) -1 yerschwinden. Es sei p = c((D-mE)-I).
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Wegen A=c (M) folgt nun

o((A-mE)-I) < pfl+obs+ ... *+ (o A)n-I).
Also ist

A

s gw

O |

A »
y=;_<_f(Ao) . Daher min h,‘“ml =

Damit ist der Satz fiir den Fall bewiesen, daB M kein Eigenwert ist. lm anderen Fall

ist jedoch die Aussage trivial,

Beachtet man (4), so erhilt man die beiden folgenden Corollare,

COROLLAR 1: Sei m 17 wie in Satz 1 definiert. Dann ist

1
minlxi-mllg-ﬁ-;; y=%.
COROLLAR 2: Sei 7, = max Iqi-m|. Dann gilt
Miﬂlli'mlf_}%ﬁ y=;§2-.

4, VERGLEICH DER ABSCHATZUNGEN

A , A
. . e . = e—— - -
Wir definieren fiir A> 0, r>o0, n € N : sn (v, ) ) mit ¥y .

S ist in allen drei Variablen 7, 4 ,# monoton, Zudem gilt

a) s . (r,p)>r, lims_(v,b) =7
n = peo M

b) lim S, (r,b) =0
r-o

c) s”(r, d) < rtd

d)} lim (r+bd-s_(7,b8)) =0

e) s, (1. 8) = o(r®) bei r=0

f) lim s (r,d) =r+ A
n-.uo"
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a) zeigt, dafl imn Grenzfall normaler Matrizen wieder die Sitze 1 und 2 herauskommen,
b) ist die im Anschluf} an Satz 3 versprochene Eigenschaft der Abschéitzung (8). c) zeigt,
daB Satz 4 immer schirfere Aussagen als Satz 3 liefert, Jedoch ergeben sich im Grenzfall

Y =% und #—+*® die gleichen Abschitzungen (d,f ).

5. WEITERE EINSCHLIESSUNGEN

Wenn A normalisierbar ist, existiert ein nichtsingulires T mit A = T~1DT . Mit
cond(T) = | T|| § 777 tolgt nun leicht

min |\ -m| < cond(T)r, bzw. min|r -m | < cond(T)r,
1
Jedenfalls ist |)L2. -m| < O(¢r), wahrend (8) wegen e) nur die Aussage |xi~m| <0 ('rn)
ergibt.
Daher liegt es nahe, bei asymptotischen Aussagen dieser Art auch die Elementarteiler

zu bericksichtigen.

SATZ 5: Es sei A=TJT L, JdieJordansche Normalform von A, die ausserhalb der
Hauptdiagonalen hUchstens in der daritberliegenden Diagonalen Elemente # o, wnd zwar =1
hat. | T|; | 771 l; = cond, (T). Falls m kein Eigenwert von A ist, gelte zusdtzlich
I[(A-mE)'III'I < 7. Dann ist

(9) min Ixi-ml < s, (v-cond, (T), 1)

wobei k die grisste vorkommende Elemenlarieilerlinge ist.

Beweis: Fiir m = Eigenwert ist nichis zu beweisen. Andernfalls erhfilt man leicht
-14-1
Iz -mE)™|™ < 7 cond,(T).

Nun geht man gerau so vor wie im Beweis zu Satz 4. Man beriicksichtigt dabei jedoch:

L= me) Tl = max 4, - m )N, = |03, - mB, )7

da J eine verallgemeinerte Diagonalmatrix ist, die in Bldcke der Dimensionen < %

zerfillt, (J‘.1 - mEu )'1 kann explizit berechnet werden, ebenso die Zeilensummennorm

-1 -1 .
e, -mE ) Iy = Fslm -2 17, s=dimd .
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Wie in Satz 4 folgt daraus nun die Behauptung (9), nur zunichst mit s anstelle von k.

Da die rechte Seite in 2 monoton ist, folgt die Behauptung.

Bei 7 =0 erhilt man also die Aussage

1
min | X, -m)| gO(rE)

die die beiden zu Anfang gemachten asymptotischen Aussagen umschliefit,

Das folgende Beispiel zeigt, daf nicht mehr viel verbessert werden kann:

; . . _ _ 2 n-1
Sei A eine Forsythe-Matrix , d.h. @ = 6i,k—1 P (l.c,c”, ,c ).
Dann ist m, ~¢ bei ¢ =0, rl~c" , condI(T) = cond1 (E) =1. Also ist

1
. - ~ n - .
min ]xi-mzl = |my| ~ 7, s, (77 1.1)

Dasselbe Beispiel zeigt auch, dafl die Abschitzung (8) nicht verbessert werden kann,

6. ABSCHATZUNGEN FUR DIE SPEKTRALVARIATION
Seien A, B zwei Matrizen mit Eigenwerten Xi bzw. Hy o
s 4 (B) = max {min lw; - y | }
: Y
heiBt die Spektralvariation von B bezfiglichA [3].

Die anschauliche Deutung ist die folgende: Man schlage um jeden Eigenwert von A einen
Kreis mit dem Radius S5 (B) . Dann ist in der Vereinigung aller dieser Kreise das ge-

samte Spektrum von B enthalten,

HENRICI [ 3] zeigt, daB
A : -
SA(B)S 200 mit A =24 (A)

falls A # 0 ist. Hierbei ist also

1
(10) s4(B) < O(o(B-4)1")
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Ist A normalisierbar, A = TDT ., cond(T) = a(T_I ) o(T), so gilt nach BAUER
und FIKE [ 5) $4(B) < cond(T)a(B-A), d.h.

(11) s,(B) <O(c(B-A))

Mit dhnlichen Mitteln wie bei Satz 5 kann man nun den folgenden Satz erhalten:

SATZ 6: Sei A = SJS'I, J die Jordansche Normalform wie in Satz 5,
B-A # o, condy(S) = s, S|, . Dann gitt

(12) Sq(B) < s, (| B-A|;- cond, (5),1),

wobei k die gr¥sste vorkommende Elementarteilerliinge ist. Es ist daher

L]

so(B) SO (La(B-4)15),

Die letzte Aussage, in die die Aquivalenz der Matrixnormen eingeht, umfaft die Ergeb-
nisse (10) und (11).

7. DIE ALLGEMEINE EIGENWERTAUFGABE

Die Erweiterung dieser S#tze auf allgemeine Eigenwertaufgaben der Form Ax = \ Bx
scheint nicht moglich zu sein, Es kommt dabei nimlich auf B, (AB-I) an. Aber da
sich jede Matrix etwa als Produkt zweier symmetrischer oder als Produkt einer uni-
téren (daher normalen) und einer positiv definiten Matrix darstellen 148t, ist Av(AB-J)

sicher nicht durch Av(A) und A\)(B) bestimmbar,

1)Wie ich nachtriglich bemerkte, ist Satz 4 einem von HENRICI [ 3] ohne Beweis zitier-~
ten Ergebnis von D.D, MORRISON [ 6] sehr #hnlich, wenn man noch (4) bertcksich-
tigt, Das angegebene Ergebnis ist sicher fiir die euklidische Norm korrekt. Fiir

v=| I|1 gibt es Gegenbeispiele,
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