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F. PADBERG, R. NEUMANN, N. SEWING
Typische Schiilerfehler bei Dezimalbriichen ' 6 — 9 l

1. Einleitung

Gemeine Briiche und Dezimalbriiche bilden das Kernstuck des Mathematikunterrichts in
den sechsten Klassen aller Schulformen. Wiahrend jedoch die Schwierigkeiten von Schi-
lern und Lehrern mit den gemeinen Brichen gut untersucht sind (vgl. Padberg [1989a,
1989b)), gelten die Dezimalbriiche landléufig eher als leicht und unprobiematisch. Dies
hangt damit zusammen, daB sich die Schreibweise der Dezimalbriiche nahtlos in die
dezimale Stellenwertschreibweise der natiirlichen Zahlen einfigt und daher die ,bekann-
ten" Rechenregeln weiterhin fast unverdndert Glitigkeit behalten.
Der Umgang mit Dezimalbriichen ist jedoch fur Schiler keineswegs problemios. Schiler-
fehler gibt es in diesem Bereich in groBer Zahl. Dies zeigt kiar, daB viele Schiler nicht nur
mit gemeinen Briichen, sondern auch mit Dezimalbriichen ihre Probleme haben. Diese
Aussage wird auch von den bisher durchgetihrten - meist amerikanischen — empirischen :
Untersuchungen bestatigt (vgl. z.B. Carpenter u.a. [1981], Ekenstam [1977], Foxmann ;
:
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[1984], Hiebert/Wearne [1986], Vance [1984] oder Zawoiewski [1983]). Alierdings kann man
die amerikanischen Befunde nicht ohne weiteres auf unsere Verhéitnisse Ubertragen, da es
beispielsweise schon bei der Schreibweise der Dezimalbriiche relevante Unterschiede gibt. %§‘

So schreiben die Amerikaner z. B. statt 0,2 kiirzer .2, verzichten also auf die Schreibweise
der Null vor dem Komma und verwenden statt der besser erkennbaren Kommata Punkte.
Diese Schreibweise filhrt offensichtlich leichter zu Verwechslungen beispieisweise von .2 !
und 2 oder von 3.4 und 34 und damit zu entsprechenden Fehlern bei den Rechnungen. 3
im deutschsprachigen Raum gibt es bislang nur drei umfassende neuere Untersuchungen: §§
So analysiert Padberg (1989b) in einer von der Deutschen Forschungsgemeinschaft unter- !
stitzten Studie typische bzw. systematische Fehler und Fehivorsteliungen bei Dezimaibri-
chen an knapp 900 Gymnasialschilern aus 34 Klassen des 7. Schuljahres von 11 verschie-
denen Gymnasien in Westfalen. Padberg untersucht hierbei sowohi Schwierigkeiten und
Problembereiche beim Dezimalbruchbegriff wie auch bei allen vier Rechenoperationen. :
Dagegen konzentriert sich Ginther (1987) in seiner Untersuchung an insgesamt knapp 250 _
Haupt- und Realschilern der Klassen 7 bis 10 primar auf den Dezimaibruchbegriff, wahrend
sich Daubert (1984) bei ,einigen hundert” Schilern ebenfails der Klassen 7 bis 10 von

Haupt- und Realschulen auf die Untersuchung von Fehlern beim Addieren und Subtrahie-

ren von Dezimalbriichen beschrankt.

Zur Erganzung und weiteren Abrundung der oben genannten Studien fihrten wir daher
Ende 1987 sine Untersuchung tber Schwierigkeiten und Problembereiche beim Dezimal-
bruchbegriff sowie bei den vier Rechenoperationen an knapp 400 Schulern des 7. Schuljah-
res aus 17 Kiassen von 8 verschiedenen Realschulen in Ostwestfalen durch. Im Unterschied
zu Padberg (1989b) testeten wir Schiller von Realschulen. im Unterschied zu Ginther (1987)
und Daubert (1984) untersuchten wir umfassender den gesamten Bereich der Dezimalbri-
che und konzentrierten uns zugleich — um aussagekréftigere Ergebnisse zu erhaiten — auf
ein Schuijahr und eine Schulform. Wir wihiten fiir unsere Untersuchung bewuBt Realschul-
klassen aus, um so Ergebnisse zu gewinnen, die dber die untersuchte Schulform hinaus
zugleich auch flr einen breiteren Kreis von Hauptschul- und Gymnasialkiassen von Bedeu-

tung sind.
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2. Bemerkungen zum Test und zur TestdurchifGhrung

Fir unsere Untersuchung entwickelten wir — aufbauend auf vorliegende Untersuchungen
und Testinstrumentarien vor allem von Padberg (1989b) und Ginther (1987) — zwei Schiiler-
tests. Beide Tests verfiigen (ber Aufgaben zu verschiedenen Aspekten des Dezimalbruch-
begriffs. Wahrend die eine Testversion (Version A) jedoch zusétzlich eine breite Palette von
Aufgaben zur Addition und Multiplikation enthélt, verf(igt die andere Testversion (Version
B) zusétzlich Uber Aufgaben zur Subtraktion und Division.

Unsere Testaufgaben zum Dezimalbruchbegriff (29 Aufgaben) lassen sich nach folgenden
Gesichtspunkten typisieren:

- Elementares Verstehen der Sprech- und Schreibweise.

Beispiel:
Wie sprichst Du den Dezimaibruch 3,12 aus? Kreuze an!
Dreihundertundzwblf O Drei Rest zwbif O
Drei Komma einszwei O Drei und zwdlif O
Drei Komma zwoif O Drei ein zwdlftel O
— GroBenvorstellung und Ordnen von Dezimalbriichen
Beispiel:
Welche Zahl ist die gréfte ? Kreuze an!
01 O 0,195 O
0.21 O 0,036 O
~ Dezimalbriche und Zahlenstrahl
Beispiel:
Weiche Zahi markiert der Punkt auf dem Zahlenstrahl
a - :!;"'""""""*""“"‘“"’““"‘*‘“"’””"’"""‘“i =" Punktmarkiert
IR S e S e et e Sl e Punkt markiert
3,2 3,3
) TTletmededeebedetomtempmcdmm == punkt markiert
3.2 3,3 |

~ Umwandlung von gemeinen Briichen in Dezimalbriche
~ Umwandlung von Dezimalbriichen in gemeine Briche
~ Rolle der Null im Stellenwertsystem

Beispiel:

Wo kann man Nullen hinschreiben, ohne daB sich der Zahlenwert dndert? Kreuze alle
richtigen Antworten ant

465 = 4650 O 4,65 = 40,65 O

4,65 = 4,605 (O 465=0465 O
4,65 = 4,085 (O

Die Testaufgaben zur Addition und Subitraktion {10 bazw. 12 Aufgaben) lassen sich grob
nach foigenden Gesichtspunkten klassifizieren:

- .Elementare” Aufgaben mit 0,1 und 0,01
- Aufgaben mit bzw. ochne Ubertrag
- Aufgaben mit gleicher bzw. verschiedener Anzahl von Dezimalen
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- Nullen bzw. keine Nullen bei den Dezimalen
~ Kombination von natiriichen Zahlen und Dezimalbrichen.

Die insgesamt 21 Multiplikationsaufgaben kann man u.a. nach folgenden Aspekten typisie-
ren:

- Multiplikation mit 0 und 1

— Multipiikation mit 10 und 100

-~ Muttiplikation mit 0,1 und 0,01

— Aufgaben mit gleicher bzw. verschiedener Anzahl von Dezimaien
Nullen bzw. keine Nullen bei den Dezimalen

Kombination von natGrlichen Zahlen und Dezimalbrichen,

I

Bei den 19 Divisionsaufgaben sprechen wir u.a. folgende Aspekte an:

- Division durch 10 und 100

-~ Division durch 0,1 und 0,01

~ Aufgaben mit gleicher bzw. verschiedener Anzahl von Dezimalen
- Nufllen bzw. keine Nullen bei den Dezimalen

—~ Kombination von natirlichen Zahien und Dezimalbrichen.

Bei den Multiplikations- wie Divisionsautfgaben halten wir die rechnerischen Anforderungen
jeweils bewuBt gering, um auf diese Art um sc deutlicher Schwierigkeiten bei der Komma-
setzung abkldren zu kénnen. (Fir Hinweise auf typische und systematische Fehler bei der
Subtraktion, Multiplikation und Division im Bereich der natitlichen Zahlen vergieiche man
ggf. Padberg (1986a, 1986b, 1986¢.)

Samtiiche Aufgaben unseres Tests sind so konstruiert, daf Schiler bei der Benutzung von
falschen Rechenstrategien nicht zuféllig das ,richtige” Ergebnis erhalten kdnnen — jeden-
falls im Rahmen der von uns vorher erwarteten bzw. vermuteten tehlerhaften Strategien.
Eine gezieite Vorbereitung auf den Test an den Schulen verhinderten wir dadurch, da8 wir
bei unserer vorherigen Korrespondenz mit den Schuileitungen die Zielsetzung unseres
Tests nur sehr allgemein formulierten und auch samtliche Untersuchungen an einer Schule
jeweils an einem Vormittag durchfiihrten. Nur so kann man ein unverfaischtes und aussa-
gekraftiges Ergebnis erhalten. Abschreiben minimierten wir dadurch, da benachbarte
Schiiler jeweils verschiedene Testversionen bearbeiteten. Der geplante Zeitrahmen von ca.
40 Minuten Bearbeitungszeit zuziglich einer kurzen EinflGhrung konnte im Rahmen einer
Unterrichtsstunde stets eingehalten werden. Neben dem Fachiehrer war stets einer der
Autoren persénlich in der Klasse anwesend, um s0 tir eine moglichst weitgehende Einheit-
lichkeit bei der Testdurchfihrung zu sorgen. Sémtliche Losungen sinschiieBlich Neben-
rechnungen notierten die Schiler auf den entsprechend angeiegten Testbogen. Hilfsmittei
- 2. B. Taschenrechner — waren nicht erlaubt.

3. Dezimalbruchbegriff

Schon beim Verstehen der Schreib- und Sprechweise der Dezimalbriche lassen sich bei
den Schilern deutliche Defizite feststellen.! So kreuzen nur knapp zwei Drittel der unter-
suchten Schiller bei der Aufgabe ,Was bedeutet 247" die richtige Lésung an, 20% zwei
Rest vier, 8% zwei und ein viertel. Ahnliches gilt auch fur die Aufgabe Welche der folgen-
den Zahlen ist Finfundzwanzig Hundertste! . Zwei Drittei 10sen sie richtig, jeder sechste

1 Die hier genannten Daten beziehen sich auf die Testversion A (N = 188, 17 Kiasser}, 8 verschiedene
Schulen). Sie decken sich weitestgehend mit den entsprechenden Daten der Version B.
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Schiler entscheidet sich flir 0,025 —~ vermutlich bedingt durch einen fehlerhaften Transfer
von den natlrlichen Zahlen, wo Hunderterzahlen drei Ziffern besitzen —, jeder zehnte
Schiller tir 25,00. Erfreulich viele Schiiler (92%) kreuzen bei dem Dezimaibruch 3,12 die
Sprechweise Drei Komma Eins Zwei an, duBerst wenige nur die sehr problematische ~
jedoch im taglichen Leben verbreitete — Sprechweise Drei Komma Zwoélf. Letztere Sprech-
weise soilte im Unterricht unbedingt vermieden werden, da sie viele typische Fehler verur-
sacht, und zwar beim GréBenvergleich {0,3 < 0,15, da 3 < 15}, beim Erweitern (0,25 # 0,250,
da 25 # 250), beim Addieren (0,42 + 0,5 = 0,47, da 42 + 5 = 47) und beim Subtrahieren (0,72
- 0,4 = 0,68, da 72 - 4 = 68).

Beim GréBenvergleich von Dezimalbriichen verwenden die Schiiler hauptsichlich zwei
fehlerhafte Strategien, wie die folgende Aufgabe exemplarisch belegt:

Welche Zahi ist die gréf8te ? Kreuze an:

0.21 60%
0.1 22%
0195  18%
0,036 1%

Héufigkeitsverteilung der Lésungen

Schuler, die 0,195 ankreuzen, verwenden offensichtlich die naheliegende Kein-Komma-
Strategie (kurz KK-Strategie). Sie fassen die Dezimalbriiche als natiirliche Zahlen auf und
benutzen die dortige Ordnung (195 als groBte Zahll). Dagegen ist die Ursache fur das
haufige Ankreuzen von 0,1 nicht so unmittelbar evident. Erst bei der Untersuchung weiterer
Aufgaben erkennt man hier eine ~Je-mehr-Dezimalen-desto-kleiner“-Strategie (kurz: MK-
Strategie). Hiernach ist die Zahl die kleinste, die die meisten bzw. umgekehrt die Zah! die
groBte, die die wenigsten Dezimalen hat. 0,1 besitzt die wenigsten Dezimalen und ist daheér
die groBte Zahl. Folgender — grundsétzlich richtiger — Gedankengang wird hier (ibergenera-
lisiert: Je weiter rechts sine Dezimale steht, um so kieiner ist sie; je weiter links, um 80
groBer. Dies wird fehlerhaft auf den gesamten Dezimalbruch ibertragen.

Die Zuordnung zwischen Punkten am Zahlenstrahl und Dezimalbriichen beherrschen die
Schiler bei einer Zehntelunterteilung des Zahlenstrahis und bei Zahlen mit einer Dezimalen
in beiden Richtungen ausgezeichnet {(Werte von weit Gber 90%). Beim Zuordnen von Zahlen
mit zwei Dezimalen zu Punkten des Zahlenstrahls wird oft fehlerhaft in Zehntelschritten
weitergezahit und nicht bemerkt, daB die Skala jetzt in Hundertste! unterteilt ist.

Die Kenntnis des Zusammenhangs zwischen gemeinen Brichen und Dezimalbrichen ist
far den Erwerb eines fundierten Dezimalbruchbegriffs sehr wichtig. Bei der Umwandlung
von gemeinen Brichen in Dezimalbriiche unteriaufen den Schilern vor allem foigende

Fehlerstrategien:

~ Fehlerhafter Transfer von den natlriichen Zahlen bezuglich des Stelienwertes
Beispiel: % = 0,003
Diesen Fehler machen 6% der Schiiler.

~ Notation des Zahlers direkt hinter dem Komma
Beispiel: % =03 2=02

E?ne bei speziellen Zehnerbriichen richtige Strategie (Beispiele: {% = 0,45, ;% = (,7) wird
hier feh!grhaﬂ Ubergeneralisiert. Dies passiert besonders héufig, wenn ein Umbiindein
erforderlich ist. So schreiben 15% der Schiler fir 11 Zehntel 011. Die — gelegentlich

vorkommende - Notation des Nenners direkt hinter dem Komma (Beispiel: ; = 0,4) kann s0
allerdings nicht erklért werden.
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- Gleichsetzung von Bruchstrich und Komma
Beispiele: (=14 £=25
Bietet man Schilern fehlerhafte Lésungen in einer multiple choice-Aufgabenform an, so

werden diese fehlerhaften Strategien sogar noch wesentlich haufiger angekreuzt ais bei der
obigen Aufgabenform. Dies deutet auf eine latente Unsicherheit der Schiler hin.

Beispiel: Wie groB ist 53 als Dezimalbruch? Kreuze an!

0.01 62%
0100 21%
0,001 12%

nicht beantworiet 5%

Héufigkeitsverteilung der Losungen

Bei der Umwandlung von Dezimalbriichen in gemeine Briiche spielen im wesentlichen
dieselben Strategien eine Rolle:

— Fehlerhafter Transfer von den natirlichen Zahlen bezlglich des Stellenwerts
Beispiel: 039 =% 007 =5

- Gleichsetzung von Komma und Bruchstrich
Beispiele: 13 =}  245=5%

ist der ganzzahlige Anteil der Dezimalbriche speziell Null, so wird hdufiger 1 als Zahler
benutzt, der Dezimalbruch also formal als Stammbruch notiert (Beispiele: 0,2 = %; 0,39 = —gg).
Neben der Kenntnis des Zusammenhangs zwischen gemeinen Brichen und Dezimalbri-
chen ist fir ein grindliches Verstindnis des Dezimalbruchbegriffs auch eine gute Kenntnis
der Grundgedanken des dezimalen Stellenwerltsystems wichtig, wie beispieisweise schon
weiter oben angesprochene Fehlerstrategien belegen. Eine besondere Rolle spielt die Null.
Magliche Probleme der Schiler versuchen wir durch die folgenden drei Aufgabentypen
abzukléren:

- Typ 1:
Weiche Aussage ist richtig?
03=030 03>030 03<030
Knapp 90% der Schiler 10sen diese Aufgabe richtig. Die Fehligsungen ~ jeweils rund 5% —
kénnen durch die KK-Strategie (3 < 30) bzw. durch die MK-Strategie (0,3 > 0,30) erkiart

wearden. :

~ Typ 2:
Wo kann man Nullen hinschreiben, ohne daB sich der Zahienwert andert (vgl. 2).
Héufigster Fehler (8%) ist das Gleichsetzen von 4,65 und 4,065, Ursache hierfdr ist die
Komma-Trennt-Strategie (KT-Strategie). Der Dezimalbruch wird hierbei nicht als eine
Zahi aufgefaBt, sondern als zwei — durch ein Komma getrennte — verschiedene natirliche
Zahlen. Diese werden getrennt verglichen. In N gilt 4 = 4,65 = 065, also 4,65 = 4,065.

- Typ 3: :
Schreibe 7,05 mit vier Stellen nach dem Komma (7,05 = 7,05..)
im deutlichen Gegensatz zu Befunden von Giinther (1987) wurde diese Aufgabe in
unserem Test zu rund 90% richtig geldst. Dies beruht vermutlich auf Unterschieden in der
Notation. Die wenigen Fehliésungen streuten bei uns breit.
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4. Addition

Bei der Addition von Dezimalbrichen dominiert eindeutig eine einzige Fehlerstrategie,
namiich die Komma-Trennt-Strategie. So rechnen jeweils rund 15% der Schiiler 6,31 +
7.802 = 13,833, 1.4 + 7,083 = 8,087 oder 3,7 + 3,01 = 6,08 {bzw. 6.8). Bei der Aufgabe 2,7 +
3,11 erhalt sogar fast jeder 3. Schiler (!) das Ergebnis 5,18, vermutlich gefdrdert durch weit
Uberwiegendes mindfiches Rechnen. DaB schnelles mindliches Rechnen KT-Fehler be-
gunstigt, zeigt auch ein Vergleich der KT-Fehieranteile bei den Aufgaben 0,7 + 0.4 + 0,2
und 0,28 + 0,43 + 0,95. Wahrend bei der ersten Aufgabe der KT-Fehier in der gewohnten
Hohe auftritt, ist er bei der zweiten Aufgabe minimal. Offensichtlich verhindert ihn hier der
schriftliche Kalkil. Der KT-Fehler kann allerdings nicht {iberwiegend als Fiiichtigkeitsfehler
eingestuft werden: Mehr als 10% der Schiiler machen ihn systematisch bei entsprechenden
Additionsaufgaben. Einige Schiilerfehler lassen sich dartber hinaus offensichtlich als Re-
chenfehler im Bereich der natirfichen Zahlen einstufen {VerstéBe gegen das Einsundeins,
insbesondere im Zusammenhang mit der 0 und 1).

Bei der Addition von natirlichen Zahlen und Dezimalbriichen dominiert ebenfails e/n
Fehlertyp. So rechnen die Schiler 0,25 + 7 = 0,32, zahien also von 0,25 ausgehend um 7
weiter,

Vergleicht man die Additionsfehler bei gemeinen Brichen {(vgl. Padberg [1989a]} und
Dezimalbrichen, so fallen weitestgehende Entsprechungen auf. £ + £ = #+2 und obiger KT-
Fehler, { + n = %" und obiges ,Weiterzahlen" sind offensichtlich von vergleichbarer
Struktur.

Der KT-Fehler wird bei der Addition von Dezimalbrichen - wie erwihnt — von mehr als 10%
der Schiler systematisch gemacht. Hierbei bezeichnen wir ~ in Cibereinstimmung mit
anderen Untersuchungen - einen Fehler bei einem Schiler als systematisch, wenn der
Schiiler diesen Fehler bei mindestens der Hélfte der entsprechenden Aufgaben begeht.
(Stehen bei spezielien Auswertungen nur zwei bzw. drei entsprechende Aufgaben zur
Vertigung, so muB der Fehler bei beiden bzw. bei mindestens zwei von den drei Aufgaben
vorkommen). Die -~ theoretisch naheliegende — Abgrenzung eines Fehlers nur dann als
systematisch, wenn er bei allen entsprechenden Aufgaben vorkommt, ist in der Praxis zu
eng. Die Kenntnis systematischer Fehler ist fir den Unterricht besonders hilfreich und
wichtig, da sie bei gleichartigen Aufgaben eine grofie Zahl von Fehlern bewirken und sich
auf der anderen Seite besonders gut erfolgreich bekdmpfen lassen.

5. Subtraktion

Eine vom Rechenaufwand her sehr leichte Aufgabe, die fir das Testen des Verstandnisses
der Subtraktion bei Dezima!brﬁghen (in Kombination mit natirlichen Zahlen) gut geeignet
ist, ist die Aufgabe 1 — 0,01. In Ubereinstimmung mit Befunden von Gunther (1987) lésen
auch in unserem Test viele Schiller diese Aufgabe falsch, ein — verglichen mit den dbrigen

Subtraktionsaufgaben — hoher Prozentsatz von Schiilern dokumentiert seine Unsicherheit
dar(iber hinaus durch Nichtbearbeitung,

0,99 59%
0,09 1%
0.00 6%
0,9 4%
1,01 3%
0 2%
nicht beantwortet 10%
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Prozentsatz der hdufigsten Lésungen bei der Aufgabe 1 — 0,01

Waéhrend 1,01 als Fluchtreaktion - statt der unbekannten Subtraktion wéhit man die vertrau-
te Addition ~ sowie 0 und 0,00 als Losungen im Sinne der KK-Strategie (mit formaler
Angieichung in der Schreibweise an den Subtrahend im Falle 0,00) gedeutet werden kon-
nen, failt eine Erkidrung von 0,09 und 0,9 schwerer. Durch ignorierung des Ubertrages
sowie durch die Vorsteliung, daB Nullen ,nichts” bedeuten und aiso auch weggelassen
werden konnen, kdnnten diese Ldsungen erklért werden.

Dagegen ist die Erkldrung von Fehlern wie 8,743 — 5,31 = 3,712 oder 20,4 — 3,03 = 171
{(17,01) oder 0,85 — 0,5 = 0,8 {0,80) wesentlich leichter. Ursache ist hier offenbar die KT-
Strategie, die bei der Subtraktion von Dezimalbriichen ebenso wie schon bei der Addition
die héufigste Fehlerstrategie ist (vgl. auch Padberg 1989b). Allerdings tritt die KT-Strategie
bei der Subtraktion deutlich seltener auf als bei der Addition, da sich langst nicht alle
Aufgaben fir diese Strategie ,eignen”, und die Schiler daher wesentlich weniger Verstér-
kung durch ,Erfoigserlebnisse” erfahren. Bei Aufgaben wie 0,85 — 0,5, die rasch fast
ausschiiefilich mindlich gerechnet werden, verfahren besonders viele Schiler (14%) nach
der KT-Strategie; im Mittel aller geeigneten Aufgaben sind es rund 10%. Wahrend 3% der
untersuchten Schiiler diesen Fehler systematisch machen, macht fast jeder zweite (i)
Schiiler ihn mindestens einmal bei einer gesigneten Aufgabe.

Aufgaben mit einer unterschiedlichen Anzahi von Dezimalen bereiten den Schillern we-
gen der fehlenden Rechtsbindigkeit besondere Schwierigkeiten. Zwei fehlerhafte
Strategien werden hier hdufiger benutzt. So rechnen 5% der Schiler 0,4 oder 7% der

-0,268
0,268
Schiler 204 | Gbernehmen also jeweils die ,(berstehenden” Ziffern im Subtrahend in
- 3,03
1743
das Ergebnis. Bei den Lésungen 0,85 und 8,743 werden dagegen die , Gberstehenden”
~0,5 -5,31
0.3 343

Ziffern im Minuend einfach ignoriert (vgl. auch Daubert [1984]). Beide Fehlertypen kdnnen
auch beschrieben werden als Fehler mit der Null, ein Fehlertyp, der schon bei der Subtrak-
tion in N eine bedeutende Rolle spielt (vgl. Padberg [1986]). Auch die schon in N beobachte-
te Fluchtreaktion, namlich eine — schwierigere — Subtraktionsaufgabe einfach als - leichte-
re — Additionsaufgabe zu I8sen, finden wir bei vielen Dezimaibruchaufgaben ebenfalis
wieder, genauso wie Rechenrichtungsfehler, ndmlich die Subtraktion durch spaitenweise
Unterschiedsbildung, wie die Rechnung 28,2 — 1,36 = 2716 belegt. Daneben spielen auch
Ubertragsfehler — wie schon in N — eine Rolle, wobei der Ubertrag iber das Komma
manchen Schiilern besondere Schwierigkeiten bereitet, wie das foigende Beispiel zeigt:
28,2 — 1,36 = 27.84. Fehler wie 8,743 — 5,31 = 8,212, die immerhin 3% der Schiler begehen,
beruhen offensichtlich auf einer Ubergeneralisierung der Subtraktion in N: Beide Zahlen
werden rechisbiindig untereinander angeordnet und dann voneinander subtrahiert.

Bei der Subtraktion von natlriichen Zahlen von Dezimalbriichen dominiert ein Fehlertyp.
So rechnet jeder zehnte Schiller analog wie schon bei der Addition 7,20 — 4 = 718.

6. Multipiikation

Die Behandlung der Multiplikation von Dezimalbrichen wird i.a. eingeleitet durch die
Muitiplikation von Dezimalbriichen mit natirlichen Zahlen. Der Sonderfall der Multiplika-
tion mit 10 bzw. 100 ist fir ein Abtesten des Versténdnisses besonders gut geeignet, da
Rechenfehler im Bereich der natirlichen Zahien nicht auftreten kénnen. Nur gut die Hélfte
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der Schiller idsen allerdings diese beiden Aufgaben richtig, die ungewohnt groBe Zahl von
Auslassungen - sehr viel héher als bei der Multiplikation mit anderen natirlichen Zahlen ~
ist ein kiarer indikator fiir die Unsicherheit der Schiler. Wichtigster Fehlertyp ist ein
fehierhafter Transfer von der Multiplikation in N, némlich das Anhéngen von Endnulien. So
rechnen jeweils 6% der Schiler 10 - 2,3 = 2,30 bzw. 100 - 127,305 = 127.30500. Die -~
vergleichbar haufige — Fehlidsung 100 - 127,305 = 127305 kann ebenfalls durch einen
falschen Transfer von den natdrlichen Zahlen erkidrt werden (vgl. auch 3.): Hunderter
stehen in N an 3. Stelle, also mufl bei der Multiplikation mit 100 das Komma um drei Stellen
verschoben werden, Fehilésungen wie 100 - 127,305 = 12700,30500 sind als KT-Fehler zu
deuten (4% der Schiiler).

Die Mutltiplikation mit beliebigen natirlichen Zahlen failt den Schiilern leichter als speziell
die Multiplikation mit Zehnerpotenzen, die Losungsquoten sind wesentlich héher, die
Ausiassungen minimal. KT-Fehler bilden hier die Hauptfehlergruppe. So rechnet fast jeder
10. Schiiler: 8 - 2,3 = 16,24, Hierbei entspricht dieser Fehler weitgehendst dem entsprechen-
den Fehler bei den gemeinen Briichen (n - § = 2. vgl. Padberg 1989a). Besitzt der
Dezimalbruch eine Null vor dem Komma, so 148t sich auch hiufiger eine Fluchtreaktion zur
Addition konstatieren (Beispiel: 6 - 0,45 = 6,45; 4% der Schiiler).

Bei der Multiplikation von Dezimalbriichen mit Dezimalbrichen bietet sich ebenfalls sine
gesonderte Untersuchung der Multiplikation mit 0,7 und 0,07 an. Beide Aufgaben lésen
viele Schiiler &uBerst formal, ndmiich schriftlich, statt aufgrund inhaltlicher Uberlegungen.
Bei der Aufgabe 5,6 - 0,1 massieren sich die Fehler auf die Fehlldsungen 5,6 - dies Ergebnis
erhélt fast jeder 4. Schiiler — und 5,7 (4% der Schiller). Wahrend 5,7 als Fluchtreaktion zur
Addition zu erkidren ist, kann das Ergebnis 5,6 durch einen falschen Transfer von der
Addition/Subtraktion von Dezimalbriichen erkldrt werden: Beide Faktoren haben jeweils
eine Dezimale, also auch das Ergebnis. Reine KT-Fehler spielen bei dieser Aufgabe keine
Rolle. Allerdings kann man das Ergebnis 5,6 auch als KT-Fehler mit zusatzlichem Nulifehler
deuten, namlich durch die Rechnung5-0=5und6-1 =6, also 56 - 0.1 = 5,6, erklaren.
Diese Deutung ist keineswegs viilig abwegig; denn immerhin jeder 6. Schiler (1) erhait bei
der Aufgabe 12 - 0 als Ergebnis 121 Vergleicht man bei der Multiptikation von Dezimalbri-
chen die Losungsquoten von 3,2 - 2,1 und z.B. 0,8 - 0,11 oder 0,4 - 0,2, s0 ist man auf den
ersten Blick Uberrascht. Obwoh! die beiden letzten Aufgaben rechentechnisch wesentlich
leichter sind, machen die Schiler hier deutlich mehr Fehler als bei der ersten Aufgabe. Dies
liegt an der extrem hohen Quote von KT-Fehlern bei der Multiplikation von Dezimalbriichen,
wenn vor dem Komma Nullen stehen. So rechnen 55% der Schiler 0,4 - 0,2 = 0.8 und jeweils
knapp die Halfte der Schiiler 0,08 - 0,02 = 0,06 und 0,8 - 0,11 = 0,88. Bei Aufgaben ohne
Nulten vor dem Komma wie bei 3,2 - 2,1 fallen die KT-Quoten deutlich ab: Jeder zehnte
Schiler rechnet hier 3,2 - 21 = 6,2 bzw. 15,2 - 3,24 = 45 48. Die Multiplikationsregel fir
gemeine Briiche, bei der Z&hler mit Zahler und Nenner mit Nenner multipliziert wird, knnte
die Tendenz von Schilern zur getrennten Multiplikation der Zahlen vor dem Komma und
der Zahlen nach dem Komma — und damit zum KT-Fehler — verstirken, Der KT-Fehler wird
zum Teil sicher durch schnelies Rechnen im Kopf bei Aufgaben wie 0.8 - 0,11 = 0,88
beglnstigt, er wird jedoch auch von 7% der Schiler in diesem Bereich systematisch
gemacht. Die Fluchtreaktion zur Addition 188t sich auch hier insbesondere bei schwereren
Aufgaben deutlich beobachten: So rechnen zwar nur 1% der Schiiler 08 - 011 = 0,19,
immerhin jedoch schon jeweils 4% 22,3 - 0,02 = 22,32 und 0,4 - 0,08 = 0,46. Bei einigen
Schilern kann man sogar direkt becbachten, wie sie von einem gewissen Schwierigkeits-
grad an Multipiikationsaufgaben als Additionsaufgaben i8sen. Viele als KT-Fehler einge-
stufte Fehilésungen kann man allerdings auch deuten als Ergebnis der Strategie: Einer der
Faktoren gibt die Anzahl der Dezimalen des Produktes an. Eine genauere Anaiyse, ob der
erste oder zweite, der kieinere oder der groBere bzw. der Faktor mit den meisten oder
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wenigsten Dezimalen ausschlaggebend ist, ergibt jedoch folgende Ergebnisse: Bei der
Frage, ob der erste oder zweite Faktor entscheidend ist, ist bei den schriftlich gelGsten
Aufgaben kein klares, systematisches Vorgehen erkennbar. 3% der Schiler richten sich
systematisch nach der Anzah! der Dezimalen des gréBeren Faktors, 1% nach dem Faktor mit
den meisten Dezimalen, Bei den weitaus meisten Fehlern dieses Typs ist also keine in sich
stimmige, einhsitliche Vorgehensweise erkennbar, daher ist nach unserer Einschatzung
gine Einordnung als KT-Fehler naheliegender,

KT-Fehler spielen in verschiedenen Bereichen unseres Tests eine wichtige Rolle, z. B. bei
dem Dezimalbruchbegriff, bei der Addition und bei der Multiplikation. Wir haben daher bei
der Testauswertung auch untersucht, wie weit Schiiler bei Benutzung der KT-Vorstellung
beim Dezimalbruchbegriff diese auch bei der Addition und Multiplikation fehlerhaft einset-
zen. Dabei zeigt sich, daB die weitaus groBte Zahl von Schalern die KT-Vorsteliung keines-
wegs durchgéngig in allen drei Teilbereichen einsetzt, sondern haufiger nur in einem oder
evil. zweien dieser drei Bereiche.

Vergleicht man die von Vance (1984} in Kanada gefundenen tehierhaften Kommasetzungs-
strategien bei der Multiplikation mit unseren Ergebnissen, o kommen bei uns — neben der
Nullanh#éingungsregel bei der Muitiplikation mit 10 - nur die folgenden beiden Strategien
theoretisch vor:

- Bei den Faktoren werden nur die Nachkommastelien gezéhit, die ungleich Null sind
{Beispiel: 2,03 - 2,205 = 447,615).

- Die Anzaht der Nachkommastellen bei den Faktoren wird im Ergebnis links vom Komma
gezahit (Beispiel: 9,2 - 3,34 = 307,28).

Beide Fehler kdnnen jedoch naheliegender als Ergebnis der Strategie gedeutet werden, daB
sich die Anzah! der Dezimalen nach dem Faktor mit den meisten Dezimalen richtet, also als
fehlerhafter Transfer von der Addition.

Muttiplizieren (mit Faktoren ungleich 1) bewirkt bei den natiirlichen Zahlen eine Vergrife-
rung. Diese Vorstellung wird von 40% der untersuchten Schiler fehlerhaft auf den Bereich
der Dezimalbriiche Ubertragen.

Die Formulierung der Multiplikationsregel bereitet den untersuchten Schillern sehr groBe
Schwierigkeiten. Gut die Hélfte der Schiiler beantwortet diese Frage gar nicht, jeder dritte
beantwortet sie voilig faisch, wobei sehr hiufig die Multiplikationsregei fir gemeine Briiche
genannt wird, nur jeder zehnte Schiller beantwortet sie vollig richtig. Vereinzelt wird sogar
die KT-Vorstellung als Multiplikationsregel genannt, etwa in der Form ,Erst die Aufgabe vor
dem Komma rechnen, und dann nach dem Komma*. Die Ergebnisse belegen eindeutig, daf
das explizite Formulieren einer Regel fir die untersuchten Schiller wesentlich schwerer ist
als ihre richtige Anwendung.

7. Division

Die Division gilt schon im Bereich der natirtichen Zahlen wegen der vielen zu beherrschen-
den Subtechniken als schwierigste Rechenoperation, entsprechendes giit erst recht flir den
Bereich der Dezimalbriiche. Am leichtesten falit hierbei den Schilern noch die Division von
Dezimalbrichen durch natirliche Zahien. Der Sonderfall der Divisiorv durch Zehnerpoten-
zen ist rechentechnisch besonders leicht. Der haufigste Fehler bei ‘diesem Aufgabentyp
kann theoretisch durch eine Fluchtreaktion zur — leichteren — Multiplikation erklart werden
oder aber auch — rein auf der syntaktischen Ebene — durch ein Verwechseln der Richtung
bei der Kommaverschiebung (Beispiel: 0,65 : 10 = 6.5). Letzteres ist hier vermutlich die
Ursache: denn bei der Division durch natirliche Zahlen, die keine Zehnerpotenzen sind,
wird von den Schilern nicht multipliziert. Haufigster Fehler ist hier bei den meisten Aufga-
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ben die KK-Strategie (Beispiei: 8,4 : 4 = 21). Bei Aufgaben, bei denen allerdings die KT
Strategie angewendet werden kann, dominiert diese eindeutig. So rechnen bei der einzigen
derartigen Aufgabe dieses Testabschnitts Uber 40%({!) der Schiler im Sinne dieser Strategie
0,56 : 7 = 0,8. Zum Vergleich: Bei einer Untersuchung von uns an Gymnasialschilern
rechnet fast jeder vierte Schiller 8,24 : 4 = 2,6 oder 18,27 : 8 = 2,3 (Padberg 1989b}. Neben
der KT-Strategie kann das Ergebnis ,8 in 0,56 : 7 auch durch die Schillerstrategie: , Dividie-
re die beiden Zahlen — aufgefaBt als natarliche Zahlen — im Kopf und schreibe dann vor
dieses Ergebnis ,0,.. " {im folgenden Null-Komma- bzw. kurz NK-Strategie genannt) erklart
werden. Bei unserer Regelabfrage formulieren dies sogar einige Schiler explizit ais Divi-
sionsregel.

Die Division von natirlichen Zahlen durch Dezimalbriche (Beispiel: 42 : 0,8) &t den
Schilern erwartungsgemaB schwerer. Zwei Hauptfehlerstrategien sind bei der Beispielauf-
gabe zu erkennen: Mehr als jeder 5. Schiiler 16st die Aufgabe im Sinne der NK-Strategie (42 :
0.6 = 0,7), knapp jeder 5. Schiler im Sinne der KK-Strategie (42 : 0,6 = 7). ist eine Division in
N direkt nicht moglich, wird beim mindlichen Rechnen Dividend und Divisor zunéchst
vertauscht und dann die NK-Strategie angewandt (Beispiel: 3 : 0,6 = 0,2; 10% der Schiller).
Die Division von Dezimalbrichen durch Dezimalbriche ist {ir die Schiler im Durchschnitt
nur geringflgig schwerer ais der gerade behandeite Fall. Besonders gut zum Abtesten des
Verstindnisses eignen sich Aufgaben mit Divisionen durch 0,1 bzw. 0.01. Nur jeder dritte
Schiler 16st diese Aufgaben richtig. Drei Hauptfehler lassen sich am Beispiel der Aufgabe
5,6 : 0,1 aufzeigen: (1) Ein falscher Transfer von der Addition/Subtraktion: 5.6 und 0,1 haben
jeweils eine Dezimale, also gilt dies auch fir das Ergebnis, daher 56 : 1 = 56, folglich 5,6 :
0.1 = 5,6 (21% der Schiilerl), (2) Fluchtreaktion Subtraktion 5,6 : 0,1 = 55 {12%), (3) NK-
Strategie: 5,6 : 0,1 = 0,56 (11%). Eine — ebenfalis mégliche - Deutung als Multiplikation istin
Anbetracht der Fehler bei den weiteren Aufgaben dieses Typs nicht naheliegend, Haben
beide Dezimalbriiche zwei Dezimalen (Beispiel: 0,21 : 0,03), so dndert sich an den Hau;xtféh~
lertypen nichts: Im Sinne des falschen Transfers von der Addition/Subtraktion I6sen 30%
der Schiler die Aufgabe 0,21 : 0,03 = 0,07, 15% benutzen die NK-Strategie (0,21 : 0,03 =
0.7), wéhrend die Fluchtreaktion zur Subtraktion wegen des komplizierten Subtrahenden
nur seltener (2%) benutzt wird. Bei Aufgaben, bei denen die KK-Strategie zu Fehlern fuhrt,
wird daneben auch diese noch héufiger eingesetzt (Beispiel: 0,024 : 0.4 = 6; 6% der
Schiler). Weisen Dividend und Divisor verschieden viele Dezimalen auf, so richten sich
Schiler im Sinne eines Transfers von der Addition/Subtraktion hier haufiger auch nach der
Anzaht der Dezimalen der dezimalenreicheren Zahi {Beispiel: 0,024 : 0.4 = 0,006).

Viele Fehlidsungen kodnnten durch eine ﬂberscmagsrechnuﬂg leicht aufgedeckt werden.
235 hier jedoch noch sehr groBe Defizite bestehen, belegen die Ergebnisse folgender

ufgabe:

Uberschlage das Ergebnis. Kreuze die richtige GroBenordnung an!

a) 0,248 : 0,0025 ist ungefahr b) 29 : 0,003 ist ungefihr
10 19% 1000 30%
100 36% 10 49%
01 34% 01 9%
nicht angekreuzt 12% nicht angekreuzt 13%

Héufigkeitsverteilung der Lésungen

Die richtigen Losungen liegen hier auf einer Héhe, die in Anbetracht von nur 3 {)istraktomﬁ
auch schon durch ,blindes Raten* erreicht werden kann.

Die Formulierung der Divisionsregel bereitet den Schilern wesentlich mehr Schwierigkei-
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ten als ihre richtige Anwendung. Uber die Hiifte der Schiiler lassen diese Aufgabe aus, nur
jeder 5. Schiller beantwortet sie richtig.

8. AbschiieBende Bemerkungen

Die Untersuchung belegt eindeutig, daB das Rechnen mit Dezimalbrichen fir Schiler
keineswegs problemios ist. Wegen der engen Néhe des Kalkils zum Bereich der natlrli-
chen Zahien werden die Schwierigkeiten der Schiifer jedoch offenkundig weithin massiv
unterschitzt. Vergleicht man namlich die Lsungsquoten zwischen den gemeinen Brichen
{vgl. Padberg 1986d) und den Dezimaibriichen, so liegen sie nur im Bereich der Addition
und Subtraktion von Dezimalbriichen héher, und zwar auf der Hihe der Addition und
Subtraktion gleichnamiger Briche, wihrend sie bei der Multiplikation und Division deutlich
unter den entsprechenden Werten fir die gemeinen Briiche liegen.

Die Nahe der Dezimalbriche zu den natirlichen Zahlen sowie die Uberbetonung der
Analogien bewirkt Fehler in den verschiedensten Bereichen: Da Zehner an zweiter, Hunder-
ter an dritter Stelle vor dem Komma stehen, halten Schiiler hadufiger auch die zweite Stelle
nach dem Komma fir Zehntel, die dritte Stelle fir Hundertstel. Anhéngen von Endnuilen
bedeutet in N ein Multiplizieren mit Zehnerpotenzen, dagegen &ndern Dezimalbriche durch
das Anhéngen von Endnulien nach dem Komma ihren Wert nicht. Beim schriftlichen
Addieren und Subtrahieren in N muB man die Zahien rechtsbindig untereinander anord-
nen, dagegen darf man dies bei Dezimalbriichen nur, wenn sie die gleiche Anzah! von
Dezimalen haben; denn hier ist nicht mehr die letzte Stelle, sondern das Komma der
entscheidende Bezugspunkt. Auch beim Umbulndeln, insbesondere wenn hierbei das Kom-
ma Gberschritten wird, missen Unterschiede zu den natirlichen Zahlen beachtet werden.
Daher miissen im Unterricht nicht nur die Gemeinsamkeiten zwischen den natiirlichen
Zahien und Dezimalbriichen betont werden, sondern gerade auch die Unterschiede deut-
lich herausgestellt werden, um fehlerhafte Ubergeneralisierungen zu vermeiden. Ein wichti-
ges Hilfsmittel zur Verdeutlichung der gerade erwiihnten Unterschiede — und naturlich auch
der Gemeinsamkeiten — ist die Steflenwerttafel. Sie sollte verstarkt eingesetzt werden. Die
Stellenwerttafel kann auch heifen, beim GroBenvergleich zu besseren Ergebnissen zu
kommen: denn mit ihrer Hilfe lassen sich leicht die gangige KK- wie auch MK-Strategie als
fehlerhaft entlarven. Die Stellenwerttafel ist auch sehr hilfreich generell bei der Behandlung
der Addition und Subtraktion sowie speziell bei der Multiplikation mit und der Division
durch natiirliche Zahlen (und inbesondere auch Zehnerpotenzen) (vgl. Padberg 1989a). Die
Resistenz der Schiler gegen die bei diesen Rechenoperationen stark vorherrschende KT-
Strategie kann so sicher deutlich erhéht werden, zumal die Stellenwerttafel auch gut
verdeutlicht, daB3 Dezimalbriiche eine Zahl bilden und nicht 2wei durch ein Komma getrenn-
te Zahlen.

Der fehlerhafte Transfer insbesondere bei gleicher Anzahi von Dezimalen von der Addition
und Subtraktion von Dezimalbrichen auf die Multiplikation und Division solite durch Kon-
trastieren bewuBt gemacht werden. Die Losung von Multiplikations- bzw. Divisionsaufga-
ben als Additions- bzw. Subtraktionsaufgaben basiert offensichtlich ausschlieBlich auf
Unsicherhaiten vor den entsprechenden Aufgaben und einer Fluchtreaktion zu einer leich-
teren Rechenoperation. Die bei der Division verbreitete KK-Strategie beruht schiieBlich
darauf, daB sich Schiiler nur noch an den ersten Teil der Divisionsregel erinnern, die NK-
Strategie ist eher éhnlich wie die Fluchtreaktion zur Addition/Subtraktion einzuordnen
(formale Anpassung des Ergebnisses als Dezimalibruch).

Eine gute Kenntnis des Zusammanhanges zwischen gemeinen Briachen und Dezimalbri-
chen ist schlieBlich for ein verstandiges Umgehen mit Dezimalbrichen ebenfalls sehr
hilfreich. So weist unsere Untersuchung eine enge bis sehr enge Korrelation zwischen der
Fehleranzahl bei Umwandiungsaufgaben und der Fehleranzahi bei den Gbrigen Testaufga-
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ben auf. Man muB hierbei allerdings im Auge behalten, daB eine starke Entsprechung
besteht zwischen den Hauptfehlern bei der Addition, Subtraktion und Muitiplikation (nur in
Spezialfallen!) von gemeinen Brichen sowie den entsprechenden Fehlern bei Dezimalbri-
chen,
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