Einige Bemerkungen iiber ein Zwei-Sektoren-Wachs-
tumsmodell mit fixen Produktionskoeffizienten®)

Von Volker Bhm, Berlin

Gegenstand dieser Arbeit ist es, einige wesentliche Figenschaften eines
Zwei-Sektoren-Modells aufzuzeigen, das durch konstante Faktorkoeffizien-
ten im Produktionsbereich gekennzeichnet ist. Aus der linearen Struktur des
Modells ergeben sich wesentliche Beschrinkungen fiir die im System auftre-
tenden Variablen, wenn zu jeder Zeit ein Gleichgewicht gewihrleistet sein
soll. Auf die explizite Beschreibung der Eigenschaften der Gleichgewichts-
16sungen derartiger Wachstumsmodelle soll in dieser Darstellung weitgehend
verzichtet werden. Der Autor hat es sich vielmehr zur Aufgabe gemadcht, die
Bereiche abzugrenzen, in denen Gleichgewichte iiberhaupt méglich sind und
wie sich diese Bereiche bei Variation einiger Parameter verindern. Gesucht
sind also die Bedingungen, unter denen kurz- und langfristiges Gleichgewicht
existieren kann; der gleichgewichtige Wachstumspfad wird weder beschrieben
noch wird gepriift, ob und wie er aus Ungleichgewichtssituationen heraus, die
in diesem Modell durchaus darstellbar sind, erreicht wird.

Im ersten Teil werden die Bedingungen ermittelt, unter denen zu jedem
méglichen Zeitpunkt ein statisches Gleichgewicht bei Vollbeschiftigung exi-
stiert. Insbesondere wird zu zeigen sein, dafl ein Gleichgewicht bei Voll-
beschiftigung in einem derartigen System allein durch die technische Struktur
bestimmt ist. Im zweiten Teil werden die Bedingungen fiir die Stabilitit des
Systems und fiir die Existenz einer langfristig gleichgewichtigen Kapitalinten-
sitdt abgeleitet. Es Liflt sich dabei zeigen, daf die Stabilitit allein die Existenz
einer langfristig konstanten gesamtwirtschaftlichen Kapitalintensitit bei Voll-
beschiftigung nicht sichert.

Im dritten und vierten Teil wird dem Produktionstei] eine Nachfrage-
seite angefiigt, und es werden die zusitzlichen Bedingungen aufgezeigt, die
erfiillt sein miissen, um ein Gleichgewicht auf der Nachfrageseite zu sichern.

L. In der betrachteten Wirtschaft werden ein Kapitalgut X, und ein Kon-
sumgut X, mit Hilfe der beiden Faktoren Kapital S, und Arbeit S, getrennt
in zwei Sektoren hergestellt. Die Produktion weist in beiden Sektoren kon-
stante Input-Koeffizienten auf. Die beiden Produktionsfunktionen lauten

") Zu der vorliegenden Arbeit wurde der Verfasser durch einen Vortrag von
Herrn Professor H.-J. Vosgerau, Tiibingen, anlifilich eines wachstumstheoretischen
Seminars von Herrn Prof. Fohl, Berlin, im Sommer 1967 angeregt.
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mit a; > 0 und konstane (i, | = 1,2).
Bei Vollbeschiftigung beider Faktoren gilt
(1.3) St 80 =§,
(1.4) S+ S5 =35,
Nimmt man fiir einen beliebigen Zeitpunkt t die beiden Faktormengen
Si(t) und Sy(x) als gegeben an, so erhilt man als Losung fiir die beiden Gijter-

mengen X,(t) und Xy(t) aus (1.1)—(1.4)
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Simtliche Variablen des Systems werden als nichtnegativ vorausgesetzt.

Die beiden Faktormengen S, und S, miissen sogar positiv sein, um nicht die
triviale Losung X, = 0 und X; = 0 zu erhalten. Aus (1.5) und (1.6) lassen

sich damit folgende Beschrinkungen fiir positive Giitermengen einfiihren:

Definiert man als gesamtwirtschaftliche Kapitalintensitit
5
(1.8) S,
so erhilt man als Grenzen fiir die im Produktionsprozefl eingesetzte Kapital-

intensitit

k =
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i 1 ititen darstellen, wird

Da a,s/ass und a/as die sektoralen Fakto‘nn_tensm‘at.e.:n ] ird
ersichtlid;: d’;B die éesamtwirtsdlaftlid-xe Kapitalintensitit bei Vollbesv?af
tigung nur zwischen den sektoralen liegen kann. Ist dx‘e Aus§t_a_lttun'g der :irt-
schaft derart, dafl die gesamtwirtschaftliche Kapitalintensitdt mit einer der



544 VOLKER BOHM

sektoralen Kapitalintensititen iibereinstimmt, so wird lediglich das Gut des
entsprechenden Sektors produziert. Die Produktion des anderen Gutes ist
Null. Uber- oder unterschreitet die gesamtwirtschaftliche Fakrorausstattung
die durch (1.9) oder (1.10) gegebenen Grenzen, so ist einec Beschiftigung der
Faktoren nur an den sektoralen Grenzen méglich. Der jeweilige Uberschufi-
faktor bleibt ungenutzt!). Bezeichnet man die sektoralen Kapitalintensititen
mit

= ,a_l_J_ ] =
(1.11) k; ) (0=12),
so existiert genau eine Gleichgewichtslosung des Systems bei Vollbeschifti-
gung, wenn, wie aus (1.7) leicht ersichtlich wird, k, % k, ist und wenn die
gesamtwirtschaftliche Kapitalintensitiit zwischen den sektoralen Kapital-
intensititen liegt oder einer gleich ist.

Sei
1 X =
(1.12) =%
dann folgt aus (1.5)—(1.7)
(1.13) X =tk —an
. g — agk
Weiter ergibt sich
dX
(1.14) i =0 fir]A[=0
und
X

fir alle k aus dem offenen Intervall I, = Jki, ke[ oder I, = ]k, ky[. Mit-
hin existiert zu jeder gesamtwirtschaftlichen Kapitalintensitit des Vollbe-
schiftigungsbereiches eine Giiterintensitit X. Die Produktion ist fiir jede bei
Vollbeschiftigung zulissige Kapitalintensitit eindeutig bestimmt.

II. Das Wachstum der Produktion wird durch Investition des produzierten
Kapitalgutes und durch ein exogen vorgegebenes Wachstum des Faktors
Arbeit erméglicht.

Es gilt
dSl bl
(2.1) ~dr =5, =X,
ds, 1
(2.2) di g = = const.

2

Damit lafit sich die Wachstumsrate der gesamtwirtschaftlichen Kapital-
intensitdt darstellen als
k 299 a, 1

(2.3) AT A

") Diese Fille werden im weiteren Verlauf nicht betrachtet. Sie sind durch die
Annahme positiver Losungen fiir beide Giitermengen bei Vollbeschiftigung aus-
geschlossen.
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Schreibt man

2.4 Y

so kann gezeigt werden, dafl

(2.5) vK)Z0 fir |[A]=0

I?a | A | = const, ist p(k) monoton. Aus (2.3) ergibt sich damit die Existenz
einer gleichgewichtigen Kapitalintensitit k*

(26) k¥ = M .

vorausgesetzt, dafl
2.7) k*slk,, ky[

Aus (2.5) folgt weiter, daB diese gleichgewichtige Kapitalintensitit k*
global und in jedem Punke des Intervalls stabil ist fiir

(2.8) |A| <0,

d. h. wenn k, > k; ist. Dies ist die bekannte Intensititsbedingung, die fiir die
Stabilitit des Systems erforderlich ist. Es l4fit sich zeigen, dafl im Falle der
Stabilitit eine gleichgewichtige Kapitalintensitit k* dann existiert, d. h. (2.7)
erfiillc ist, wenn

(2.9) n< 1

ayq

Damit ist das folgende Stabilititstheorem bewiesen: Unter der Annahme
der Intensititsbedingung strebt entlang jedes beliebigen Zeitpfades inter-
temporirer Gleichgewidhte, d. h. fiir alle k eI, die gesamtwirtschaftliche Ka-
pitalintensitit k asymptotisch gegen die gleichgewichtige Kapitalintensitit k¥,
solange die Wachstumsrate der Arbeit kleiner ist als die Kapitalproduktivitit

des Kapitalgutsektors.

III. Im folgenden und im IV. Abschnitt sollen die zusitzlichen Bedin-
gungen ermittelt werden, die bei Einfiihrung einer gesamtwirtschaftlichen
Sparfunktion und bei Beriicksichtigung zweier unterschiedlicher Sparfunk-
tionen fiir ein Gleichgewicht auf dem Giitermarke erfiillt sein miissen. Diese
Bedingungen beeinflussen die Stabilitit des Systems in keiner Weise. Es han-
delt sich vielmehr um die Frage, ob es fiir alle k &I, jeweils ein zulissiges
Giiterpreisverhiltnis gibt, das Gleichheit von Angebot und Nachfrage ermdg-
liche.
Die Bewertung der Giiter mit deren Preisen p; und p; erfolgt zu Durch-
schnittskosten. Im Gleichgewicht erhilc man dann fiir den Lohnsatz w und

den Zinssatz r
_ APy APy

(3.1) w = M——rA[

APy — Az1Pe
3.2 r=
(3.2) ’ |A]

Jahrb. £. Nationalok. u. Stat. Bd. 182 35
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Da r = 0 und w = O sein miissen, ergeben sich auf Grund der Technologie
als Ober- und Untergrenze fiir das Giiterpreisverhiltnis p = ps/ps bei
lA| <0

293 A2 -

33 = < p< =

3-3) P a P= an P
Das monetire Volkseinkommen Y ist gegeben durch

(34) Y = X;p, + XiP:

Die Nachfrageseite ist durch eine gesamtwirtschaftliche, proportionale
Sparfunktion gekennzeichnet:

(3.5) piX, =sY
Die Giiterintensitit der Nachfrage ergibt sich dann aus (3.4) und (3.5) zu

S
(3.6) X=73,°p
Gleichgewicht herrscht, wenn auf allen Mirkten Angebot und Nachfrage
einander gleich sind; das bedeutet hier, dafl nicht nur der Konsummarkt
geriumt wird, sondern auch die Gesamtersparnis gleich dem Wert der In-
vestitionsgiiterproduktion ist:
5 _ gk — 2y

(3.7) T3P T T ank

Da p selbst in den Grenzen von (3.3) liegen muf, wird durch (3.7) ein
neues Intervall Is = [k, k] fiir die Kapitalintensitit festgelegt. Bei Variation
der Sparquote verindern sich die Ober- und Untergrenze der zuléssigen
Kapitalintensitit gleichsinnig. Es gilt jedoch stets

k> k; .
38 - ir 0 <1
(3.8) E<k, iir0 <s

In den beiden moglichen Extremfillen fiir s reduziert sich das Intervall

I auf einen Punkt:

k=k=k  firs=1
1_'::]{=k, firs=0

Damit 138t sich das Stabilititstheorem neu formulieren: Ist die Inten-
sititsbedingung erfiillt, so strebt entlang jedes beliebigen Zeitpfades inter-
temporirer Gleichgewichte auf dem Giiter- und auf dem Faktormarkt, d. h.
fiir alle k ¢y, die gesamtwirtschaftliche Kapitalintensitit k asymptotisch ge-
gen die gleichgewichtige Kapitalintensitit k¥, solange k* els gilt. Eine gra-
fische Darstellung des Problems ist in Figur 1 gegeben.

(3-9)

IV. Im Gegensatz zum vorangegangenen Abschnitt wird jerzt angenom-
men, daf die Sparquote der Arbeiter sy eine andere ist als die der Kapita-
listen s,. Dabei gilt

085,51

4.1
¢ 0S8s, &1
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Die Nadhfrage betrigt bei der Beriidksichtigung unterschiedlicher Spar-
funktionen beider Klassen:
(4.2) piX; = 5,18 + s, wS,

e e e ———— e

-
[
i

Fig. 1

Unter Verwendung von (3.1) und (3.2) erhilt man fiir die Giiterinten-
sitit der Nachfrage
$p(3zs — agP)k + sp(aup — 1)

4. X = |
(*+3) P (1 — s )(aee — agplk -+ (1 —sy)(ayp — 212)
Es kann gezeigt werden, daf fiir (4.3) folgende Beziehungen gelten:
>
(dX) >0 far ] <™
— iir
(4.4) dk [p=const. < p<p<p
dx S
(4.5) (?;)k = const, >0 fir p<pP< P

Totale Differentiation von (4.3) und (1.13) und Losung fiir dp/dk ergibt
unter Verwendung von (4.4) und (4.5) die Abhingigkeit des Giiterpreisver-
hilenisses p von der gesamtwirtschaftlichen Kapitalintensitit k fiir den Fall

des Gesamtgleichgewichts.

dp kl < kz '
(4.6) g <0 fiir {5 > Sw
p<p<P

\‘



548 VOLKER BUHM

Der gesamtwirtschaftliche p-k-locus ist monoton fallend, wenn die ange-
gebenen Bedingungen erfiillt sind, und es lassen sich daraus die Ober- und
die Untergrenze fiir die gesamtwirtschaftliche Kapitalintensitit bestimmen,
die einen Ausgleich auf dem Giitermarkt erméglicht. Es 1ift sich zeigen, dafl

k, <k ky <k
(4.7) = fiir
k5> k, S > Sy
Damit wird wieder ein Intervall I, = [kg,k,] fiir die Kapitalintensitit

festgelegt, das echt in I; enthalten ist. Bezeichnend ist, dafl die Grenzen von
I, jeweils nur von einer Sparquote abhingen. D.h. kj ist unabhingig von
sw und es gilt

kp=k, firs, =1

(4.8)

ky=k, firs, =0
Entsprechend

k, =k, firs, =1
49) p_ W

K, =k, fiirs,=0

Das Stabilitdtstheorem gilt nun entsprechend fiir alle k £I; und solange
k* ¢1, ist, Figur 2 gibt eine grafische Darstellung des Problems,

. 73
Y Sveae— | S
BT ek

(4.3), {1.13)

{23}

K* —
\ Fig_ )
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~ Ein Vergleich der beiden Intervalle I und I, ergibe die folgenden Ergeb-
nisse: Im Stabiliciesfall, d. h. fiir ke > ki, gilt

(4.10) ks fir | < °
Sy = Sy

> - . S > S

S > Sy

Daraus folgt
(4.12) I, <1, fiir s, < s <s,

Das fiir die gesamtwirtschaftliche Kapitalintensitit zulissige Intervall
bei Vollbeschiftigung und Gleichgewicht auf dem Giitermarkt im Falle zweier
getrennter Sparquoten Uberdeckt dann das zuldssige Intervall im Fall der
gesamtwirtschaftlichen Sparfunktion, wenn sy < s < s, ist.

Der Spielraum fiir ein Gesamtgleichgewicht ist somit vergrofert. Aus
(4.10) und (4.11) lassen sich nun die moglichen Fille der Uberdeckungen der
Intervalle Is und I, ablesen. Interessant erscheint noch der Spezialfall der
extrem klassischen Sparannahme, d.h. s; =1 und s, = 0. (4.8) und (4.9)

zeigen, dafl dann

(4.13) I, =1,

gilt. Das heifit aber, dafl zu jedem Gleichgewicht bei Vollbeschiftigung auch
ein Gleichgewicht auf dem Giitermarkt existiert und beides gleichzeitig

realisiert wird.

Zusammenfassung

In einem Zwei-Sektoren-Wachstumsmodell mit linearer Technologie werden
die Bedingungen untersucht, bei denen ein Wachstum bei stindigem Gleichgewicht auf
dem Giiter- und Faktormarkt moglich ist. Das fiir momentanes Gleichgewicht bei
Volibeschiftigung zuldssige Gesamtverhiltnis der Faktoren Arbeit und Kapital wird
durch die fixen sektoralen Faktorintensititen nach oben und nach unten beschrinkt,
Hinzufiigen einer gesamtwirtschaftlichen Sparfunktion S = sY und Forderung nach
Gleichgewicht auf dem Giitermarkt ergibt fiir 0 <'s <C 1 eine Verkleinerung des fiir
Vollbeschiftigung zulissigen Intervalls der gesamtwirtschaftlichen Kapitalintensitit.
Im Fall einer disaggregierten Sparfunktion vom Kaldor-Typ erfolgt ebenfalls eine
Einschrinkung des zulissigen Intervalls, Nur im Fall der extrem klassischen Spar-
annahme, d. h. wenn die Sparneigung der Lohnbezicher Null und die der Kapital-
einkommensbezicher Eins ist, ist Gleichgewicht auf Giiter- und Faktormarke fiir
dasselbe Intervall der gesamtwirtschaftlichen Kapitalintensitit méglih. — Die
Stabilitit des Systems ist allein durch die Technologie bestimmt und wird durch die

Intensititsannahme gewihrleistet.

Summary

The purpose of this paper is to examine some of the properties of a two-sector
mode] with fixed production coefficients in both sectors. Emphasis is put on
elaborating the rectrictions which have to be imposed on the overall capital labor
ratio to secure equilibrium at any point of time along the growth path..For
momentary full employment equilibrium the overall capital labor ratio is restricted
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to the interval set by the two sectoral capital labor ratios. Introducing a general
savings function S =5Y (0 < s < 1) the interval for the overall capital intensity
has to be smaller for solutions at full employment and equilibrium on the commodity
market. In the case of a disaggregated Kaldor type savings function the interval for
the overall capital labor ratio to secure a general equilibrium is reduced also, Only
if the extreme classical savings assumption prevails, 1. e. if all wages are consumed
and if all profits are invested, the entire interval which secures full employment
secures equilibrium on the commodity market also. — Necessary and sufficient
conditions are derived for the existence and the asymptotic stability of the balanced
capital labor ratio, and it is shown that the stability depends on the technical
structure alone.
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