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THEORIE DES GRAPHES. — Représentations des graphes valués.

Note (*) de MM, Vlastimil Dlab et Claus Michael Ringel, présentée par M. René Garnier. '

Dans un article récent, I. N. Bernstein, I. M. Gelfand et V. A, Ponomarev (*) ont montré que la
bijection entre les représentations indécomposables des graphes ayant une forme quadratique
positive non dégénérée et les racines positives correspondantes [cf. () et (%)] peut se prouver direc-
tement, Ils y ont introduit la notion de foncteur de Coxeter et s’en sont servis pour construire toutes
les représentations indécomposables de tels graphes 2 partir de représentations simples. Dans cette
Note, nous utilisons cette méthode pour décrire les représentations de graphes ayant une forme
quadratique positive dégénérée, et nous étendons la méthode aux graphes valués et aux espéces,
correspondantes [cf. (3), (%), (), (®) et (") pour des résultats partiels].

Soit " = (I, d) un graphe fini (sans boucles) muni de paires de nombres naturels (d;, d;)
pour chaque aréte . ; [les paires (1,1) seront omises]. Soit I'; I'ensemble des

sommets de T. Nous supposerons qu’il existe des nombres naturels f;, i€ Lo, tels que
dy f; = d;if, pour tout i, jeTo. Soit Qr I’espace vectoriel de tous les x = (X));cry OU
les x, sont des nombres rationnels, et soit i le vecteur dont la i-iéme coordonnée est 1 et
dont toutes les autres coordonnées- sont 0. Pour chaque ieI'y, I'on définit une
transformation lindaire s, : Qp — Qp par (s;x); = X; pourj # iet

(5,%) = =%+ 2, dji%p
jeNy

ol N, est Pensemble de tous les sommets voisins de . Les réflexions s;, i € Iy, engendrent

un groupe Wy, appelé le groupe de Weyl de I'. Un vecteur x € Q.- est dit une racine de I
six = wi pour un we Wy et i e I'y; x est dit positif si toutes ses coordonnées sont non
négatives. Définissons la forme bilinéaire symétrique de I (invariante par W) par

1
Br(x,y)= Zfixiyi— Z 5 jifjxixj,

ielg @, j)eN

ol N est I’ensemble de toutes les paires de sommets voisins. La forme quadratique By (x,%)
est positive non dégénérée si et seulement si I est un graphe de Dynkin. Dans ce cas W

est un groupe fini. Et, By (x, x) sera une forme positive dégénérée si et seulement si I est

I'un des types suivants [voir schéma (%)].

Ici, Np = {x€ Q| wx =x pour tout weWp} = {xeQp|Br(x,x) =0} est un
sous-espace de dimension 1 engendré par un vecteur positif n. ayant une coordonnée égale
3 1, et le groupe Wy induit par Wr. sur Q/Ny. est un groupe fini. L’entier 0x défini par

¢"x = x+(6x)mr,

OULC =8, ..., 81, &, €L OU M ESE PPordre de ¢ € Wy, s’appelle le défaut dex € Q- par rapport
3 Pénumération iy, iy, ..., i, de To. Nous avons d(cX) = dx et, pour tout entier 7
¢™x = x+(¢ 6x) n. De plus, si By (%, X) est positive non dégénérée ou dégénérée, alors,
pour une racine positive y, ou bien y = i pour un certain i, ou bien ;Y est positive pour
tout ie Iy,
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Etant donné une orientation A du graphe T et ie 'y, notons s; A ’orientation de T
obtenue 2 partir de A en renversant les sens de toutes les arétes contenant le sommet 7.
Un sommet i€, est dit (+)-admissible (par rapport & A) si, pour chaque je N,
’'on a «:4——; Une énumération iy, iy, ..., i, de T est appelée (+)-admissible si 7, est

(+)-admissible par rapport a s;,_, ... §;, §;, A pour chaque 1 £ ¢ < n.
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Une espéce (I, ) sur un graphe valué (T, d) est un ensemble de corps gauches F,,
i€ I'o, muni de bimodules ;M; = ;Mg , i, je T avec

(i) les F-Fisomorphismes
jMi ~ Hompi (iMj’ Fi) ~ Hompj (iMj! Fj),
et avec :
(ii) les égalités dim (M,)s, = d;.
Nous avons ainsi les applications s, M; ® M; - F; ainsi que I’équivalence des
foncteurs —® ;M; et Homg, (M, —). Une représentation V = (V,, ;0,) d’une espéce
orientée (', #, A) est une famille d’espaces vectoriels V, 4 droite sur F; de dimension

finie, i e Ty, et une famille d’application Flinéaires ;9, - V; ® M; = V; pour chaque
aréte c———>o Les représentations de (I‘ #, A) forment une catégorie abélienne
Z (T, .”f A). Etant domné Ve Z (I, #, A), nous pouvons définir dimVeQ, par
(dim V), = dim V,,

Si i est (+)-admissible, définissons le foncteur S;" : L (I, F,A) > Z [, Z, 5;A)
pat 87 V=W = (W, j{), ot W; =V, pour j # i, et

0-W,— & (V,®,M)23,

jeN;
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et
, 1®¢)
Vi W@ M; -V, 0 ;M M, _—;VJ®FJ‘.—)VJ"

Nous pouvons déduire sans peine que si i est (+)-admissible et si Ve.Z (. #, A)
est indécomposable, alors; ou bien V = (V,, ;,), ot V; =0 pour j# iet V, = F, ou
bien (;p;) est surjective et donc End V ~ End (S V) et dim (S; V) = 5; (dim V). Si
gy igs v+, Iy €St une énumération (+)-admissible de I'p, mous définissons le foncteur
de Coxeter C* : £ (I, #,A)» £ ([, #, Aypar C* V = §; ... S S; V. Pour chaque
entier 7 tel que C**V # 0, nous avons dim (C*'V) = ¢’ (dim V). Nous définissons par
analogie les foncteurs S;”, 1Ty, et C™. ‘

Une représentation V est dite réguliére si V est une somme directe de représentations
indécomposables de défaut zéro. La sous-catégorie pleine & (I, #, A) de toutes les
représentations réguliéres est abélienne. Un objet H dans £ (T, &, A) est dit homogene
si chaque facteur principal H' de H satisfait & dim H' e Ny. ‘

D’aprés ce qui précéde, nous avons aussitot une preuve de I’assertion (1) et une preuve
en partie de I’assertion (2) du '

THEOREME. — Soit (T, &) une espéce et soit A une orientation arbitraire de T permettant

une énumération (+)-admissible.

(1) Le graphe sous-jacent est un graphe de Dynkin si, et seulement si, & (U, &, A) est
de type fini. De plus, Papplication V — dim V induit une bijection entre les classes d’iso-
morphismes des objets indécomposables de £ (T, 7, A) et des racines positives dans Qy.

(2) Si le graphe sous-jacent est de type (%), dlors £ (T, F, A) a deux types d’objets.
Pour chaque racine positive x dans Qy, il y a exactement une représentation indécomposable
VeZ [, F,A) avec dimV =x. Les autres représentations indécomposables sont

homogénes. De plus, la catégorie de toutes les représentations réguliéres est un produit fini

de catégories dont les objets sont unisériels et de la sous-catégorie de toutes les représentations
homogénes. _ “

La preuve du reste du théoréme est fondée sur une idée de P. Gabriel [qu’il utilisa pour
donner une preuve simplifiée des résultats dans (%], et exploite la technique des systémes
complets d’équations : Si Ej, Bz ... E, est un ensemble fini de représentations
globalement invariant par C*, un systéme complet d’équations pour By, Ep, ..., E,
consiste en m homomorphismes e, : Qp = Q,1<spSmtelsque:

(@) ¢, (B,) > 0;

(i) Oe;1 ©) = Nr;

(iff) si V est régulier et si e, (V) > 0 [resp. e, (V) < 0], alors E, 5 V (tesp. V- E,).

Si un systéme complet d’équations pour Ei, E,, ..., B, existe, alors les E, sont
précisement les objets réguliers simples non homogénes. De plus, si H est un objet simple
quelcongue, alors

Ext! (E,, H) = Ext' (, E,) = Ext' (B, B) =0,

excepté pour E, = C*E,. La détermination de Ext! (E,, C* E,) peut étre réduite 2 celle
de Ext! (X, C* X) pour un certain X vérifiant C**X = 0. Nous avons Ext! (X, X) =0
_si X est indécomposable, et si, en plus, C* X # 0, alors Ext! (X, C*X) = riFig, POUr

i
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un i convenable. Ceci montre que £ (I, #, A) est le produit de la catégorie de tous les
objets homogénes, et de k catégories unisérielles, olt k est le nombre d’orbites de C* sur
’ensemble de tous les objets simples non homogénes.

(*) Séance du 17 décembre 1973.
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