Verfahren zur Quantifizierung betriebswirtschaftlicher

Zu - und Abgangsfolgen

Peter Naeve, Berlin

In einer dynamischen Theorie der betrieblichen Planung ergibt
sich die Aufgabe, gewlsse Stromgrdgen an Hand zeitlich frilherer
Stromgrfen zu prognostizieren. Die Problemstellung findet man
beisplelsweise in zwel in der Zeitschrift fir Betriebswirtschaft
erschienenen Aufsfitzen Langens [2, 3]. Ausgehend von seinen tber-
legungen wird in dleser Arbeit ein geelgnet erscheinendes Pro-
gnoseverfahren entwickelt. Dabei wird nach M8glichkeit dile Termi-
nologie Langens {bernommen. Im ersten Abschnitt wird die dem
Verfahren zugrunde llegende Theorie unter mSglichst sparsamer
Verwendung mathematischer Formeln dargelegt. Es folgt eine
knappe mathematisch gehaltene zusammenfassung, die beim ersten
Lesen ohne Schaden Ubersprungen werden kann. Danach werden dle
einzelnen Schritte des Prognoseverfahrens skizzlert. Der letzte
Abschnitt ersrtert einige bel der praktischen Anwendung auftre-
tende Probleme.

I Darstellung des Prognoseverfahrens

Da f{ir eine empirische Untersuchung Daten lber UmsHtze und
Zahlungseinglinge oft am 1eichtesten zuglnglich sind, sel das
Verfahren exemplarisch fiir dlese Phasen erliutert. Es liegen
also die Phasen Verkaufsumsatz und Bareinnahmen VOr. Von der
Sache her ist es einleuchtend, da8 ein irgendwie gearteter kau-
saler Zusammenhang zwischen dlesen peiden Phasen besteht. Man
kann daher in der Phasenrichtung fortschreitend den Verkaufs-
umsatz zur Prognose der Barelnnahmen heranzlehen.

Am Ende jeden Tages lassen sich der fakturierte Umsatz und die
Bareinnahmen feststellen. Mit einer Phase ist also eine Zelt-
reihe verbunden, d.h. die Folge der Tageswerte der fakturierten
Ums#tze und dle der Bareinnahmen. (Natirlich braucht man sich
nicht auf Tageswerte zu peschrinken, man kann auch z.B. Wochen-
oder Monatswerte wihlen.) Filr belde Phasen gilt nun, daf sich
die jewelligen Tageswerte nicht genau vorhersagen lassen, sondern
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es handelt sich jeweils um Zufallsgrdfen. Fir die aus ihnen
geblldeten Zeitreihen ergibt sich daraus, daB es keine Folgen
mit einem festen Bildungsgesetz 8ind, sondern daf auch diese
Folgen stochastisch sind. Eine Folge von beobachteten Tages-
umsiitzen bzw. Bareinnahmen wird Realisation der entsprechenden
Zufallsfolge genannt. Flr Folgen und ihre Realisationen wird
nur ein Symbol verwandt, aus dem Zusammenhang wird immer deut-
lich werden, was gemeint ist. Aus der Zufallsfolge der faktu-
rlerten Umsitze -~ sie sei mit {“t} bezeichnet, u, gibt den
Umsatz am Tag t an - 80ll die Bareinnahme b des Tages

t+s
t+s vorhergesagt werden, {bt} bedeutet die Folge der Bar-

einnahmen.

Der Vorgang der Prognose 148t sich auch wie folgt interpre-
tieren. Nach welchem Verfahren auch immer die Prognose er-
Stellt wird, das, was die Prognose erzeugt, soll kurz System
genannt werden. Damit gelangt man zu einer anschaulichen
Sprechweise, man sagt, die der Prognose zugrunde liegende
Zeitreihe bildet den Eingang des Systems, die Prognose den
Ausgang. Die Aufgabe besteht nun darin, das noch v81lig un-
bestimmte System so festzulegen, daB die Prognose in irgend-
einem bestimmten Sinn die zu prognostizierende Zeitreihe
Optimal annihert.

Da Uber den zeitlich-quantitativen Zusammenhang zwischen den
Phasen keine geslcherte Theorie besteht, milssen zur L8sung des
Problems einige Annahmen gemacht werden. Eine Zufallsvariable
148t sich zu einem Teil durch ihren Mittelwert und ihre Streu-
ung charakterisieren, der Zusammenhang zwischen zwel Zufalls-
grd8en wird durch ihre Kovarianz gegeben. Diese Begriffsbildungen
gehdren zu den Grundlagen der Statistik. Die Elemente der
Stochastischen Folgen {ut} und {bt} sind fir jedes ¢ Zufalls-
elemente. Bildet man fir Jedes t den Mittelwert von u, bzv.
b,, dann erh#lt man die sogenannten Mittelwertsfunktionen m, (t)
bzw. m (t); da die Mittelwerte Zu unterschiedlichen Zeitpunkten t
im allgemeinen verschieden sind, ergeben sich Funktionen von t.
Betrachtet man zwei Zeitpunkte t ynd t-t, 80 liegen die Paare
Ug und u. _ bzw. by und b.__ vor. Fir dlese Paare von Zu-
fallsvariablen kann man die Kovariangzen bestimmen. Errechnet man
diese flir alle ¢ und alle <, so erhilt man die sogenannten
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Autokovarianzfunktionen ru(t,t-t) und rb(t,t-r), die im
allgemeinen von den belden Zeitpunkten t und t-t abhéngen.

So wie eine Zufallsvariable durch Mittelwert und Streuung so

wird nun zu elnem Teil eine stochastische Folge durch ihre Mittel-
werts- und Autokovarianzfunktion beschrleben. Blldet man fir
alle t und 1 die Kovarianzen des Paares u, und b, __, BO
gelangt man zur Kreuzkovariangzfunktion rub(t,t-t), die flr
stochastische Polgen die Rolle der Kovarianzen bel einzelnen Zu-
fallsgrdfen Ubernimmt. Auch die Kreuzkovarianzfunktion hingt im
allgemeinen von t und t-tv ab.

Die erste Annahme ist nun, dad die obige Begriffsbildung fur

die Zufallsfolgen u, und b, sinnvoll 1st. Es sollen also
alle auftretenden Momente - wie man abklrzend fir Mittelwert,
Streuung und Kovarianz sagt - existleren. Weiter soll gelten,
da8 die Mittelwertsfunktion nicht von t abhdngt. Sie 1ist

dann gleich einer Konstanten, die ohne Beschrinkung der Allge-
meinhelt gleich Null gesetzt werden kann. Die verschiedenen
Kovarianzfunktionen sollen nicht von den Zeitpunkten t und t-t
sondern nur von ihrer Differenz t-(t-t) = = abhiingen.
Stochastische Folgen mit diesen Eigenschaften werden 1n der
Literatur schwach stationfr genannt.

Das die Prognose liefernde System war noch nicht niher fest-
gelegt. Fir das System soll angenommen werden, daf es linear

und zeitinvariant ist. Die erste Forderung besagt, daB die
Prognose eine lineare Funktlon der Eingangsfolge {u/} 1st.
Bezeichnet Pisg die Prognose zum Ziitpunkt t fir den Zeit-
punkt t+s, so erglbt sich Py,g © 21:_, gg(tlug 4y, dabel be-
stimmen die Koeffizlienten gi(t) das System. Die Forderung der
Zeitinvarianz des Systems bedeutet, daf alle Koeffizienten g, (t)
nicht von t abhingen. Es ist klar, dad sich eine Prognose

Zum Zeltpunkt ¢t nur auf die Werte von {u.} mit t < t, stlitzen
kann, da Werte ftir t > ty - die zuklnftigen UmsH#tze - ja noch
nicht bekannt sind. Damit also das System wirklich arbeiten kann,
mud noch g, =0 far alle 1 < 0 gefordert werden. Man sagt
dann auch, das System seil physikalisch realisierbar. Dann erhdlt

+o
men fdr die Prognose P, den Ausdruck Py,q Li-0 B1Y¢-1 °
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Nun ist im allgemeinen die Vergangenheit von beiden Folgen nicht
vollstdndig bekannt. Es liegen nur die Werte fir T Zeltpunkte
t-T+1, t-T+2, ... , t-1,t vor. Dann stellt sich die Aufgabe,
Zahlen Bos =+ » Er_q 2u bestimmen - und damit das System fest-
zulegen - daB der Wert Piyg die Bareinnahme bt+s optimal an-
ndhert. Optimal wird hier in dem Sinne verstanden, daf der Fehler
€t+s = Pt4s ~ Pyy4g 1m mittleren Quadrat minimiert wird. Die
Minimierung des mittleren Fehlerquadrats statt, wie vielleicht
erwartet wurde, des quadratischen Fehlers erscheint aus folgendenm
Grund sinnvoll. Das System soll seine Prognosen nicht nur zum
Zeltpunkt t 1liefern sondern auch in der Zukunft. Es darf daher
nicht nach der augenblicklichen Realisation der Eingangsfolge
dimensioniert werden sondern zweckmidfilg nach charakteristischen
Gr&fen dieser Zufallsfolge. Wie gleich gezelgt wird, bestimmen
beil der Minimierung des mittleren quadratischen Fehlers die oben

eingefihrten Kovarianzfunktionen das System. FPir den mittleren
quadratischen Fehler @ ergibt sich

T=1 T-1 T=1

Q= r,(0) - 21§0g1rub(1+8) +1£0 Jzogisdru(i-J)

Es gilt Q als Funktion der By Zzu minimieren. Die L¥sung er-
hdlt man nach den Regeln der Analysis fir Funktionen mehrerer
Verdnderlicher. Nach partieller Differentiation nach den 84

gelangt man durch die notwendigen Bedingungen aQ/ag1 =0 zu
einem Gleichungssystem in den gy

-1
1zogiru(d-i) = r p(i+s) J=0,1,...,T-1

Dessen Ldsung bestimmen aber das optimale System - oder wie
man auch sagt,

den optimalen Filter, eine recht anschauliche
Begriffsbildung

> denn durch den Filter wird die in {u,} Uber
{bt} enthaltene Information gleichsam herausgefiltert. Als
Matrix der zweiten partiellen Ableitungen von Q er

gibt sich
gerade dle aus den Kovarianzen zwischen den u

£ und ut_t
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gebildete Matrix, die aber positiv definit ist, da nach Voraus-
setzung keine linearen Begiehungen zwischen den L hestehen,
damit ist auch die hinreichende Bedlngung fiir die Existenz elnes
Minimums erfdllt.

In der Regel wird nur eine Realisation der Folgen {ut} und {bt}
vorliegen. Zur Konstruktion des optimalen Filters werden aber

die verschiedenen Kovarianzfunktionen bendtigt, die man durch
Mittelung der entsprechenden Produktblldungen iber alle mdglichen
Realisationen erh#ilt. Man spricht auch vom Ensemblemittel, dabel
18t das Ensemble die Menge der miglichen Realisationen. Um dennoch
zum Ziel zu gelangen, muf von den Folgen {ut} und {bt} gefordert
werden, da® bei ihnen die geitlichen Mittel gleich den entspre-~
chenden Ensemblemitteln sind. Das bedeutet, daf wenn elne Reali-
sation der Folgen (u.} und {b,} vorliegt, gllt

T

r.(r) = ;if(liTt§1utut")
T

r () = %if(l/thibtbt_r)
T

rplt) = ;ig(i/thlutbt_T)

T T
0 = 1im(1/T ] u.) = 1im(1/T } b.)
Tre t=1 T t=1

Man darf dann die bend:tigten GrdBen aus den vorhandenen Rea-
lisationen errechnen. Wenn nur genligend viele beobachtete Daten
vorliegen, kann man den wahren Werten peliebig nahe kommen. Damit
die errechneten Grdfen sich noch auf ausreichend viele Werte aus
der Realisation stiitzen, kann man bei einer gegebenen Realisation
der Linge T das Verfahren nur fir ein N mit N < T durch-
filhren. Es reduziert sich also nur dle Ordnung des aufzuldsenden
Gleichungssystems.

Ist N die Ordnung des Gleichungssystems filr die gy,
N auch als die Linge des Fllters bezeichnet.

dann wird
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11 Das mathematische Modell

Das im vorangehenden Abschnitt entwickelte Verfahren soll noch

einmal kurz zusammengefaft werden. Es liegen zwei Phasen vor,

die durch sle bestimmten stochastischen Folgen seien mit {xt}

und {yt} bezelchnet. Gesucht wird ein System s bel denm

{xt} am Eingang {yt} am Ausgang hervorruft.

Ist z eine Zufallsvariable mit der Verteilungsfunktion ¢(z),

ist weiter h(z) eine Funktion von z, dann wird E[h(z)] durch
P

Efh(z)] = fh(z)do(z)

definiert. E heiBt der Erwartungswertoperator. Die Definition
von E bel mehrdimensionalen Verteilungen ist analog.

Es werden nun folgende Annahmen gemacht:

1. {x,} und {y¢} sind schwach stationfir. Flr alle ¢ und
T gelte _E[xt] = m = 0, E[yt] = m, = 0, EE’t‘t-t] =
r_ (v), ELytyt_T] = r,(r) und E[xtyt_T] = ny(t)-

2. {xt} und {yt} 8ind ergodische Folgen. Es gllt also

(t) im 1 § 1
r(« = 1lim = X, x r = =
x Taw T gl ¥t tor y(¥) = 1lim

T
Tom T tglytyt—r

T
= i
Txy(t) = m tzixtyt-r

3. Das System q} ist linear und zeitinvariant.
y, Das Sygtem ist realisierbvar.

Dann schreibt sich der Ausgang P des Systems zum Zeitpunkt t

P = ] &x,_, .
1508171

Die Koeffizienten gy Dbestimmen das System cy, vollstlndig.
Sie sollen so bestimmt werden, dad der Ausdruck

Q = '1?'2[(31.’,’s - 1zogixt-1)2]
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minimliert wird. Liegt nur eine Realisation der Linge T vor,
dann geht die Summation nur bis N-1 mit T > N. Aus der not-
wendigen Bedingung aQ/ag1 = 0 erglbt sich

N-1
1);osirx(5-1) = r, (J+s) 420,1,...,T=-1 .

Die Matrix der zweiten partiellen Ableitungen ist wegen
aquasiagj = r,(J-1) gleich der aus den Autokovarianzen von
{xt} gebildeten Matrix. Diese Matrix 1st aber positilv definit,

da
I'(NE1 )2 Nfi (3-1)k,k, > O
E k,x z r (3- >
- 1=0 h R ¥ J 1’ X 1 J

mit beliebigen ki’ die nicht alle gleichzeitlig verschwinden,
denn es besteht nach Voraussetzung keine lineare Bezlehung
zwlschen den Xy

I1T Gang des Verfahrens

Das Ziel dieser Arbelt besteht auch darin, das Prognosever-
fahren so einzurichten, dad es einer automatischen Berechnung
zugdnglich i1st, insbesondere also auf elektronlschen Rechen-
anlagen durchgeftihrt werden kann. Zu diesem Zweck soll das
Verfanren 1in einzelne Schritte zerlegt werden. Dle Linge

der vorhandenen Realisationen sei T, d.h. wenn T dle Gegen-
wart bezeichnet, dann sind die Werte fiir die Zeltpunkte
1,2,...,T bekannt. Das Prognoseverfahren 148t sich wie folgt
gliedern.

1. pie vorhandenen Daten (hier also dle fakturierten Umsdtze
und die Bareinnahmen der einzelnen Tage) werden daraufhin
gepriift, ob der Mittelwert gleich Null i1st, im anderen Falle
wird der Mittelwert von den Daten abgezogen. Wegen der vor-
ausgesetzten Ergodizit#it erhdlt man z.B. den Mittelwert flr
die Barelnnahmen durch m = % 53=1°t’ danach wird fdr alle ¢t
der Ausdruck bt—mb gebildet.

2. Nun wird ein N < T bestimmt und fir O <t < N dle
Autokovarianzfunktion des Umsatzes berechnet. Bezelchnet
welterhin {u,} dle Folge der auf den Mittelwert Null redu-
zlerten Ums#tze, dann ergibt sich wegen der Ergodizitdt z.B.

1 T
fir «<=n der Wert von r,(v) zu r, (n) =(F5) {t=n+1utut-n .
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3. Durch Wahl eines s > O wird festgelegt, um wieviele Tage
im voraus prognostiziert werden soll. Aus Umsatefolge und Bar-
einnahmenfolge wird dann fr s < t X N+s die Kreuzkovarianz-
funktion ermittelt. Man erhflt z.B. fUr 1 = n den Wert

T
rp{n) = 1/(T-n-s) 2t=n*8*1 bou, . s °

4, Aus den im 2. Schritt ermittelten Werten der Autokovarianz-
funktion wird die Matrix des Gleichungssystems fi{lr die Pilter-
koeffizienten g, aufgestellt. Da fr die Autokovarianzen

r (1) = r,(-1) gllt, 1st das i-te Element in der J-ten Spalte
der Matrix gleich ru(li-Jl) .

5. Nun wird das Gleichungssystem nach den 8y aufgeldst.

Fir diesen Schritt sind verschiedene L3sungsverfahren mSglich.
Man kann z.B. die aufgebaute Matrix invertieren und den L&sungs-
vektor g = (go""’gN~1) durch Multiplikation der Inversen
mit dem aus den Kreuzkovarianzen gebildeten Vektor

r = (rub(s),...,rub(s+N)) erhalten.

6. Mit den im 5., Schritt bestimmten Koeffizienten wird die
Grége p = Zf=0 E4Up_y Eeblldet. Diese Grdge 1st die gesuchte
Prognose flir die Bareinnahme zum Zeitpunkt T+s .

Die einzelnen Schritte der obigen Aufteilung lassen sich fir
die praktische Durchflihrung leicht noch weiter so unterglledern,
da& die vorhandenen Rechenhilfsmittel eingesetzt werden kbnnen.
IV Anmerkungen zur praktischen Durchftthrung

Bei der Anwendung des oben angegebenen Verfahrens erhebt sich
als erstes die Frage, ob die gemachten Annahmen f{ir Bkonomische
Zeltreihen Gilltigkeit besitzen. Die stirksten Bedenken wird man

gegen die Annahme der Stationaritit haben. Aber wenn die vor-
handenen Daten die Abwelchungen von

einer irgendwie bestimmten
Trendlinie darstellen,

dann 1st die Bedingung der Stationaritit
im allgemeinen hinreichend gut erflllt. Notfalls muf noch eilne
logarithmische Transformation durchgeftihrt werden.

Auf die Forderung, dag die Mittelwerte gleich Null sind, kann
man auch verzichten. Wenn man die nicht auf die Mittelwerte
bezogenen zweiten Mome

ges Schema auch ayf Folgen mit einem
Mittelwert ungleich Null anwenden. Die stationfiren Folgen,
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die in der Okonomie auftreten, sind 1n der Regel alle ergodisch,
s0 daf die oben angegebenen Berechnungen von m ., Pu(T) usw.
durchge fithrt werden diirfen.

Ein weiteres Problem liegt in der Wahl von N. Wenn das zugrunde
gelegte Modell zutrifft, 1st es klar, da® eine Vergrdderung

von N die Glite der Prognose verbessern wird, da mehr Werte der
Kovarianzen, d.h. Informationen 1in sle eingehen. Dle Kova-
rianzen werden aber aus einer Realisation geschitzt, fir N in
der Ndhe von T wlrden dann nur wenige Daten in den Schitzwert
eingehen, so daB seine Giite herabgesetzt sein wird. Die belden
eben angefilhrten Punkte bringen entgegengesetzte Anforderungen.
Man wird einen Kompromif suchen milssen. Eine ungefihre Schranke
fir N dirfte - wie die Rechnungen zeigen - bel T/5 - T/6
liegen.

Ein welteres Problem ist das der Aggregation. Wenn man alle
Gr8gen aggregliert, ehe man den Fllter konstruiert, ergeben sich
keine Probleme, man hat nur andere Zufallsfolgen mit einer
anderen Zeitelnheit. Aggreglert man aber nach erfolgter Filt rung,
80 verliert man die Aussage Uber den Progncsefehler, denn 1ist

- * * *
Yo = Ivggs ¥ = I8g%Xpogs Yo = Do
dann ergibt sich

. - * *
E[(Y,-¥p)?] =IE [(yt_i—y:_i)aj +1£JE (¥pog=Yp-1)Wpog Vi3]

wegen der Konstruktion der y:_i verschwindet die letzte Summe

im allgemeinen nicht, so dad man keine Aussage {iber den mittleren
Fehler der nachtriglich aggregierten Grdfen machen kann.

Die bisher durchgefthrten Rechnungen bestdtigen deutlich die
theoretischen Erdrterungen und lassen den Schluf zu, daf das

hier skizzierte Verfahren mit Erfolg fir die Prognose angewandt
werden kann.
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