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Unzeflegbare Darstellungen
endlich-dimensionaler Algebren®’

C. M. Ringel, Bielefeld

Im folgenden Bericht mochte ich die Grundziige der Darstellungstheorie
endlich-dimensionaler Algebren skizzieren, wie sie in den letzten zehn Jahren ent-
wickelt wurde. Ich erinnere daran, daf das Grundproblem der Darstellungstheorie
die Klassifikation der unzerlegbaren Darstellungen einer Algebra ist. Dabei gehen
wir von folgender Situation aus: Gegeben ist ein Korper k, oft werden wir voraus-
setzen, daf} k algebraisch abgeschlossen ist, und dann geniigt es fiir alle Uberlegungen,
an den Korper C der komplexen Zahlen zu denken. Wenn hier von k-Algebren die
Rede ist, so handelt es sich immer um assoziative Algebren, fast immer werden wir
voraussetzen, daf sie endlich-dimensional sind, und endlich-dimensionale Algebren
sollen ein Einselement besitzen. Ist eine solche Algebra A gegeben, so fragen wir
nach allen mdglichen Darstellungen von A, nach den A-Moduln , das sind
k-Vektorridume, auf denen A von links operiert, mit den iiblichen Distributivgesetzen.
Bei Moduln werden wir immer voraussetzen, daf sie endlich-dimensional sind, Unter
einer direkten Zerlegung des A-Moduls M versteht man eine Vektorraumzerlegung
M=M'®M", wobei M' und M" beides A-Untermoduln sind ; sie heifdt trivial, falls
M'=0 oder M" = 0, Ist M + 0, und besitzt M keine nicht-trivialen Zertlegungen, SO
spricht man von einem unzerlegbaren Modul. Natiirlich kann jeder
(endlich-dimensionale) Modul als direkte Summe unzerlegbarer Moduln geschrieben
werden, und der klassische Satz von Krull-Schmidt besagt, daf} eine solche Zerlegung
bis auf Isomorphie eindeutig ist. Um also alie Moduln zu kennen, geniigt es, die
unzerlegbaren Moduln zu beschreiben. Im allgemeinen wird es unendlich viele Isomor-
phicklassen unzerlegbarer Moduln geben, wie das folgende Beispiel zeigt: Seil das
von den Polynomen X2, XY, Y? erzeugte Ideal des Polynomrings C[X, Y], und
Ao =C[X, Y]/I. Dann ist A, eine 3-dimensionale kommutative Algebra, und wir
erhalten fiir jede komplexe Zahl A einen 2-dimensionalen AgModul M, indem wir
als zugrundeliegenden Vektorraum C2 wihlen, und die Operation von X auf C? durch

. o L N
die Matrix [O 0] , die von Y auf C? durch [8 gl festsetzen (offensichtlich lie-

fert dies eine Operation von C[X, Y] auf C?, und man rechnet leicht nach, daf I
den Modul annulliert). Alle diese Moduln M, sind unzerlegbar, und sie sind paar-

*) Dies ist der ziemlich wortliche Text eines Vortrages, gehalten auf der DMV-Tagung

in Dortmund, 1980. Eingearbeitet wurde lediglich der Satz von Ovsienko [17], und Hinweise
auf die neuen Arbeiten [4], [7], [12], [19].
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weise nicht-isomorph. Besitzt eine endlich-dimensionale Algebra nur endlich viele
Isomorphieklassen unzerlegbarer Moduln, so nennen wirsie darstellungsend-
1i c h. Ein wichtiger Satz von Rojter [23] besagt nun, daf eine endlich-dimensionale
Algebra entweder darstellungsendlich ist, oder aber unzerlegbare Darstellungen
beliebig grofer Dimension besitzt. Die entsprechende Vermutung war in den vier-
ziger Jahren von Brauer und Thrall formuliert worden [21]. Fiir unsere Algebra A,
erhalten wir grofie unzerlegbare Moduln, indem wir X und Y auf C** vermoge der
Matrizen

p—

und

operieren lassen. Ich sollte betonen, daf ein A,-Modul offensichtlich nichts anderes
ist als ¢in C-Vektorraum, mit zwei Endomorphismen a, 3, fiir die o =2 =af = pa=0
gilt — dabei ist & durch die Operation von X, und § durch die von Y gegeben, die ja
die entsprechenden Relationen erfiillen, Die vollstindige Klassifikation aller unzer-
legbaren A,-Moduln geht zuriick auf Kronecker, sie folgt direkt aus seiner Klassifi-
kation aller Matrizenbiischel [15], [10], also der Paare von nicht-notwendig quadra-
tischen Matrizen. Wir schreiben dafiir symbolisch

m
O, 22

um auszudriicken, daft zwei Vektorrdume V, W und zwei lineare Abbildungen
v, 6 : VW gegeben sind, also

und daf wir nun geeignete Basen in V und W suchen, um 7y und § in eine relativ
einfache Form zu bringen. Die Probleme der Darstellungstheorie sind Matrizen-
probleme, auch wenn im allgemeinen ein basisfreier Zugang gewihlt wird.

Ich méchte im weiteren besonders das folgende Beispiel diskutieren:

o0 OD 8
wir haben es mit zwei Vektorrdumen U, V, einer Abbildung o : U -V, und einem
Endomorphismus 8 : V- V zu tun. Dabei konnen wir voraussetzen, daf o eine
Inklusionsabbildung ist, denn andernfalls spalten wir den Kern von a ab (die einzige
unzerlegbare Darstellung, fiir die & nicht injektiv ist, ist k- OQ). Zu untersuchen
haben wir deshalb einen Vektorraum V, mit einem Endomorphismus § und einem
Unterraum U. Wenn wir keine weiteren Voraussetzungen machen wiirden, so wire
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dies ein ziemlich hoffnungsloses Unterfangen: Es gibt viel zu viele unzerlegbare
Darstellungen, als dafd man eine Klassifikation erwarten konnte. (Man kann recht
leicht zeigen, da® es zu jeder endlich-dimensionalen Algebra A einen Vektorraum V,
einen Endomorphismus 8 : V= V und einen Unterraum U von V gibt, so da A
isomorph zum Ring aller Endomorphismen von V, die mit 8 kommutieren, und U
in sich abbilden, ist; man sagt daher, daf® man es mit einem ,,wilden* Problem der

Darstellungstheorie zu tun hat [6]). Wir werden zusitzlich noch voraussetzen, daf
die Relationen "

B*=0 und Ma=0

gelten: Gesucht sind also Tripel (V, U, B), mit V ein Vektorraum, g ein nilpotenter
Endomorphismus von V mit Nilpotenzindex < 4, und U ein Unterraum von V, der
im Kern von % enthalten ist. In diesem Fall, so werden wir sehen, gibt es 27 un-
zerlegbare derartige Tripel, also, zusammen mit k - OD, erhalten wir genau 28
unzerlegbare Moduln, wir sind im darstellungsendlichen Fall. — Ich sage ,Moduln®,
und sollte noch einmal herausarbeiten, daf} die Quadrupel

U=V B mitg*=ga=0

gerade den Moduln iiber einer 7-dimensionalen Algebra A, entsprechen, die man
auf folgende Weise erhiilt: man betrachtet die »Wege-Algebra® zum Kocher

OLOD B, und faktorisiert das von den Relationen $%und fPa erzeugte Ideal
heraus [8]; in unserem Fall besitzt A, eine kanonische k-Basis, namlich zwei Idem-
potente, die den beiden Punkten des K&chers entsprechen, und die (Restklassen
der) Wege o, 8, 82, B3, B — die iibrigen Monome liegen in dem von f*und fPo

crzeugten Ideal und sind daher null gesetzt. Der U % Vaﬁ zugeordnete A,-Modul
ist gegeben durch den Vektorraum U @ V, mit der offensichtlichen Operation von
A 1 auf Us V.

Wenn man die unzerlegbaren Moduln einer Algebra klassifizieren mochte,
50 braucht man ,,Etiketten*, mit denen man sie bezeichnen kann, also irgendwelche
Invarianten, die man einerseits leicht bestimmen kann, die andererseits den Modul
bis auf Isomorphie eindeutig bestimmen. Als erste und wichtigste Invariante erweist
sich der sogenannte Dimensionsvektor dim M. Eine endlich-dimensionale Algebra A
hat nur endlich viele Isomorphieklassen einfacher (= irreduzibler) Moduln, etwa
S1s- .., 8. Fiir einen A-Modul M bezeichnet dim M das n-Tupel, dessen i-te Koor-
dinate (dim M), angibt, wie oft S; in einer Kompositionsreihe von M als Faktor auf-
tritt. Nach dem Klassischen Satz von J ordan-Holder sind diese Anzahlen Invarianten
des Moduls. Im Fall der Algebra A, gibt es die beiden einfachen Moduln

$:=(k=0_)) und 8;=0-k)),

und es ist
dim (U %+ V_)8) = (dim U, dim V),

Im allgemeinen wird der Dimensionsvektor nicht ausreichen, um die unzerlegbaren
Moduln zu klassifizieren, selbst wenn wir es mit einer darstellungsendlichen Algebra
Zu tun haben, So gibt es im Fall der Algebra A drej Isomorphieklassen von unzer-
legbaren Moduln mit Dimensionvektor (2, 6), nimlich die folgenden:
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k2 ———— k¢ ) 0 i
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i 0

Es stellt sich also das Problem, fiir welche Algebren die unzerlegbaren Moduln durch
ihren Dimensionsvektor charakterisiert werden, und wir werden sehen, daf} jedem
Modul M iiber einer darstellungsendlichen Algebra ein Modul M iiber einer verwandten
Algebra zugeordnet werden kann, der durch seinen Dimensionsvektor charakterisiert
wird, und der viele Eigenschaften von M widerspiegelt.

Soweit zu den Fragestellungen. Als erstes, grundlegendes Hilfsmittel der
neueren Darstellungstheorie mochte ich den sogenannten Auslander-Reiten-Kdcher
vorstellen.

1 Der Auslander-Reiten-Kécher I'(A)

Ein K&cher, dieser Sprachgebrauch hat sich eingebiirgert, ist nichts anderes
als eine Sammlung von Punkten und Pfeilen, wobei jedem Pfeil sein Anfangs- und
sein Endpunkt zugeordnet ist (also ein orientierter Graph, méglicherweise mit
Doppelpfeilen und Schleifen). Unser Interesse gilt der Menge der Isomorphieklas-
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sen der unzerlegbaren A-Moduln einer vorgegebenen endlich-dimensionalen Alge-
bra A, und wir werden sogleich sehen, wie wir diese Menge als Punktmenge eines
K6chers auffassen konnen, der vielfach Aufschluf} tiber die Struktur sowohl von A
als auch der A-Moduln gibt. Wir brauchen dazu den Begriff einer irreduziblen
Abbildung, wie er von Auslander und Reiten [2] eingefithrt wurde: Eine Abbildung
f:M->Nheiflit irreduzibel » wenn f einerseits weder zerfallender Monomor-
phismus, noch zerfallender Epimorphismus ist, und wenn f andererseits nur triviale
Faktorisierungen besitzt. (Natiirlich kann man f immer auf folgende Weisen fak-

torisieren
f f

M———N M———N

f ' 1

[1 0]\/[g] und [f h]\/[o],
MeZ NeZ-

wobei Z ein beliebiger Modul, und g:Z~>N,h: M- Z beliebige Abbildungen sind,
und man sagt, da eine Faktorisierung f = f'f" trivial ist, falls f' ein zerfallender
Monomorphismus oder f” ein zerfallender Epimorphismus ist.) Der Auslander-
Reiten-Kocher I'(A) von A hat als Punkte die Isomorphieklassen [M] der unzerleg-
baren A-Moduln M, und es gibt einen Pfeil [M] - [N] genau dann, wenn es eine
irreduzible Abbildung M — N gibt (Oft notiert man noch iiber den Pfeilen entspre-
chende Vielfachheiten [21], doch werden wir im folgenden darauf verzichten).

Die Existenz gentigend vieler irreduzibler Abbildungen ist nur fur darstellungsend-
liche Algebren offensichtlich: wenn wir eine vorgegebene nicht-invertierbare Abbil-
dung f zwischen zwei unzerlegbaren Moduln immer weiter faktorisieren, es aber
nur endlich viele Isomorphieklassen unzerlegbarer Moduln gibt, so sieht man leicht,
dafl dieser Vorgang stationiir wird, daB sich also f als Summe von Produkten von
irreduziblen Abbildungen schreiben 1at, Im aligemeinen ist dies keineswegs so.
Allerdings gibt es auch dann immer noch viele irreduzible Abbildungen. Zu jedem
unzerlegbaren Modul Z gibt es nimlich eine sogenannte minimale rechts-
fast-zerfallende Abbildung g : Y ~ Z (das soll folgendes heifien: Erstens,
g ist kein zerfallender Epimorphismus; zweitens, ist g': Y' = Z eine Abbildung, die
kein zerfallender Epimorphismus ist, so gibt es g” mit g’ = g"g; und drittens hat Y
fur alle derartigen Abbildungeng : Y - 7 die kleinst-méogliche Lénge), und eine
solche Abbildung ist bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt — ein wichtiger, grund-
legender Satz von Auslander und Reiten. Wie ist nun der Zusammenhang mit irre-
duziblen Abbildungen? Zerlegen wir Y = @ Y, als Summe von unzerlegbaren Moduln,
und schreiben wir g = (8;); mitg; : Y; > Z, 50 sind diese Abbildungen g; irreduzibel,
und man erhiilt auf diese Weise im wesentlichen alle irreduziblen Abbildungen mit
Ziel Z und unzerlegbarer Quelle. Es gilt auch das Duale: Zu jedem unzerlegbaren
Modul X gibt es eine, und bis auf Isomorphie auch nur eine, minimale links-fast-
zerfallende Abbildung f : X~ Y, und zerlegen wir Y = o Y; mit unzerlegbaren
Moduln Y; und f = (f;),, so sind die Abbildungen f; : X > Y, irreduzibel, und dies
sind im wesenttichen alle irreduziblen Abbildungen mit Quelle X und unzerlegba-
rem Ziel. Wir sshen also, da der Auslander-Reiten-Kécher lokal-endlich ist (jeder
Punkt ist Ziel oder Quelle von nur endlich vielen Pfeilen), insbesondere sind die
Zusammenhangskomponenten von P'(A) endlich oder abzihlbar, Endliche Zusam-
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menhangskomponenten treten nur im darstellungsendlichen Fall auf, wie die fol-
gende Verschirfung des Satzes von Rojter zeigt:

Satz (Auslander [1]) Sei A zusammenhingend (also nicht direktes Produkt
zweier echter Unteralgebren). Sind die Moduln einer Zusammenhangskomponente
von T'(A) von beschrinkter Linge, so ist A darstellungsendlich und T'(A) ist zusam-
menhingend,

Wir wollen noch etwas genauer nach den minimalen fastzerfallenden Abbil-
‘dungen fragen. Ist Z unzerlegbar und projektiv (also ein unzerlegbarer direkter
Summand der reguldren Darstellung 4 A), so hat Z genau einen maximalen Unter-
modul Y, und die Inklusionsabbildung Y - Z ist gerade die minimale rechts-fast-
zerfallende Abbildung mit Ziel Z. Ist Z unzerlegbar, aber nicht projektiv, so ist die
minimale rechts-fast-zerfallende Abbildung g : Y = Z surjektiv, der Kern X von g
ist wieder unzerlegbar, und die Inklusionsabbildung f : X = Y ist minimal links-
fast-zerfallend. Wir erhalten also eine (nicht zerfallende) exakte Sequenz

0—X—sy-Bsz—s0,

mit unzerlegbaren Moduln X, Z, einer minimalen links-fast-zerfallenden Abbildung
f, und einer minimalen rechts-fast-zerfallenden Abbildung g, eine sogenannte Aus-
lander-Reiten-Sequenz. Im Auslander-Reiten-Kdcher fiihrt dies zu folgender Pfeil-
konfiguration (einer ,,Masche):
[Y,]
/ Y'2 ]\)

X1—
\[Y ]/

wobei Y, .. ., Y, eine maximale Menge paarweise nicht-isomorpher unzerlegbarer
direkter Summanden von Y ist. Wie wir oben gesehen haben, ist [X] eindeutig
durch[ Z] bestimmt (und umgekehrt), wir schreiben [X] = 7[Z], und nennen 7 die
Auslander-Reiten-Translation. Sie ist auf der Menge der Isomorphieklassen nicht-
projektiver unzerlegbarer Moduln definiert, und hat als Bild die Menge der Isomor-
phieklassen der nicht-injektiven unzerlegbaren Moduln. Wie wir ebenfalls schon gese-
hen haben, gilt folgendes: die Anfangspunkte der Pfeile mit Endpunkt [Z] sind
gerade die Endpunkte der Pfeile mit Anfangspunkt 7[Z]; der Auslander-Reiten-
Kocher ist ein sogenannter Translationskocher.

Es sollen nun einige Beispiele von Auslander-Reiten-Kochern betrachtet
werden. Sei A, die Algebra der oberen 5 x 5-Dreiecksmatrizen iiber dem Korper k.
Als Auslander-Reiten-Kdcher erhalten wir

Die Auslander-Reiten-Translation 7 ist gestrichelt angegeben (jeweils von rechts
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nach links). Die Moduln am linken Rand sind die unzerlegbar projektiven Moduln,
die am rechten Rand die unzerlegbar injektiven (ein einziger Modul ist sowohl pro-
jektiv als auch injektiv). Die Moduln am unteren Rand sind die einfachen Moduln,
und offensichtlich kann man hier fiir jeden Punkt die Kompositionsfaktoren des
zugehorigen Moduls ablesen, indem man die entsprechenden Auslander-Reiten-
Sequenzen verwendet.

Gabriel und Riedtmann haben vorgeschlagen, Translationskdcher als 2-di-
mensionale Simplizialkomplexe aufzufassen: Als 0-Simplizes nimmt man die Punkte
des Kdchers, als 1-Simplizes nimmt man neben den Pfeilen zusitzlich noch die Ele-
mente des Graphen der Translation 7, und als 2-Simplizes (= Dreiecke) nimmt man
die Tripel (2, y, z), wobei z ein Punkt ist, fiir den 7 definiert ist, und y = z ein
Pfeil. Wie man sieht, ist die geometrische Realisierung des Simplizialkomplexes
I'(A; ) gerade ein grofies Dreieck.

Als zweites Beispiel betrachten wir eine Unteralgebra von A, , nimlich

[k k¥ k k k7
k

Ag = k(_)
0 k

k |

(also die Algebra aller 5 x 5-Matrizen, die héchstens an den angegebenen Stellen

Koeffizienten # 0 haben). Die Az-Moduln entsprechen gerade den Darstellungen
des Kochers

C

—
o
o/
sie sind also gegeben durch Vektorriume Uy, Uy, Uy, U, V und lineare Abbildun-
gen o;: Ui =V, 1 <i<4. Wir kénnen wieder voraussetzen, daf} die Abbildungen
% alles Inkiusionsabbildungen sind, das heit, wir untersuchen Vektorrdume mit
vier Unterréigmen. Dieses Klassifikationsproblem wurde von Nazarova [16] und von
Gelfand-Ponomarey [11 1 geldst. Die Algebra A, ist nicht mehr darstellungsendlich,

alle Komponenten von I'(A3) miissen also abzihlbar sein. Es gibt zwei spezielle
Komponenten: die Sogenannte préaprojektive Komponente

0

enthilt ganz links die fiinf unzerlegbaren projektiven Moduln, die priinjektive
Komponente ’
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enthilt ganz rechts die unzerlegbaren injektiven Moduln. Die tibrigen Komponen-
ten sind (fiir algebraisch abgeschlossenes k) durch die Elemente A der projektiven
Geraden P, (k) indiziert, es sind alles Rohren, die im allgemeinen einen einzigen
Modul auf dem Rand liegen haben, nur fiir drei spezielle Werte von A liegen jeweils
zwei Moduln auf dem Rand:

fur A € k\{0, 13: fira=0,1, 00

Als letztes Beispiel zeige ich Ihnen noch den Auslander-Reiten-Kdcher

I'(A,) unseres Ausgangsproblems 0-9‘->OD B, * = B*a= 0. (Dieser Auslander-
Reiten-Kdcher wurde von G. D’Este berechnet, noch bevor die Uberlagerungstech-
niken zur Verfiigung standen; fiir die Uberlassung dieses Beispiels bin ich ihr zu
Dank verpflichtet.) '

Hier also sind die 28 unzerlegbaren A;-Moduln. Man sieht einen Zylinder, dessen
Oberkante mit der Mittellinie eines Mobiusbandes (mit Auswiichsen) verheftet i.st.
Woher kommen die Auswiichse? Ist M ein unzerlegbarer Modul, so erhilt man im
allgemeinen zwei neue Moduln 7M, 7~ M, und so weiter:

"M, ..., MM, M, ..., M

Das Verfahren bricht links ab, wenn 7M projektiv ist, und rechts, wenn 7~M
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injektiv ist. Im darstellungsendlichen Fall gibt es nun nur zwei Moglichkeiten fiir
M: entweder, das Verfahren bricht sowohi rechts, als auch links nach endlich vie-
len Schritten ab, dann heiBt M trans jektiv, oder aber M ist isomorph zu
M fireini, dann heiit M periodisch. Offensichtlich verschwinden die Aus-
wiichse, wenn wir nur den periodischen Teil von I'(A;) betrachten, und wir werden
dies gleich noch genauer untersuchen.

Zuvor sollte aber noch angemerkt werden, daf sich die transjektiven Moduln
einer Algebra (jedenfalls im Prinzip) effektiv berechnen lassen: wir gehen davon aus,
daf’ die Algebra A und damit auch dje unzetlegbaren projektiven Moduln (als direkte
Summanden von , A) und entsprechend die unzerlegbaren injektiven Moduln (als
duale Moduln von direkten Summanden des Rechtsmoduls A , ) bekannt sind. Ist
nun M unzerlegbar und nicht projektiv, so berechnet man ™ wie folgt: nimm eine
minimale projektive Auflésung

P, 2> Py —M—s0
von M, dann ist
™™ = Hom(Cok(Hom A0, AAD, k),

wie Auslander und Rejten [2] gezeigt haben, Eine entsprechende Formel erhilt
man auch fiir 7!, Die Auslander-Reiten-Translation 7 und ihr Inverses 7~ sind
sicher das wichtigste Hilfsmittel zur Konstruktion neuer unzerlegbarer Moduln,
wenn schon andere unzerlegbare Moduln bekannt sind.

2 Periodische Moduln

Wir haben gesehen, daf die transjektiven Moduln einer Algebra A (jeden-
falls im Prinzip) konstruierbar sind, da die entsprechenden -Orbiten projektive
und injektive Moduln enthalten. Fiir die periodischen Moduln gibt es kein so einfa-
ches Konstruktionsverfahren. Andererseits stellt sich heraus, daf der volle Unter-
kocher [, (A) des Auslander—Reiten—Kﬁchers, der aus den periodischen Moduln
besteht, eine besonders einfache Struktur besitzt, Dazu wollen wir geeignete
Modelle von Translationskéchern bereitstellen. Fiir jeden Baum A konstruieren
wir einen Translationskécher ZA wie folgt: Als Punkte von ZA nehmen wir die
Paare (z, 2), mit z € Z und a Punkt von A. Um die Pfeile von ZA zu definieren,
wihlen wir zuerst eine feste Orientierung auf A, und nehmen dann fir jeden Pfeil
a— b in A Pfeile der Form (z, a) = (z, b) und (z, b) - (z+1,a), firalle z € 2.
Schlieflich setzen wir (2, 8) = (z — 1, a), fiir alle z € Z und alle a. Es ist leicht zu

sel}en_, dafl ZA nicht von der auf A gewihlten Orientierung abhingt. Wenn wir zum
Beispiel mit dem Baum

-
-
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beginnen, so erhalten wir als ZA den folgenden Translationskécher:
S ENGRREL (=1,2)-----2- (0, ) ==-r-~- (1,8) ----semqoeenee
>o< }o < /(1 <;§z c)/>f<
0 d) \

95

Satz Sei A eine endlich-dimensionale Algebra. Jede Zusammenhangskom-
ponente von Iy, (A) ist von der Form ZA|G, wobei G eine nicht-triviale Automor-
phismengruppe von ZA ist, und A einer der Biume A,, Dy, Eq, E,, Eg, oder A..

Dabei sind A,, Dy, Eg, E7, Eg die wohlbekannten Dynkin-Diagramme,

und wir zeigen rechts einige ZA:

A, o—0—0 e 0—0 ZAs

D, ¢—o—o o—< ZD,

E, o——o—I—o—@-—o ZE,

A“ O Quenaal) #00 Quuef) 00
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Ist A darstellungsendlich, so kann natiirlich der Fall A., nicht auftreten. In
unserem Beispiel A, ist I, (A,) zusammenhingend und von der Form ZD;/G. Beim
Vier-Unterraum-Problem A, entsteht I',(A,) aus I'(A,) durch Weglassen der pra-
projektiven und der préinjektiven Komponente; die Komponenten von I, (Ay)
sind von der Form ZA.. /(1) oder ZA., [{72).

Die Konstruktion von ZA, und der Satz im Fall einer darstellungsendlichen
Algebra gehen auf Riedtmann [18] zuriick; der allgemeine Fall wurde zuerst von
Todorov [24] betrachtet, das vollstindige Ergebnis ist einer gemeinsamen Arbeit
mit Happel und Preiser [13] entnommen. Der Beweis des Satzes kann rein kom-
binatorisch gefiihrt werden. Betrachtet werden sogenannte additive oder subadditive
Funktionen auf Bdumen, und man erhilt auf diese Weise eine Charakterisierung
sowohl der Dynkin-Diagramme als auch der erweiterten Dynkin-Diagramme.

3 Universelle Uberlagerung

Wir haben implizit schon Uberlagerungen verwendet: es ist klar, daft ZA
gerade die universelle Uberlagerung von ZA/G ist. Ich erinnere daran, daf wir jeden
Translationskdcher als Flichenkomplex auffassen kénnen. Zu jedem zusammen-
héingendeg Flachenkomplex C gibt es einen einfach-zusammenhéingenden Flichen-
komplex C, die universelIeNUberlagerung von C, auf dem die Fundamentalgruppe G
von C operiert, sodaf C = C/G gilt. Falls nun C zu einem Translationskdcher gehort,
80 ist Klar, dafl man auch C wieder als Translationskécher auffassen kann, so dafy
die Uberlagerungsabbildung ¢ - C ejne Abbildung von Translationskéchern wird
[18], [5]. Ist also A eine endlich-dimensionale Algebra, so kénnen wir die univer-
selle Uberlagerung T'(A) des Auslander-Reiten-Kéchers I'(A) konstruieren. Im Fall
der Algebra A, erhalten wir fiir f(Al)

ey
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Links ist ein Fundamentalbereich angedeutet, Es gilt nun:

-Satz (Bongartz-Gabriel) Ist A eine darstellungsendliche Algebra iiber einem

algebraisch abgeschlossenen Korper, so ist Y'(A) der Auslander-Reiten-Kécher einer
lokal-beschrinkten Algebra A.

Dabei verstehen wir unter einer lokal-beschriinkten Algebra B eine Algebra

mit einer Menge {e;|i €1} von Idempotenten, so daR B= @ e;Be; gilt, und
ijel

daf} alle Ideale Be;B (i € I) endlich-dimensional sind. Offensichtlich besitzt B nur
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dann ein Finselement, wenn B selbst endlich-dimensional ist. Fir einen B-Modul
M setzen wir voraus, da M= @ e;M gilt (und natiirlich, da M endlich-dimensional
i€l

ist). Es ist nicht schwer zu sehen, dat auch fiir lokal-beschrénkte Algebren die Aus-
lander-Reiten-Verschiebung 7 definiert ist, so da man auch hier den Auslander-
Reiten-Kécher betrachten kann.

Wir setzen jetzt voraus, da A eine darstellungsendliche Algebra liber einem
algebraisch abgeschlossenen Korper k ist. Wie erhilt man nun A aus I'(A)? Fur
jeden Translationsk&cher I' kann man nach Riedtmann die sogenannte Maschen-
kategorie k(") definieren: Objekte der Kategorie seien die Punkte von I'. Wir bilden
zuerst die Wegekategorie zu T, hier ist die Menge der Morphismen vom Punkt a zum
Punkt b durch den k-Vektorraum mit Basis die Menge aller Wege von a nach b gege-
ben. Fiir jede Masche |

}, Vi &
TZ\ >z

Br TV ]

betrachten wir die Maschenrelation ¥, Ba; = 0. Die Maschenkategorie k(T") ent-
i=1

steht nun aus der Wegekategorie, in dem wir alle Maschenrelationen herausfaktori-
sieren. Fiir eine darstellungsendliche Algebra A hat die Maschenkategorie k(I'(A))
offensichtlich sehr viel Ahnlichkeit zur Kategorie ind(A) der unzerlegbaren A-Moduln;
allerdings sind Beispiele (in Charakteristik 2) bekannt, wo die Kategorien k(I'(A)) und
ind(A) nicht dquivalent sind [19]. Es ist leicht zu sehen, daf k(I"(A)) und ind(A)
zumindest dann aquivalent sind, wenn es keine orientierten Kreise in I'(A) gibt.
Um 5 zu konstruieren, nimmt man nun Idempotente e, fiir alle projektiven Punkte a
von I" (A) (dabei heifdt ein Punkt eines Translationskéchers projektiv, falls fir ihn 7
nicht definiert ist), und setzt fiir e,Ae, den Raum aller Homomorphismen von a
nach b in k(I'(A)), Dies definiert, mit der offensichtlichen Multiplikation, gine
Algebra A = ®e, Ae, ,.uind man muf} nun zeigen, dap A lokal-endlich-dimensional
ist, und daf® wirklich I'(A) = I'(A) gilt.

Ein direktes Verfahren, um A aus A zu gewinnen, ist kiirzlich von Bretscher
und Gabriel [7] vorgestellt worden. Falls A die Wegealgebra eines Ké&chers 2 modulo
eines von Monomen etzeugten Ideals ist, so erhélt man A ganz einfach dadurch, dafd
man die universelle Uberlagerung = von Z bildet, und mit den entsprechenden Rela-
tionen versieht [9]. Dies konnen wir im Fall unserer Algebra A, anwenden: sie ist

die Wegealgebra des Kdchers g—a—mD 8 modulo des von den Monomen g% und
BPa erzengten Ideals, also ist A die Wegealgebra der universelten Uberlagerung

0 o o

B 8 B B B

mit den Relationen * = ffa=0.
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Was passiert mit einem unzerlegbaren A-Modul M beim Ubergang zur uni-
versellen Uberlagerung? Wohlgemerkt, wir haben ja nur den Translationskdcher
['(A) tiberlagert, dem Modul M entspricht in I'(A) ein einziger Punkt, nimlich [M],
und unter der Uberlagerungsabbildung m:I'(A) = I'(A) ist [M] das Bild einer Reihe
von Punkten, nimlich gerade der Punkte in einer Bahn der Uberlagerungsgruppe,
also der Fundamentalgruppe von I'(A). Jedes solche Urbild kann, nach dem Satz
von Bongartz und Gabriel, wieder als Isomorphieklasse eines unzerlegbaren Moduls,
nidmlich eines %Moduls,Naufgefaﬁt werden, und wir wihlen nun einen derartigen
unzerlegbaren A-Modul M, also mit m([M]) = [M]. Wir wollen nun die beiden
Moduln M und M miteinander vergleichen. Es erscheint vorteilhaft, feste Repri-
sentanten der Isomorphieklassen unzerlegbarer Moduln zu wihlen, und als Punkte
der Auslander-Reiten-Kécher diese Moduln selbst zu nehmen; wenn wir im weiteren
von unzerlegbaren Moduln sprechen, meinen wir diese Reprisentanten, Ist nun

neben M ein weiterer unzerlegbarer A-Modul N gegeben, so gibt es funktorielle
Isomorphismen

® Homy (X, M) - Hom, (N, M), und
® Homg (M X)- Hom, (M, N),

wobei links die Summe jeweils iiber alle Urbilder X von N unter 7 zu bilden ist.
Wir wollen den ersten Isomorphismus im Fall, dafl N projektiv ist, niher betrach-
ten. Wir koénnen, entsprechend den klassischen Morita-Sitzen, voraussetzen, daf
sowohl 4 A, als auch z A direkte Summen von paarweise nicht-isomorphen unzer-

n
legbaren Moduln sind. Sej etwa aA= @ P, mit P; unzerlegbar (und projektiv).
i=1

Dann sind die Urbilder der verschiedenen P;unter 7 gerade die projektiven Punkte

~

von I'(A) = P(K), also die unzerle_gbaren projektiven A-Moduln. Wir k6nnen M mit

n
Homy (, A, M) = _@1 Hom, (P;, M) identifizieren, also erhalten wir Vektorraum-
1 =

Isomorphismen

n . n
M~ @ Homy(P,M)~ @ @ Homy(X, M)~ .
i=1 i=1m(X)=p

Die Réume Hom, (P;, M) sind die sogenannten isotypischen Komponenten des
Moduis M, ihre Dimension ist nichts anderes als (dim M);, wenn wir mit S; den
einfachen Restklassenmodul von P, bezeichnen. Wir sehen also, dafd M als Vektor-
raum mit M identifiziert werden kann, und da® dabei jede isotypische Komponente
von M der direkten Summe gewisser isotypischer Komponenten von M entspricht.
Betrachten wir als Beispiel die drei in der Einleitung angegebenen unzerleg-
baren A ;-Moduln mit Dimensionsvektor (2, 6). Urbilder dieser drei Moduln unter
der Uberlagerungsabbildung 7 sind, in der angegebenen Reihenfolge, die A,-Moduln
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Wir sehen, da® die drei A ;-Moduln schon durch ihre Dimensionsvektoren unter-
schieden sind. Wie erhilt man aus einem unzerlegbaren Al-Modul M den A,- Modul
W(M)'? Der Modul M ist gegeben durch Vektorrdume und lineare Abbildungen

U_, U, Uy U,
&y o o 55}
< A R AU S A A

wobei natiirlich nur endlich viele dieser Vektorriume # 0 sind. Bilde U=® Uj,
V=0V, a=®aq: U->V,und §: V-V sei die durch die verschiedenen p; defi-

nierte Abbildung. Wir erhalten auf diese Weise U s VDB, und dies ist natiir-
lich ein A;-Modul.

Wir wollen abschlieffend eine ziemlich offensichtliche, aber gulerst wichtige
Elgenschaft der universellen Uberlagerung I‘(A) herausstellen: I‘(A) besitzt keine
orientierten Kreise, ist also gerichtet. Die Untersuchung einer darstellungsendlichen
Algebra A hat uns zu einer Algebra A gefithrt, deren Auslander-Reiten-Kocher gerich-
tet ist. Nun ist zwar A selbst nicht endlich-dimensional, aber beim Studium einzelner
A-Moduln M konnen wir statt A die sogenannte Trigeralgebra AM) = AKele? =e,
eM=0) von M betrachten, die endlich-dimensional und darstellungsendlich ist, und
deren Auslander-Reiten-Kocher wie der von A gerichtet ist. Die Trégeralgebra der
beiden ersten soeben betrachteten A,-Moduln ist die Wegealgebra des K&échers
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(ohne Relationen), die des dritten ist gegeben durch den Kocher

@ o)
1 5
O———0x O« O mitp,B,a=0.
B B
4 Algebren mit gerichtetem Auslander-Reiten-Kocher

Wir betrachten eine endlich-dimensionale darstellungsendliche Algebra A
liber einem algebraisch abgeschlossenen Korper k, und setzen nun zusitzlich voraus,
daf’ der Auslander-Reiten-Kocher I'(A) gerichtet ist, also keine orientierten Kreise
besitzt. Als erstes sehen wir, daf in diesem Fall jeder unzerlegbare A-Modul durch
seinen Dimensionsvektor dim M, also die Vielfachheiten der einzelnen Komposi-
tionsfaktoren eindeutig charakterisiert ist:

Satz Sind M, M’ unzerlegbare A-Moduln mit dim M = dim M', so sind M
und M' isomorph.

Dies wurde gemeinsam mit Happel [14] mit Hilfe der sogenannten Kipp-
theorie bewiesen; ein analoges Ergebnis steht bei Bautista-Larrion [3]. Mittlerweile
gibt es einen direkten Beweis von Happel [12].

Wir wollen nun die Menge der Dimensionsvektoren der unzerlegbaren
A-Moduln kombinatorisch beschreiben, und daraus Folgerungen iiber die Struktur
der unzerlegbaren Moduln ziehen. Wir gehen davon aus, daR unsere Algebra A
genau n einfache Moduln S, . . ., S, besitzt, die Dimensionsvektoren sind also
n-Tupel ganzer Zahlen. Die Menge Z" aller ganzzahligen n-Tupel kénnen wir als die
Grothendieck-Gruppe Go(A) auffassen, die folgendermafien definiert ist: wir bil-
den die freie abelsche Gruppe F mit Basis die Menge aller A-Moduln, und betrachten
die von den Elementen M' — M + M", mit 0 = M’ = M -> M" = 0 eine exakte Folge
von A-Moduln, erzeugte Untergruppe R, Es ist Go(A) =F/R, und nach dem Satz
von Jordan-Hoélder bilden die Restklassen S; + R der einfachen Moduln eine Basis
von G4 (A). Unter Verwendung dieser Basis wollen wir G (A) mit Z® identifizieren;
die Restklasse des Moduls M in G4 (A) ist dann gerade dim M. Die nicht-trivialen
n-Tupel nicht-negativer ganzer Zahlen nennen wir positiv, es sind dies die Dimen-
sionsvektoren der Moduln # 0. Da wir voraussetzen, da® A einen gefichteten Aus-
lander-Reiten-Kocher besitzt, hat A endliche globale Dimension gl. dim A, und wir
konnen auf G, (A) eine Bilinearform vermoge

(dim M, dim N) = §0 (—1)! dim Ext'(M, N)

definieren (dabei steht Ext° fiir Hom, und die langen exakten Hom-Sequenzen zei-
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gen, daf dieses Produkt wohldefiniert und bilinear ist). Wir bezeichnen mit q, die
zugehorige quadratischen Form, also g4 (X) = (x, x). Fiir die im letzten Abschnitt
betrachteten Trigeralgebren notieren wir deren quadratische Form: zur Wegealgebra
des Kdchers (ohne Relationen)

1 2
e

gehort die quadratische Form

6
Z X?—XIXS _X2X4 —X3X4 _X4X5 —XSXGs
t=1

zum Koécher
1 2
| |-
3< 4< 5« 6 mit 61[3205: 0
B B2

gehort die quadratische Form

6
Y XX Xs - XpXs — XaXg —XpXs — XsXe + X X5

i=1

Da wir voraussetzen, daB I"(A) gerichtet ist, ist offensichtlich fiir jeden
unzerlegbaren Modul M einerseits End(M) = k, andererseits ExtiM, M)=0firi=>1,
also ist dim M eine positive Wurzel von q, (dabei nennen wir jede Lésung von
qa(x) = 1 eine Wurzel von q, ). Im allgemeinen ist nicht jede positive Wurzel auch
Dimensionsvektor eines unzerlegbaren Moduls. Setzen wir jedoch einschréinkend
voraus, da die globale Dimension von A Klein ist, so haben wir: :

Satz Falls gl. dim. A < 2,50 ist qa schwach positiv, und die Dimensions-
vektoren der unzerlegbaren Moduln sind genau die positiven Wurzeln von q,.

Dabei heift eine quadratische Form q schwach positiv, falls fiir alle posi-
tiven x gilt q(x) > 0. Der Beweis dieses Satzes aus [14] soll hier kurz angedeutet
werden, Sei ein positives x € Z" gegeben. Wihle einen Modul X mit dim X = x und
kleinst-maglicher Dimension von End(X). Sei X = @X;, mit X; unzerlegbar. Nach
[20] gilt wegen der Minimalitit von dim End(X), da Ext (X;, X;) =0 fur i+ .
Da wir auch wissen, daf Ext!(X;, X;) = 0 fiir alle i gilt, haben wir Ext!(X, X)=0.
Also ist

qa (%) = dim End(X) + dim Ext*(X, X) >0,

und aus g, (x) = 1 folgt, daft End(X) = k (und Ext*(X, X) = 0) gilt, also ist X
unzerlegbar.

Die Voraussetzung des Satzes ist nicht so einschneidend, wie sie erscheinen
mag. Es gilt namlich: -
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Lemma Falls A einen unzerlegbaren Modul M besitzt, der jeden einfachen
Modul als Kompositionsfaktor enthilt (einen sogenannten aufrichtigen Modul),
so ist gl. dim. A < 2.

Beweis. Angenommen, Ext3(X, Y) # 0 fiir gewisse unzerlegbare Moduln
X, Y. Wihle exakte Sequenzen 0+ X'->P~>X->Qund 0> Y > 1~ Y' - 0 mit P
projektiv, I injektiv. Dann ist Ext*(X’, Y') = Ext3(X, Y) # 0, also gibt es eine nicht-
zerfallende exakte Sequenz 0 - Y' - Z - X'~ 0. Es ist nun leicht, einen orientier-
ten Kreis in I'(A) zu konstruieren, indem man Abbildungen

M=>I->Y->Z->X->P->M

betrachtet, und zu geeigneten direkten Summanden der angegebenen Moduln {iber-
geht, im Widerspruch zur Voraussetzung, daB I'(A) gerichtet ist.

Wir sehen also, da® man beim Studium einzelner unzerlegbarer A-Moduln
M immer voraussetzen kann, daf gl. dim. A <2 gilt, indem man A durch die Triger-
algebra A(M) ersetzt,

Wir kdnnen nun den folgenden, ziemlich iiberraschenden Satz von Ovsienko
[17] uiber ganze quadratische Formen anwenden (dabei heifdt eine quadratische
Form q auf Z® ganz, falls sie ganzzahlige Werte annimmt, und zusitzlich die kano-
nischen Basisvektoren von Z® Wurzeln sind; unsere quadratische Form q, ist natiir-
lich ganz, denn die kanonischen Basisvektoren von Z" sind gerade die Dimensions-
vektoren der einfachen Moduln):

Satz (Ovsienko) Ist x = (x,, ..., Xp) positive Wurzel einer schwach positi-
ven ganzen quadratischen Form, so gilt x, < 6 fiir alle i.

Daf} der Wert 6 wirklich angenommen wird, sieht man an der lingsten
Wurzel der quadratischen Form zum Dynkin-Diagramm Ej,.

Folgerung Ist M ein unzerlegbarer A-Modul, so ist die Vielfachheit jedes
einfachen A-Moduls als Kompositionsfaktor von M durch 6 nach oben beschrinkt.

Ohne Verwendung des Satzes von Ovsienko wurde dies von Bongartz in
[4] bewiesen, Es folgt ziemlich unmittelbar, da} es zu vorgegebenem n nur endlich
viele Morita-Aquivalenzklassen endlich-dimensionaler darstellungsendlicher Algebren
mit gerichtetem Auslander-Reiten-Kécher und n einfachen Moduln geben kann [5],
denn einerseits ist eine solche Algebra durch ihren Auslander-Reiten-K&cher bis auf
Morita-Aquivalenz eindeutig bestimmt, andererseits gibt es nur endlich viele Trans-
lationskdcher mit hdchstens 7* Punkten., -

Abschliefend bemerken wir, daR sich der Auslander-Reiten-Ko6cher I'(A)
sehr einfach berechnen lift, man kann ihn von links nach rechts mithelos ,,stricken“-
Dabei bildet man induktiv fiir jede Masche den entsprechenden Cokern, und fiigt,
falls ein gerade neu konstruierten Modul direkter Summand des Radikals eines
unzerlegbaren projektiven Moduls P ist, diesen Modul P ein. Begonnen wird mit
den einfachen projektiven Moduln, dies sind gerade die Quellen von I'(A). Da die
unzerlegbaren Moduln schon durch ihren Dimensjonsvektor eindeutig charakteri-
siert sind, geniigt es, statt mit Moduln mit Dimensionsvektoren zu arbeiten; die

Cokernbildung wird also ersetzt durch eine leichte Subtraktionsaufgabe. Zum
Beispiel erhalten wir fiir
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den folgenden Auslander-Reiten-K&cher:
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und man sieht, da} dies ein voller Unterkdcher von ZE ist.

5 Ausblick

Ich fasse zusammen: ausgehend von einer endlich-dimensionalen darstel-
lungsendlichen Algebra A iiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper k kon-
struiert man eine lokal-beschrinkte Algebra A, auf der eine Gruppe G operiert,
so da® man den Auslander-Reiten-Kécher I'(A) als I'(A)/G erhalt. Da man
den Auslander-Reiten-Kocher I'(A) von A vollig mithelos berechnen kann, erhilt
man auf diese Weise ein effektives Hilfsmittel zur Bestimmung auch von I'(A)
selbst. Jedem unzerlegbaren A-Modul M entspricht auf diese Weise eine G-Bahn
: unzerlegbarer~§-Moduln M, und man kann an M viele Eigenschaften des Moduls M
ablesen. Um M zu studieren, wird man iiblicherweise zur Trigeralgebra A(M) tber-
gehen, und es zeigt sich, daf die moglichen Trageralgebren A(M) vollstindig klassi~
fiziert werden konnen {4].

In diesem Bericht habe ich versucht, einen kleinen Einblick in die Methoden
und Ergebnisse der neueren Darstellungstheorie zu geben. Ich habe mich dabei im
wesentlichen auf darstellungsendliche Algebren iiber algebraisch abgeschlossenen
Grundkodrpern beschriinkt, doch auch hier mufite ich vieles ausklammern, was von
Interesse gewesen wire, wie weitergehende Strukturaussagen fiir die Auslander-
Reiten-Kocher, das Zuriickfithren der Moduln iiber Algebren mit gerichtetem Aus-
lander-Reiten-K&cher auf Moduln iiber erblichen Algebren, und die Frage nach mul-
tiplikativen Basen fiir Algebren und Moduln. Auch ist fiir spezielle Klassen von dar-
stellungsendlichen Algebren, zum Beispiel fur die selbstinjektiven, mittlerweile
eine vollstindige Klassifikation sowohl der Algebren, als auch ihrer Moduln
bekannt. Nicht erwihnt habe ich die Probleme, die auftreten, wenn der Grundkor-
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per nicht algebraisch abgeschlossen ist, oder wenn man allgemeiner Moduln itber
artinschen Ringen betrachtet: hier spielen Schiefkrpererweiterungen vom Index 2
und 3 eine wichtige Rolle. Entfernt man sich vom darstellungsendlichen Fall, so
treten vollig andersartige Phiinomene auf, die gegenwirtig intensiv studiert werden.,
Doch auch hier ist die Struktur des Auslander-Reiten-K&chers von grofitem Interesse,

auch hier reduzieren sich viele Fragestellungen letztendlich auf kombinatorische
Probleme.
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