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UBER INVOLUTIONEN DER 3-SPHARE+

FRIEDHELM WALDHAUSEN
(Eingegangen 30. Oktober 1967)

WIR ZEIGEN: Sei M die 3-Sphdre, und sei h: M — M eine orientierungserhaltende simpliziale
Abbildung der Periode 2. Dann ist h konjugiert zu einer orthogonalen Abbildung.

Fiir fixpunktfreiec Abbildungen stammt dies Ergebnis von Livesay [2]. Im andern Fall
lagen Teilergebnisse vor, d.h. es war nachgewiesen, dal} gewisse Knoten nicht als Fixpunkt-
menge in Frage kommen, vgl. [3], sowie [1] und die dort angegebene Literatur,

Im Beweis des Satzes arbeiten wir mit Heegaard-Zerlegungen. Die Argumentation ist
dhnlich zu der in [7].

§1. DEFINITIONEN

Wir sind in der semilinearen Kategorie. Rdume sind i.a. kompakt. Regulire Umge-
bungen und allgemeine-Lage-Deformationen sind Klein zu wihlen beziiglich der vorher in
der Argumentation genannten Dinge.

Eine Brezel ist homdomorph zu einer reguliren Umgebung eines zusammenhéngenden
Graphen in einer orientierbaren 3-Mannigfaltigkeit. Jede Brezel kann aus dem 3-Element
erhalten werden durch paarweises Identifizieren von 2-Elementen im Rande des 3-Elements;
diese 2-Elemente gehen dabei in ein Flichensystem iber, das wir als ein System von Meri-
dianflichen bezeichnen.

Eine Mannigfaltigkeit X heilt eine Hohlbrezel, wenn es eine Brezel ¥ gibt und ein
System x von 2-Elementen in ¥, x n 0V = dx (0" bedeutet Rand”), so daB X homoo-
morph ist zu einer reguliren Umgebung von xu d¥ in V. Die Komponente oV von 0X
heiBt ausgezeichnete Randfliche, das System x heiBt ein System von Meridianflichen. (In
dieser Arbeit kommt nur eine Art von Hohlbrezeln vor, nimlich die zusammenhéngende
Summe am Rande” von Torus x Intervall und einer Brezel.)

Ein geordnetes Paar von Untermannigfaltigkeiten, (Y, Z), einer (orientierbaren 3)
Mannigfaltigkeit N heiBt eine Heegaard-Zerlegung, wenn gilt: YUZ=N; YnZ=0Y;
Y ist eine Brezel; Z ist eine Brezel oder eine Hohlbrezel mit Y nZ als ausgezeichneter
Randfliche. (Fiir berandete Mannigfaltigkeiten ist diese Definition weniger allgemein als

die in [7, (4.2)] gegebene.)

f This research was supported by NSF GP 5610 at the University of Illinois.
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) Sei (V, W) eine Heegaard-Zerlegung vom Geschlecht n der 3-Sphére. Ein System

e v=1ov,U ** U, von 2-Elementen in V, v n 0V = v, heiBt ein gutes System von Meridian-
fldchen in V, wenn es ein System w = w; U+ w,u von 2-Elementen in W, w n 0W = ow,
gibt, so daB bei geeigneter Numerierung der Komponenten von v und w gilt

avi!n 0w, ist genau ein Schnitt- (und Durchsetzungs-)punkt

on,now; =,  wenni>j;
wir nennen w ein v zugeordnetes System. (Die Definition weicht etwas ab von der in [7]
gegebenen, und zwar in “n = Geschlecht von ¢V ”.) Die Definition ist symmetrisch in v

und w. Diese Symmetrie auler acht lassend, denken wir uns aber die Komponenten von v
0 o und w stets so numeriert wie angegeben.

§2. PERIODISCHE ABBILDUNGEN
__ Set M die 3-Sphire, und sei h: M — M eine orientierungserhaltende simpliziale Abbil-

o dung (simplizial beziiglich einer einzigen Triangulation), so daB k" = id. fiir ein y > 1. Es ist
‘ bekannt [6], daB fiir jedes « die Fixpunktmenge von A* (** Fix(h*) ) eine Sphire ungerader
Dimension ist. Wir betrachten nur solche A, fiir die entweder

Fix(hy= g firallea,0 < a <y, oder

Fix(h*) # (& fiir alle o (und deshalb Fix(h®) = Fix(h) fiir 0 < a < ).
Im folgenden unterscheiden wir die beiden Fille durch die Hinweise “ Fix(h) = @ und
“Fixthy # & ".

Im Falle Fix(h) # ¢ gibt es eine Vollring-Umgebung T von Fix(h), so daB A|T eine
: Drehung um die Mittellinie von T ist. T ist zwar als fest gewihlt zu denken, es wird aber
gelegentlich bequem sein, zu einem kleineren T iiberzugehen.
2.1. LEMMA. Es gibt eine Heegaard-Zerlegung (V, W) von M, so daf h(V) = V, und so daf} im
Falle Fix(h) # & auferdem gilt: T W, und X = W — T ist eine Hohlbrezel, d.h. (V, X)
ist eine Heegaard-Zerlegung von M — T. Die Heegaard-Zerlegung (V, W) hat die folgende
Eigenschaft:

Es gibt ein gutes Systemv von Meridianflichen in V und ein v zugeordnetes System w in W,
L so dap | J*(v) und \ JW*(w) nicht-singulir sind in folgendem Sinne:

; R Fiir jede Komponente v; von v und fiir jedes o ist

: A entweder B*(v) nv = &

: ; oder h*(v,) ist gleich einer Komponente von v;

und das Entsprechende fiir w.

i Beweis. Der Quotientenraum N = M/h ist eine Mannigfaltigkeit; sei p: M — N die Projek-
g tion. Sei K das 1-Skelett einer Triangulation von N, so daB p(Fix(h)) c K. Wir definicren W*
C als regulire Umgebung von Kin N, und V* = N — W*.

Im Falle Fix(h) # & definieren wir T* als regulire Umgebung von p(Fix(h)) in W*.
Es gibt ein System x* von 2-Elementen in W*, x* R 0W* = dx*, und eine reguldre Umge-
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bung X* von x* U dW* in W* (die ausnahmsweise nicht klein gewdhlt ist beziiglich der
bereits genannten Dinge), so daB X* = W* — T*. In X* gibt es einen zu x* disjunkten
Kreisring y*, y* n0X* = dy*, dessen eine Randkurve in dW* liegt und dessen andere
Randkurve in dT* liegt und in T* homolog ist zur Mittellinie p(Fix(h)).

Wir definieren ¥V = p~{(V*) und W = p~}(W*). Im Falle Fix(h) # {J ist offensichtlich,
daB h|T eine Drehung um die Mittellinie von T = p~*(T'*) ist; und das System x = p~H(x%)
zeigt, daB X = p~'(X*) eine Hohlbrezel ist.

Nach [7, (3.1)] ist die konstruierte Heegaard-Zerlegung (V, W) die “Standard -
Zerlegung der 3-Sphire. (Die Benutzung dieses Resultats konnte vermieden werden: nach
[4] und [5] erhdlt man die Standard-Zerlegung, wenn man geniigend viele “trivale Henkel ”
anfiigt; dies kann in iquivarianter Weise gemacht werden.) Es gibt also ein gutes System v
von Meridianflichen in ¥ und ein v zugeordnetes System w in W. Der Rest des Beweises
dient nun dazu, die Singularititen von | ) #*(v) und die von | ) h*(w) zu entfernen. Die Idee
ist, in durch die Situation motivierter Weise durch * Henkelanhingen ” zu einer Heegaard-
Zerlegung hoheren Geschlechts iiberzugehen und dabei die drgerlichen Singularititen
einfach auszuschneiden (vgl. [7, Beweis zu (2.5)]). Das Henkelanhdngen hat in dquivarianter
Weise zu geschehen, was nicht weiter stort. Unangenehm ist aber, dafl etwa v N h(v) ge-
schlossene Kurven enthalten kann und daB eine solche Kurve nicht zum Henkelanhéngen
benutzt werden kann: wir miissen daher die Situation zunéchst soweit vereinfachen, daB
solche Schnittkurven auf andere Weise entfernt werden knnen.

Wir behandeln explizit das Entfernen der Singularititen von | #*(w) im Falle Fix(h) # &.
Die Behandlung der drei andern (i.w. identischen) Flle ergibt sich hieraus durch Verein-
fachung; wir gehen zum Schluff darauf noch ein.

a. Wir kénnen folgendes erreichen: Es gibt ein System x von 2-Elementen in W, x 0\ 0W = 0x,
x " Fix(h) = ¢, h(x) = x, und eine reguldre Umgebung U(x), h(U(x)) = U(x), so dap gilt:
(W = U(x)) ist ein Vollring mit Fix(h) als Mittellinie, und: Jede Komponente von w ist ent-
weder disjunkt zu U(x) oder identisch mit einer Komponente von X.

Beweis. Sei x = p~*(x*) das oben definierte System von 2-Elementen in W. Durch eine
kleine Deformation von (w, dw) in (W, dW) erreichen wir allgemeine Lage von w in bezug
auf x. Hinterher entfernen wir die geschlossenen Kurveninxnw durch Abédnderung von w
bei festgehaltenem dw (Gibt es solche Kurven, so gibt es ein 2-Element D in %, so daB
D nw = aD; wir ersetzen durch D das von 0D auf w berandete 2-Element und heben ab.
Usw.). Da in einer Umgebung von x die Abbildung p: M — N keine lokalen Singularititen
hat, kénnen wir durch eine weitere isotope Deformation von (i, aw) in (W, dW) erreichen,
daB zusitzlich gilt: Es gibt eine Umgebung von X, in der die Singularititen von x ul ) K(W)
allgemeine Lage haben.

Esist nun I = x n| ) #*(w)ein Graph; keine Komponente von I’ liegt im Innern von x.
Sei U(T) eine regulire Umgebung von I’ in M, so daB A(U(T)) = U(T) (eine solche Umge-
bung kann erhalten werden als Urbild einer reguldren Umgebung im Quotientenraum.—
Entsprechendes gilt fiir dhnliche Situationen weiter unten). Wir werden V und W durch
VU U(T) und W — U(T) ersetzen. Wir wollen nachweisen, daB W — U(I) eine Brezel ist
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(daB ¥'u U(T) eine Brezel ist, ist klar) und daB es ein gutes System & von Meridianflichen
in ¥'u U(T) gibt und ein & zugeordnetes System in W — U(I"), das ein Teilsystem von (x U w)
n (W — U(I)) ist. Wir fiihren diesen Nachweis, indem wir U(T') Stiick fiir Stiick aus W
herausnehmen und bei jedem Schritt unsere Daten iiberpriifen.

Wir denken uns U(T') zusammengesetzt aus * Kugeln” um die mehrfachen Punkte
von I" und “Balken” um die Strecken von I'; jedem Teilgraphen von T ist nun ein wohl-
bestimmter Teil von U(I') zugeordnet.

Wir verschaffen uns einen Vorrat von 2-Elementen, e, €, ..., aus dem wir spiter v
erganzen werden, und zwar sei e; ein 2-Element im i-ten Balken, so daB e,n oU = de,
nicht zusammenziehbar ist in W aU und daB de; die Komponente von |J A*(w) und die
Komponente von x, die es trifft, in nur je zwei Punkten trifft (e, 1st ein *“ Querschnitt” im
i-ten Balken). Es ist moglich, e = e, Ue, U+ 50 zu wihlen, daB h(e) = e.

Sei k eine Komponente von x n w; & liege in der Komponente w; von w. U(k) bestehe
aus den k umgebenden Kugeln und Balken. Da k ein Bogen ist und da k ~ dw = ok, besteht
(wj - U(k)) aus zwei 2-Elementen, w; und wj, ; von diesen sei wj., dasjenige, das den
Schnittpunkt v; A w; enthdlt. W’ = (W ~ U(k)) ist eine Brezel (da (W’ — U(w})) homdo-
morph ist zu W; wobei U(w)) eine regulire Umgebung von w) ist); V' =VuU(k) ist
sicherlich auch eine Brezel. Wir definieren

v =U; Wi = w, fiiri <j
i 12 [} )
’
v;=v;,
! r e . s,
Viv1 =0, Wipr=w, firi>j;

wj und w’, | seien die oben so genannten 2-Elemente. Fiir vj+, nehmen wir eines von den
oben e, e,, ... genannten 2-Elementen, das in U(k) liegt (und das sowohl w/ als auch wj,

in genau einem Punkte trifft). o” ist ein gutes System von Meridianfidchen in V', und w’ ist
ein v’ zugeordnetes System.

Auf die gleiche Art verfahren wir mit den iibrigen Komponenten von wnx. Sei
(V*, W”) die schlieBlich erhaltene Heegaard-Zerlegung, und seien v” und w” die konstruierten
Systeme von Meridianflichen.

Sel x"=xn W’ Es ist w"nx" = @ (und insbesondere w’ AT = &); jede Kompo-
nente von x” ist ein 2-Element. Sei / ein Bogen in I'n W”, so daB /n dW" = 4. Es bestehe
U(l) aus den / umgebenden Kugeln und Balken. Von den 2-Elementen (x" — U(D)) seien x;
und x3 die an U(/) anstoBenden. Da keine Komponente von I'n W’ im Innern von x"
liegt, kann / so gewihlt werden, daB x| N[ = . Wir definieren nun V" = V" u U(l) und
W" =(W" - U(l)). Es seien o, ..., " und wi, ..., wy die Komponenten von v” und w".
Wir definieren v} =v’ und w}' = w"fiir j < n, und W,y 1 = X1, fiir v, | nehmen wir eines von
den oben ey, ¢,, ... genannten 2-Elementen, das in U(]) liegt.

Auf die gleiche Art verfahren wir mit dem Rest von T' n W”. Nach Ausfiihrung der
beschriebenen Konstruktion schreiben wir wieder (¥, W) fiir unsere Heegaard-Zerlegung
und v, w fiir die Systeme von Meridianflichen. Der Durchschnitt des urspriinglichen x

mit der neuen Brezel W hat die in (a) behaupteten Eigenschaften; im folgenden schreiben
wir x fiir diesen Durchschnitt.
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b. Wir kinnen folgendes erreichen: Es gibt ein System x von 2-Elementen in W, x N Fix(h)
= (%, h(x) = x, und ein System y von Kreisringen in W, ynd(W —"T)=2ay, h(y)=y,
y nx =, so dap keine Komponente von W — (xuy) durch h auf sich selbst abgebildet
wird und so dap fiir jede Komponente w; von w gilt: Es ist entweder w; < x oder h(w;) = w;
oder w; Nn(xvy)=&.

Beweis. Sei y = p~}(y*) das eingangs des Beweises definierte System von Kreisringen. Die
Konstruktionen in (a) waren weit weg von y; €s ist also immer noch y c W.

Beim gegenwirtigen Stand unserer Argumentation ist jede Komponente von w entweder
auch eine Komponente von x oder sie ist enthalten in dem Vollring (W — U(x)), dessen
Mittellinie Fix(h) ist. Da es in einem Vollring bis auf Isotopie nur zwei 2-Elemente gibt
(namlich ein rand-paralleles und eine Meridianfliche), kénnen wir durch eine auf oW u U(x)
konstante Deformation erreichen, daBl jede Komponente von w die Vollring-Umgebung T
von Fix(h) in hochstens einem 2-Element trifft. Da wir diese 2-Elemente vorgeben konnen,
diirfen wir ferner annehmen: k(wnT)=wnT; jede Komponenie von wn T ist eine
Meridianfliiche in T; jede der Meridianflichen wn T trifft jede der Kurven y n 0T in genau
einem Punkte.

Durch eine auf T konstante Deformation von w stellen wir allgemeine Lage von w in
bezug auf y her. Danach entfernen wir durch Abindern von w (bei festgehaltenem (w0 T)
v ow) die geschlossenen Kurven in wn y. Ist nun y, eine Komponente von y, und ist w;
eine T treffende Komponente von w, so besteht y; 0 w; aus genal einem Bogen, der in y,
nicht rand-parallel ist, und im ibrigen nur aus Bagen, deren beide Endpunkte in yy noW
liegen. Bogen der ersten Art bezeichnen wir als “ ausgezeichnete Bogen”. Sei I, das System
der ausgezeichneten Bogen in der «“ersten” Komponente y, von y, und seien 5,15, ...
die Systeme der ausgezeichneten Bogen in den iibrigen Komponenten y, = B(yy)s Y35+ -
von y. Es gibt eine auf y, n T konstante isotope Deformation auf y;, die I, in h(l;) iiber-
fiihrt, und es gibt dhnliche Deformationen auf y,, ... . Wir induzieren diese Deformationen
durch eine Deformation von (v U w, dou dw)in (VU W, V A W). Danach definieren wir den
Graphen I' als Vereinigung der ausgezeichneten Bogen und der Kurven wndT und
wihlen eine regulire Umgebung U (T') so, daB3 K(U(T)) = um).

Sei T” eine regulidre Umgebung von Fix(h)inT,so daB h(T) =T". Sei j ein System von
Kreisringen in T— T, jno(T — T =07, so dab h(5)=]J und §ndT=yndl. Wir
ersetzen T und y durch 7' und y U, schreiben aber wieder T und y. Es ist nunmehr
TnUI)=dg.

Wir wollen von ¥ und W zu V'u U(I) und (W — U()) iibergehen.

Sei U’ eine Komponente von U(I). Es gibt eine Komponente w; von w, 50 daB} U’
eine regulire Umgebung von w; N T ist. (w = U) besteht aus (y + 1) 2-Elementen (y=
Periode von k). Eines von diesen, wj, ist disjunkt zu ¥ und wird durch h auf sich abgebildet.
Bei geeigneter Numerierung der iibrigen, W}, ..., W}, gilt folgendes: Es gibt 2-Elemente
v9 v}’-" in Un W, vj NnolU’ = 6vj~, so daB 60} néw’ genau ein Schnitt- (und

Jarecy . . " )
Durchsetzungs-)punkt ist, wenn g =i oder =i+ 1, und leer in den ibrigen Fillen, und:

w! enthilt den Schnittpunkt ;"\ W, Die v} konnen so gewdhlt werden, daB ¢} = K~ '(v)),

wenn i > 1.
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Wir definieren V' = VU U", W' = (W - U");

v, =10, w,=w,, firg<j,
Vgty = Uy, Wy, =w,, fiirg>j
Uity =0},

Wity = W],

Viei=0j,  W=w, fir0<igy-—1.

y=(- U’) ist ein System von Kreisringen. Beim Aufschneiden an x U y" entsteht zwar aus
W’ nicht ein System von Vollringen, sondern ein System von Brezeln, jedenfalls wird
aber keine der Komponenten von W’ — (x u ') durch h auf sich abgebildet.

Auf die gleiche Art entfernen wir die ibrigen Komponenten von U(I). Nachdem dies
geschehen ist, schreiben wir wieder ¥, W, v, w, x, y fiir unsere Daten.

Es bezeichne w* das System derjenigen Komponenten von w, die zu x und zu T disjunkt
sind. Nach einer kleinen Deformation von w* ist weiterhin jede Komponente von w* Ny
ein Bogen (und nicht eine geschlossene Kurve) und es gilt auBerdem: Fs gibt eine Umgebung
von y, in der die Singularititen von yul) B(w*) in allgemeiner Lage sind.

Wir definieren T =y A | ] #*(w*) und wiihlen eine regulire Umgebung U(T), so daB
h(U(I')) = U(T"). Wir gehen iiber von ¥ und Wzu V'u UM und (W —- UT)).DaT nT =,
zeigt eine Argumentation, die mit der in (a) nahezu identisch ist, daB wir w ersetzen kénnen
durch {wn (W — UT)} v {ein geeignetes Teilsystem von yn(W - UT))}, wihrend wir v
erginzen durch 2-Elemente in U(T). Das System (x U y) A (W ~ U(T)) hat nun die in der
Behauptung (b) genannten Eigenschaften.

¢. Seien x und y die in der Behauptung (b) genannten Systeme. Sei w* das System derjenigen
Komponenten von w, die zu x U y disjunkt sind. | B (w — w*) ist bereits nicht-singulér im
Sinne der Behauptung von (2.1), und U #5(w — w*) ist disjunkt zu w*. Seien X, X,,...
die Komponenten von X — (x u ¥); die X; lassen sich so numerieren, daB h(X;) = X4,
Jede Komponente von w* ist enthalten in einem der X ;+ Also kénnen wir in der iiblichen
Weise erreichen, daB die Singularititen von () #*(w*) in allgemeiner Lage sind und daf
w* nB(W*), fiir jedes a, 0 < o <y, keine geschlossene Kurve enthilt.

Wir definieren nun I" als den aus den Singularititen von | | A*(w*) bestehenden Graphen
und U(T) als regulire Umgebung von T, so daf hU(I')) = U(T). Wir gehen von ¥ und W
iiber zu VU U(T) und (W - U)). w wird ersetzt durch ein geeignetes Teilsystem von
(U #*(w); die Details sind dhnlich zu denen in (2) Damit ist die Behandlung der Singularititen
von () &%(w) im Falle Fix(h) # &5 abgeschlossen.

d. Bei der Behandlung der Singularititen von U #%(w) im Falle Fix(h) = & haben wir
folgenden Unterschied: Statt des ganz zu Anfang gewihlten Systems x* nehmen wir ein
System von Meridianflichen in W*. Es gilt dann bereits nach dem Schritt (a), daB die

Komponenten von W — x durch / untereinander vertauscht werden; und nach (a) folgt
sofort (c).

Das Entfernen der Singularititen von |J #*(v) (nachdem die von | A*(w) bereits entfernt
wurden) geht ebenso; es ist nur sicherzustellen, daB es ein System z von 2-Elementen in ¥
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gibt, zn 0V = iz, h(z) = 2, SO daB keine der Komponenten von V' —z durch h auf sich
selbst abgebildet wird. Ein solches System z gab es jedenfalls ganz zu Anfang, und es ist
leicht zu verifizieren, daB nach jeder der beschriebenen (U h*(w) betreffenden) Konstruktionen
wieder ein solches System existiert. Ferner ist klar, daB beim Normieren von v keine
Singularititen von w geschaffen werden miissen. Denn in den Schritten (a) und (c) sind alle
Deformationen der Randkurven allgemeine—Lage-Deformationen.

2.2. Definition. Es sci Z eine Brezel mit F als Randfliche oder eine Hohlbrezel mit F als
ausgezeichneter Randfliche. Sei z ein System (paarweise disjunkter) 2-Elemente in Z,
2ndZ=znF=30z, und sei k em System paarweise disjunkter einfach-geschlossener

Kurven in F. Wir sagen, daf} k kurz beziiglich z ist, wenn folgende Aussage nicht richtig ist:

Es gibt ein 2-Element DinZ,sodaB DnéZ=Dn k ein Bogen in D ist, und es gibt
eine Komponente z; von z, SO daB Dz, =(éD = k).

2.3. LEMMA. Sei (V, W) eine Heegaard-Zerlegung mit den in (2.1) genannten Eigenschaften.
Dann kénnen v und w so gewdhlt werden, daf auPerdem gilt:

| #(@v) ist kurz beziiglich| ) H*(w)

| h(@w) ist kurz beziiglich| ) h*(v)-
Beweis. Angenommen, €S sei etwa [ } h*(Cv) nicht kurz beziiglich U #(w). Wir zeigen, wie
wir durch Ubergang zu einem andern w die Situation vereinfachen konnen. Als Kom-
pliziertheitsbegriff dient die Anzahl der Schnittpunkte | #*(8v) N | w(ow), jeder mit der
richtigen Vielfachheit gezihlt (=Z¢,,(Anzahl der Punkte #*(dv) N hE(ow))).

Durch Abinderung von D bei festgehaltenem 0D erreichen wir, daB die Schnitte von
D mit | ) B*(w) einfache Kurven und Bogen sind; durch weitere Abinderung von D bei
festgehaltenem 0D entfernen wir die geschlossenen Kurven. Es ist jetzt jede Komponente
von D | k*(w) ein Bogen, dessen beide Endpunkte in D dv liegen. Also konnen wir zu
einem andern D iibergehen, so daB gilt: D0 oW = D dv ist ein Bogen indD, D nl K
= (8D — (3D N 0v))-

Unser nichstes Ziel ist, sicherzustellen, dab WD)n D= fir0< B <y (und daB

DnT=J).
|) K#(w) ist invariant unter h. Beim Aufschneiden an |J K*(w) zerfalit W in 3-Elemente.

Sei E' die abgeschlossene Hiille derjenigen Komponente von W~ h(w), die D
enthilt (E' braucht kein 3-Element zu sein).

Ist Fix(h) nE' = @&, s0 folgt aus einem bekannten Fixpunktsatz iiber das 3-Element,
daB h"(fi') NE =@ fir 0<f <7 Da dDn | K(w) in einer einzigen Komponente von
| #%(w) liegt, folgt weiter, daB WD) D= @ fir0 <B <7

Sei also E' N Fix(h) # & und deshalb (E") = E'. Yon den 3-Elementen, in die W beim
Aufschneiden an{ ) i (w) zerfallt, sei E dasjenige, das auf E’ projiziert, und p:E- E' sei die

Projektion. Wir haben eine induzierte Abbildung E— E, die wir ebenfalls & nennen;

[ = p~'(Fix(h)) ist ihre Fixpunktmenge. D2 h periodisch ist, ist I ein einziger Bogen. Wir
bezeichnen p~ (D) mit D*.
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Sei y das System der 2-Elemente p~'({ | #*(w)) in $E; y ist invariant unter A. Seien y, und
¥, die beiden Komponenten, die o/ enthalten (es ist y; # y,), und sei y, die D* Ny enthal-
tende Komponente.

Seik = p~'(| ) #(v)). k ist ein System paarweise disjunkter einfacher Bogen (von denen
moglicherweise einige “ mehrfach zéhlen”); es ist k Ny = dk, und dD* N (CE — p) ist eine
Komponente von k.

Wir unterscheiden zwischen den Fillen y,n(y, uy,) = & und, etwa, y, = y,. In
beiden Fillen gibt es ein 2-Element D’ in 0 mit folgenden Eigenschaften:

oD N (OE — y) = D* " (GE - y),
0D'ny=D"ny, istein Bogenin éD',
D'ny,=@.

Fir jedes B, 0 <f <y, ist H(0D N (OE — $o)) N (0D N (3E = J,)) entweder = &
oder = 0D" N (GE ~ J), und ist deshalb = ¥, da in ¢E — y keine Fixpunkte liegen. Da
auch h(y) = y, sehen wir, daB nur dann #*(D') n D' # & sein kann, wenn eines der beiden
2-Elemente das andere echt enthilt. Da h periodisch ist, ist das nicht mdoglich (insbesondere
muB im Falle y, # y, auch D' ny, = ¢J sein).

Also konnen wir aus D’ durch Abheben ein 2-Element D erhalten, so daf

DndE=0D, Dny=Dny,,
DN(PE ~ 3) = D*(3E - y),
WD)nD=g fir 0<f<y,
Dnp™(T)=@.

Wir argumentieren nun wieder in M. Sei z dic Komponente von | A*(w), die den
Durchschnitt mit D enthilt. Wir unterscheiden zwischen den beiden Fillen h(z) = z und
h(z) # z (und deshalb #*(z) Nz = ¥, wenn 0 < o < 7).

L Fall. BZ)nz=, wenn0<a<y.

Sei U eine reguldre Umgebung von zu D in M (U sei nicht nur klein beziiglich der
bereits genannten Dinge, sondern auch so klein, daB h*(U) n U = Pgfir0<a<y).dUnW
besteht aus drei 2-Elementen. Eines von diesen liegt auf der D gegeniiberliegenden Seite

von z und interessiert uns nicht; seien z, und z, die beiden andern. (82, v z,) n | ) K (0v)
enthilt zwei Punkte weniger als &z () #*(dv).

Wenn notig, permutieren wir die Namen der h*(D). Wir nehmen also an, daB z eine
Komponente von w ist, und zwar die Komponente w;. Fiir alle bis auf hochstens ein i
besteht dv; N (0z, U 0z;) aus ebensoviel Punkten wie 0v;0 0w;. Das Ausnahme—v,, falls
vorhanden, trifft z, Uz, in zwei Punkten weniger als w;; dieses v; ist von v; verschieden.

Von z; und z, sei z, dasjenige, das den Schnittpunkt v; N (z, U z,) enthilt. Wir ersetzen w;
durch z;, und die A*(w;) durch die #*(z,).

Maglicherweise war z gleichzeitig eine Komponente von einem (oder mehreren) A%(w).

Diese Komponente war aber jedenfalls von R¥(w)) verschieden. Sie wird erst in einem spateren
Schritt abgeindert.
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2. Fall. h(z) =1z

Sei U eine regulire Umgebung von zu | #%(D) in M, so daB A(U)=U. oUnW
besteht aus (y + 2) 2-Elementen. Eines von diesen interessiert uns nicht. Fiir eines der
{ibrigen gilt h(z,) = z,, und die restlichen, z;, .. ., z,, werden unter h permutiert. (zo U z; U
+++uz,) n | #(¢v) enthalt 2y Punkte weniger als 6z | A*(0v). Es sei z die Komponente
w; von w. Wir ersetzen w; durch dasjenige der 2y, 2y, ..., Z,, das den Schnittpunkt mit v;
enthilt.

2.4. LEMMA. In der in (2.1) beschriebenen Situation sei | ) *(0v) kurz beziiglich | ) K*(w).
Dann gilt: Jede Komponente von | ) B(w) trifft dv, in héchstens einem Punkt.

Beweis. Angenommen, die Komponente z von \J #(w) trifft 6v, in mindestens zwei Punkten.
Da v, nw ein einziger Punkt ist, gibt es einen zu w disjunkten Bogen k in dv,, so dal
knz=0k. Sei U eine regulire Umgebung vonw in M. W — U ist ein 3-Element, das
z U k enthilt, und das von z in zwei 3-Elemente zerlegt wird. Also gibt es ein 2-Element D
inW,sodaB DnéW=0DnoW=k,und Dnz= oD —k.

§3. INVOLUTIONEN

Wir kommen nun zum Beweis des eingangs formulierten Satzes. Wir nehmen entgegen
der Behauptung an, es gebe eine exotische Involution A: M - M.

Es sei (V, W) eine Heegaard-Zerlegung, die die in (2.1) genannten Eigenschaften hat
und die auBerdem so gewahlt sei, daB ihr Geschlecht, n, mdglichst klein ist. Unter allen
exotischen Involutionen sei 4 so gewihlt, daB n mdglichst klein ist.

Nach (2.3) und (2.4) diirfen wir annehmen, daB dv, von jedem der k(w;) in hochstens
einem (Durchsetzungs-) Punkt getroffen wird. Sei m der kleinste Index, so daB A(w,)
N dv, # . Wir unterscheiden zwei Falle.

3.1. Der Fallm<n.

v, N w ist ein einziger Punkt in w,. Da jede die Fixpunktmenge von k treffende Kom-
ponente von w durch h auf sich selbst abgebildet wird, sind die dv, treffenden h(w;),
j < n— 1, zu Fix(h) punktfremd.

a. Wenn noch nicht gilt h(w,) = w, und h(v,) = s, dann ersetzen wir das alte w, durch
h(w,) (und h(w,) durch w,,), und wir ersetzen das alte v, durch h(v,) (und h(v,,) durch v,). v
bleibt dabei ein gutes System von Meridianflichen, w bleibt ein v zugeordnetes System, und
unsere Normierungen bleiben erhalten.

b. Wir nehmen an, es gibt auler A(w,) N v, noch einen weiteren Punkt in h(w) N v, .
(Im folgenden Argument nutzen wir aus, daB h die Periode 2 hat.) Es gibt dann einen Bogen
k in dv,, so daB ok = k v h(w) = (k 0 h(w) v (k A h(w)), fir ein j, m <j <n. Sei U eine
regulire Umgebung von h(w,) Uk U h(w;) in M. Wn U besteht aus drei 2-Elementen.
Je eines von diesen ist in W isotop zu A(w,) bzw. h(w); sei z das dritte. Esist znw = &
und z N h(w) = @. Da auch (w, U w;) 0, =, ist

(R(Wy) U h(W) U 30,) O (W I W, Y h(9v,)) = D>
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daher z N h(z) = . Die Schnittpunkte von z mit irgendeinem h(r;) entsprechen denen von
h(w,) U h(w,) mit h(v)). Also bleibt w ein v zugeordnetes System, und wir schaffen keine
Schnitte von w und A(w), wenn wir w; durch A(z) und h(w)) durch z ersetzen. Durch Wieder-
holung dieses Verfahrens erreichen wir, daB h(w) 0 cv, = h(w,) N cv,.

¢. Sei U, eine reguldre Umgebung von v, u w, = k(v,) U h(w,,), und sei U, = h(U,) (U, sei
nicht nur klein beziiglich der bereits genannten Dinge, sondern auch so klein, daB
U,nU, = @). U, ist eine regulire Umgebung von v,, U w,, = A(v,) U h(w,).

Sei V=V —(U,uU,) und W=Wu U uU,. Im Falle Fix(h) # & ist X = XU U,
u U, wieder eine Hohlbrezel (da (U; u U,) n Fix(h) = ¢ und deshalb auch ( v,ul,)
NT = ).

§=v-—(v,uv,) und W = w — (w, Uw,) haben die in (2.1) genannten Eigenschaften.
Da 87 kleineres Geschlecht hat als 8V, haben wir einen Widerspruch zu unserer Wahl von
v, w).

3.2, Der Fall l(w)nv,= B fiirj<n-—1.

Sei U eine regulire Umgebung von | ) h*(w, u---Uw,_,) in W, so daB A(U)=U.
Wegen unserer Voraussetzung (3.2) ist eine der Komponenten von-( W — U) ein Vollring;
sie heiBe Y. Z = M — Y ist ein KnotenauBenraum; wegen der Existenz von v, ist dieser
KnotenauBenraum ein Vollring. Wir unterscheiden drei Fille.

1. Fall. Fix(h)= (.
In diesem Falle werden die Komponenten von Z — | ) #*(v,) unter h permutiert; Z/h ist

daher ein Vollring. Ahnliches gilt fiir die Komponenten von ¥—{ ) #*(w,) und fiir Y/h.

Also besitzt M/h eine Heegaard-Zerlegung vom Geschlecht 1, namlich ( Y/k, Z/h), und ist
ein Linsenraum.

2. Fall. Fix(h) # &; Fix(WnZ = .

W T ist eine Hohlbrezel. Wegen unserer Voraussetzung Fix(h)nZ = trifft
\J A(wy v+ Uw,_;) nur die ausgezeichnete Randfliche 8W dieser Hohlbrezel. Daher
konnen wir schlieBen, daB auch ¥ — T eine Hohlbrezel ist. Da die Randflichen von Y — T
Tori sind, ist ¥ — T homdomorph zu Torus x Intervall. Folglich ist Fix(h) unverknotet,
also [3] & eine Drehung.

3, Fall. Fix(h)nZ# .

Sei E die abgeschlossene Hiille einer Komponente von Z — (v, k(v,)). Fix(F) nE
ist ein einziger, zu v, U h(v,) disjunkter, Bogen in E.

a. Wir nehmen an, es sei Fix(h) N E eine verknotete Sehne in E. Wir definieren #'| (M - E)
als die Standard-Involution mit einem unverknoteten Bogen als Fixpunktmenge und
I’ | E = h| E; dies ist moglich, da h| 0F eine Standard-Involution ist. Fix(h") ist verknotet.
Wir definieren ferner V' =VAE W =(M-V),v'=@®—p)nEundw =(w—w,)NE.
Diese Daten geniigen der in Lemma (2.1) gegebenen Beschreibung. Das Geschlecht von

(v, W) ist Kleiner als das von (¥, W); wegen unserer Minimalbedingung iiber # ist also
Fix(h"y doch nicht verknotet.
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b. A bildet die Homologieklasse von dv, in @Y auf ihre inverse ab. Daher gilt dasselbe fiir
ow,. Da andererseits Fix(h) nw, hochstens ein Punkt ist und da entweder h(w,) =W,
oder h(w,) " w, = &, muB h(w,) nw, =& sein. Es ist klar, daB die beiden Bogen Fix(h)n Y
von w, und h(w,) getrennt werden. Jeder dieser Bogen ist eine unverknotete Sehne in der ihn
enthaltenden Komponente von Y — | J A*(w,); dies folgt unmittelbar daraus, dafi W — t
eine Hohlbrezel ist. Wir fassen zusammen:

Es gibt eine Heegaard-Zerlegung vom Geschlecht 1 von M, nimlich (Y, Z), und
Meridianflachen v, und k(v,) in ¥ und w, und h(w,) in Z, so daB v, nh(v,) = &, Wy O h(w,)
= @ und daB h*(v,) N h(w,) genau ein Punkt ist fiir a, =0, 1. Fix(h) ist disjunkt zu
| #(v, U w,), und der Durchschnitt mit der abgeschlossenen Hiille jeder Komponente von
M — (@YU | K(v,u w,)) ist eine unverknotete Sehne.

Durch diese Beschreibung ist die Isotopieklasse von Fix(h) festgelegt. Da die Beschrei-
bung auf den Kreisknoten pabt, ist Fix(h) unverknotet.
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