Topology Vol. 7, pp. 195-203, Pergamon Press, 1968. Printed in Great Britain

HEEGAARD-ZERLEGUNGEN DER 3-SPHARE

FRIEDHELM WALDHAUSEN

(Eingegangen 28. August 1967)
WIR ZEIGEN, daB es nur die bekannten gibt.

§1. DEFINITIONEN

Im Folgenden sind wir durchweg in der semilinearen Kategorie. (3-)Mannigfaltigkeiten
und Flichen sind zusammenhingend, orientierbar, und i.a. kompakt. Mit U(...) bezeichnen
wir eine regulire Umgebung von (...); wir vereinbaren, daB eine regulire Umgebung immer
klein gewahlt wird beziiglich aller vorher in der Argumentation genannten Dinge.

Eine Brezel ist homéomorph zu einer reguliren Umgebung eines zusammenhéngenden
(endlichen) Graphen in der 3-Sphire.

Sei M eine orientierte geschlossene 3-Mannigfaltigkeit, und F eine orientierte geschlos-
sene Fliche in M. Ist die abgeschlossene Hiille jeder Komponente von M — F eine Brezel,
dann nennen wir das Paar (M, F) eine Heegaard-Zerlegung von M. Als Geschlecht der
Heegaard-Zerlegung bezeichnen wir das Geschlecht von F.

Eine Heegaard-Zerlegung (M, F’) heilt dquivalent zu (M, F), wenn es einen zur
identischen Abbildung isotopen Homoomorphismus A: M — M gibt, der eine orientie-
rungserhaltende Abbildung von F” auf F induziert; wir schreiben (M, F)= (M, F).

Im Folgenden bezeichnen wir mit (83, T) “die” Heegaard-Zerlegung der 3-Sphire
vom Geschlecht 1 (es gibt nur eine Aquivalenzklasse; insbesondere &ndert Umorientierung
von T nicht die Aquivalenzklasse von (S3, T)). Sei E ein 3-Element in S§3,s0daB EnT
eine 2-Element ist und so daB gilt E A T = &(E 0 T), (' 3" bedeutet ““ Rand ™). Sei (M, F)
eine Heegaard-Zerlegung, und sei das 3-Element E’ in M ebenso gewihlt wie E in S *. Wir
bilden die zusammenhingende Summe von (M, F) und (S3, T), indem wir die Randflichen
von M — E und §3 — E unter einem orientierungsumkehrenden Homdomorphismus in der
Weise identifizieren, daB auch éE’ n Fund 0E n T unter einem orientierungsumkehrenden
Homéomorphismus identifiziert werden. Das erhaltene Raumpaar ist wieder eine Heegaard-
Zerlegung; wir bezeichnen sie mit (M, F) # (S?, T). Da es eine ausgezeichnete Isotopieklasse
von Homdomorphismen von M # S$3 zu M gibt, ist die Aquivalenzklasse von
(M, F) # (83, T) durch die von (M, F) eindeutig festgelegt.

Wir definieren eine minimale Heegaard-Zerlegung wie folgt: Eine Heegaard-Zerlegung
(M, F) heiBt nioht minimal, wenn es eine Heegaard-Zerleging (M, F’) gibt, so dal

(M,F)~ (M, F)# (3, T).
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(Vorsicht: Es folgt nicht aus dieser Definition, daB je zwei minimale Heegaard-Zerlegungen
von M gleiches Geschlecht haben.)

Zur Abkiirzung definieren wir rekursiv
(M, F) # n(S*, T) = (M, F) # (n — 1), T)) # (S%, T).

Wir nennen zwei Heegaard-Zerlegungen (M, F) und (M, F') stabil dquivalent, wenn es
Zahlen m und #n gibt, so daB

(M, F) # m(S3, T) ~ (M, F') # n(S%, T).

Es gilt der Satz von Reidemeister und Singer: Seien (M, F) und (M, F') Heegaard-Zerle-
gungen von M. Dann sind (M, F) und (M, F') stabil dquivalent, ([4], [6], vgl. auch [8], S.56).
(Zwar verwendet Singer, von Unterschieden der Terminologie ganz abgesehen, als Aquiva-

lenzbegriff Hombomorphie statt Homéomorphie in einer ausgezeichneten Isotopieklasse.
Aber der zitierte Satz ist in [6], S. 107-111 bewiesen.)

§2. AQUIVALENZ UND STABILE AQUIVALENZ

Als Meridianpaar in der Heegaard-Zerlegung (M, F) bezeichnen wir ein Paar von
2-Elementen, x und y, in M, wenn x n F=dxund y n F = dy, und wenn x N y = dx N dy

aus genau einem Schnitt- (und Durchsetzungs-) punkt besteht; x und y liegen notwendig zu
verschiedenen Seiten von F.

Es gibt ein Meridianpaar in (S*, T). Da das 3-Element £ (s. oben) zu diesem Meridian-

paar disjunkt gewihlt werden kann, gibt es auch ein Meridianpaar in (M, F") ~ (M, F') #
($3,7).

Ist umgekehrt x, y ein Meridianpaar in (M, F "), und ist U = U(x U y) eine reguliire
Umgebung von x u y in M, dann ist das Paar (U, U~ F") homdomorph zu dem Paar
(8% - E, (5* - E) A ), (s. oben); also ist (M, F") % (M, F') # (S°, T) fiir eine Heegaard-
Zerlegung (M, F’) (deren Eindeutigkeit nicht behauptet ist).

Entsprechend ist die Aussage (M, F )~ (M, F'y# n(S3,T) gleichwertig damit, daB es
in(M, F") ndisjunkte Meridianpaare gibt. — Aberein ** System von disjunkten Meridian-

paaren” ist ein recht unhandlicher Begriff. Ein wesentlich flexibleres Hilfsmittel definieren
und untersuchen wir im Rest dieses Paragraphen.

(2.1) Sei (M, F) eine Heegaard-Zerlegung; seien ¥ und W
die M von F zerlegt wird. Ein System von disjunkten 2-
v N OV = 0v, heibt ein gutes System von n Meridianflichen in V, wenn es ein System von n

disjunkten 2-Elementen in W gibt, w = WU Uy, wn W = 0w, so dabB (bei geeigneter
Numerierung der Komponenten von v und w) gilt:

die Untermannigfaltigkeiten, in
Elementenin ¥, v=p, U - U U,

0v; N Ow, ist genau ein Schnitt- (und Durchsetzungs-) punkt
;N Ow; =, wenn i >j;

Wi nennen w ein v zugeordnetes System.
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Ist v ein gutes System von Meridianflichen in ¥, und w ein v zugeordnetes System, dann
ist (mit der gleichen Definition) w ein gutes System von Meridianflichen in W, und v ein
w zugeordnetes System.

(2.2) LEMMA. Sei v ein gutes System von n Meridianfldichen in V, und w ein v zugeordnetes
System.

(1) Es gibt ein v zugeordnetes System W, so daff dv; N 6w, genau ein Schnitt- (und
Durchsetzungs-) punkt ist, und daf dv, N OW; = [, wenn i # j.

(2) Sei U= U(Fuvuw) eine regulire Umgebung von Fuvuw in M, und sei
F =00 A V. Dann ist O homsomorph zu F x I. (I ist das Einheitsintervall.)

Beweis zu (1): Wir werden das System W aus w Konstruieren.

Sei i der kleinste Index, so daB es einen Schnittpunkt g dv; n dw;, j > i, gibt. Sei k
einer der beiden Bdgen in dv;, der g mit dem Schnittpunkt dv; N w; verbindet, Sei g s0
gewihlt, daB k nw= . Sei U(w; Uk v w)) eine regulire Umgebung von w; Uk U w;
in M. W noUw; vk uw,) besteht aus drei 2-Elementen. Von diesen ist je eines in W
isotop zu w; bzw. w;; sei w;’ das dritte. Fiir jedes k # i besteht dv, N dw;" aus ebensoviel
Punkten wie dv, N dw;; aber dv; n dw;’ enhdlt einen Punkt weniger als dv; N dw;. Wir
ersetzen w; durch w;'. Wir wiederholen das Verfahren so oft wie moglich. Das schlieBlich
aus w erhaltene System hat die von W behaupteten Eigenschaften.

Beweis zu (2): a) Wir priifen zuniichst nach, daB sich bei der in (1) beschriebenen Anderung
von w der Homdomorphietyp von U(F u v U w) nicht dndert.

Sei U* eine regulire Umgebung von FuU v U wy U -+ U w;; (U* sei klein beziiglich der
in (1) genannten Dinge). Sei W* = (W — U *). Es ist dann U(F U v U w) homéomorph zu
der Vereinigung von U* und einer reguliren Umgebung von

X*=U* A WHU W nWHU--U(w,n WY
in W*. Aber X* ist in W* isotop zu
U* A WUy nWHU U W;n WHu- - u(w,n W

b) Im Beweis unserer Behauptung diirfen wir also w durch W ersetzen. Sei U eine reguldre
Umgebung von v; U W; (in M). U; ist ein 3-Element; 0U; n ¥ und 8U; n W sind je ein
2-Element; U; 0 F ist ein gelochter Torus. Da die U paarweise disjunkt sind, und da
U(F u v u W) homdomorph ist zu einer reguliren Umgebung von Fu U U;, folgt die
Behauptung.

(2.3) Sei (M, F) eine Heegaard-Zerlegung; seien ¥V und W die Untermannigfaltigkeiten, in
die M von F zerlegt wird. Sei v ein gutes System von n Meridianflichen in ¥, und sei wein v
zugeordnetes System; seien U(v) und U(w) regulire Umgebungen von v und w in M. Sei

P=vV-0@), W=(M-9)
W*=w—Uw), V*=(M—W*)

V wird von » nicht zerlegt, daher ist 7 eine Brezel, [9, Korollar 1]; dasselbe gilt fiir W*.
Andererseits sind nach (2.2) die Untermannigfaltigkeiten 7 und V * isotop in M. Ist also F
die mit einer Orientierung versehene Fliche a7, so ist (M, F) eine Heegaard-Zerlegung. Ist
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(M, F) ~ (M, —F), dann ist sicherlich dic Aquivalenzklasse von (M, F') durch (M, F) und
v oder durch (M, F) und w bereits festgelegt. Ist (M, F) = (M, — F), dann ist aber von den
beiden Orientierungen von F eine ausgezeichnet, ndmlich durch die folgende Vorschrift: Ist ¥
die durch die Orientierungen von M und F bestimmte *‘ erste”’ der Teilmannigfaltigkeiten V

und W, dann sei ¥ die durch die Orientierungen von M und F bestimmte “erste” der
Teilmannigfaltigkeiten ¥ und W.

Es ist also in jedem Falle durch (M, F) und v oder durch (M, F) und w eine Heegaard-
Zerlegung (M, F) bis auf Aquivalenz festgelegt; wir bezeichnen sie als eine Heegaard-

Zerlegung, die aus (M, F) durch Reduktion an v (bzw. durch Reduktion an w) hervorgeht,
und wir schreiben

(M, F)= (M, F(v)), bzw. (M, F)=~ (M, F(w)).
(Vorsicht: Es ist zwar (M, (- F)(v)) = (M, —(F(v))); aber aus (M,F)~ (M, —F) kann
nicht geschlossen werden, daB (M, F(v)) = (M, — F(v)).)
Aus der vorstehenden Diskussion ziehen wir die Folgerung:

(2.4) LeMMA. Sei (M, F) eine Heegaard-Zerlegung; M werde von F in die Teile V und W
zerlegt. Seien v und v' gute Systeme von Meridianflichen in V (wobei maglicherweise
vnv' # ). Es gebe ein System w in W, das sowohl ein v zugeordnetes, als auch ein v'
zugeordnetes System ist. Dann ist (M, F(v)) ~ (M, F(v")).

Als Korollar aus unseren Definitionen crhalten wir den ersten Teil des folgenden
Lemmas:

(2.5) LeMMA. Seien (M, F,) und (M, F,) stabil iiguivalente Heegaard-Zerlegungen.

(1) Dann gibt es eine Heegaard-Zerlegung (M, F), und es gibt gute Systeme v und x von
Meridianfliichen in V, ein v zugeordnetes System w, und ein x zugeordnetes System y in W,
(wobei VUW=M,VW=F), so daff (M, Fv)) ~ (M, F)) und (M, F(x)) ~ (M, Fy),

(2) und so dap gilt v Nx=Fudwny=g.

B‘?w"’.‘f zu (2): Seien die Daten (M, F), o, w, x, y gegeben wie in (1) beschrieben, Wir zeigen,
wie wir neue Daten erhalten konnen, fiir die auch (2) richtig ist.

Wir diirfen annc.hmen, daB wir (gegebenenfalls nach einer kleinen Deformation von
(x vy, (x Uy) N F) in (M, F)) folgende “allgemeine Lage haben:
xnyn(vuw) =g, tnwn(xuy)=g;

vnxund wny sind Systeme von paarweise di

o sjunkten einfachen Kurven und Bogen,

vAXNF=0vnx) und waynF=0dwny).

2 Es g_eb; geschlossene Ku.rven in v~ x. Dann gibt es ein 2-Element D in 3, so daB
D'r:l x = dD. 3D berandet ein 2-Element D’ auf x. Wir konstruieren x' aus x, indem wir
urch D ersetzen und dann D von p abheben. Nach (2.4) ist ,

(M, F(x)) = (M, F(x)).
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b) Es gebe einen Bogen k in v n x.Die Komponenten v;, ..., v, vonvund w,, ..., w, vonw
seien so numeriert, daB dv, N dw, genau ein Schnitt- (und Durchsetzungs-) punkt ist, wenn
h =i, und leer, wenn h>i. k liege in v;. Sei U(k) eine reguldre Umgebung von k in M.
Sei w ein 2-Element in U(k) n V, so daB # n dU(k) = 0w in dU(k) n V nicht zusammen-
zichbar ist und v, in nur zwei Punkten trifft. Es ist offensichtlich, daB W’ = W v U(k) eine
Brezel ist; dasselbe gilt fiir ¥’ = ¥ — U(k), da der Bogen k in dem 2-Element v; lag. Wir
definieren F' = V' n W', und nehmen fiir F’ die von F' n F induzierte Orientierung. Wir
definieren ferner

vi=v;, und wi=w, fir i<j
Vg =0 und wi,=w, fir i>},

Von den beiden 2-Elementen »; n V'’ bezeichnen wir mit v;’ dasjenige, das den Schnittpunkt
mit w, enthilt, und mit ¢}, das andere. SchlicBlich setzen wir

wi=w, und wyp, =W

v’ ist ein gutes System von (n + 1) 2-Elementen in V', und w' ist ein ¢’ zugeordnetes

System; es ist klar, daB
(M, F'(v')) = (M, F(v)).

Ebenso wie v’ und w' aus v und w, konstruieren wir x' und »’ aus x und y; (dabei
nehmen wir fiir die neue Komponente von y’ ein ebensolches 2-Element wie W, das aber zu
w disjunkt ist).

Bei jedem der Schritte (a) und (b) wird die Anzahl der Komponenten von
(v N x) v (w N y) mindestens um 1 Kleiner; nach endlich vielen Schritten ist alsov ~ x = .
Auf die gleiche Weise erreichen wir, daBw n y = (.

§3. HEEGAARD-ZERLEGUNGEN DER 3-SPHARE

(3.1) SATZ. Sei (M, G) eine minimale Heegaard-Zerlegung der 3-Sphire. Dann hat G das
Geschlecht 0.

Es ist wohl nie bezweifelt worden, daB dieser Satz richtig ist. Einige Zeit galt er anschein-
end fiir offensichtlich richtig (vgl. [4, FuBnote S. 193]). DaB doch etwas zu beweisen ist, wird
von Reidemeister angedeutet, [4, S. 192]. Hinweise aus letzter Zeit sind cher vorsichtig,
[2, (16.4)], [7, Conjecture A).

In [4, S. 192] ist ein Beweisansatz skizziert. Es scheint aber fraglich, ob die vorgeschla-
gene Methode (Untersuchung von Taillenschnitten) sich zu einem Beweis ausbauen 140t,
Denn auf diesem Wege nutzt man nicht wirklich aus, daB die unterliegende Mannigfaltigkeit
die 3-Sphiire ist, eigentlich vergleicht man nur eine unbekannte Heegaard-Zerlegung mit einer
Heegaard-Zerlegung vom Geschlecht <1; es besteht also die Gefahr, daB man gleichzeitig
versucht, das in (4.4.1) beschricbene Beispiel zu widerlegen.

Beweis von (3.1): Sei (M, G') die Heegaard-Zerlegung vom Geschlecht 0. Nach Reidemeister
und Singer sind (M, G) und (M, G') stabil dquivalent. Daher gibt es nach (2.5) eine
Heegaard-Zerlegung (M, F) mit den folgenden Bigenschaften:
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Seien V und W die Untermannigfaltigkeiten VU W=M, Vn W=F, sei n das
Geschlecht von F. Es gibt ein gutes System v =9, U --- U v, in ¥, und ein v zugeordnetes
System w = w; U ««- U w, in W. Es gibt ein gutes System x = x, U --- U x,, in ¥, und ein x
zugeordnetes System y in W, so daB (M, G) ~ (M, F(x)). Esiston x=Zund wny = &,

Wir nehmen an, unter allen Heegaard-Zerlegungen mit diesen Eigenschaften sei (M, F)

so gewdhlt, daB n moglichst klein ist. Wir nehmen ferner, an daB n > 0. Wir zeigen, daB eine
dieser Annahmen falsch ist.

Nach einer kleinen Deformation von (x U y, (x U y) n F) in (M, F), falls notwendig,
gilt zusitzlich, daB dv ~ dy und dx N dw nur aus isolierten (Durchsetzungs-) Punkten
bestehen. Die Komponenten von v, w, x, y seien so numeriert, daB dv; N dw;, bzw. dx; N dy;
genau ein Schnitt- (und Durchsetzungs-) punkt ist, wenn i = j, und leer, wenn i> J.

(3:2) Durch Abinderung von y allein erreichen wir, daf y 0 v, aus hichstens einem Punkt

besteht, (und daB weiterhin y n w = ). Beweis durch Induktion iiber die Anzahl der
Punkte y n v,.

1. Fall: Die Komponente y; von y trifft v, in mindestens zwei Punkten. Da v, N w ein einziger
Punkt ist, gibt es einen zu w disjunkten Bogen k in 0v,, 50 daB k N y; = ok. Sei U(w) eine
regulire Umgebung von w in M es ist y; Uk in W~ U(w) enthalten. W — U(w) ist ein
3-Element und wird von y ;in zwei 3-Elemente zerlegt, (an dieser Stelle nutzen wir aus, daf
M die 3-Sphire ist). Daher gibt es ein 2-Element D in W — U(w), so daB D n oW = k, und
Dny;=0Dny;=(3D — k). Nach einer auf D konstanten Deformation von D (und
nachdem eventuell auftretende geschlossene Schnittkurven in der iiblichen Weise entfernt
wurden) ist auBerdem D n y ein System disjunkter einfacher Bogen, von denen keiner auf
D n y, endet; folglich diirfen wir annehmen (nachdem wir gegebenenfalls zu einer andern
Komponente y; von y iibergegangen sind), daB Dny,= D ny.

Sei U(Duy)) eine regulire Umgebung von D u yi in M. WnéU(Du v
besteht aus drei 2-Elementen. Eines von diesen schneidet v, in
und ist in W isotop zu y;. Seinen yj und »9
cinander in 2 Punkten weniger als ¥; und v,. Fiir jedes i besteht ( ¥; uY) A x; aus

ebensoviel Punkten wie Yin x;. Insbesondere ist ( yiu W n X; genau ein Punkt; der
liege in y;. Wir ersetzen y; durch y}.

ebensoviel Punkten wie y,
die beiden andern. y} U y? und v, schneiden

2. Fall: Jede Komponente von y trifft v,

in hdchstens einem Punkt: aber Yy N v, besteht
aus mindestens zwei Punkten. Dann gibt e

s einen zu w disjunkten Bogen k in du,, so daB
Ok=kay=kny)ukny);

sei etwa i < j. Sei U(y, uk U ;) eine regulire Umgebung von y, U k U yiin M. Wn
dU(y,vku ¥;) besteht aus drei 2-Elementen, Je eines von diesen
bzw. y,; sei y, das dritte. Es ist Y/, =
Xy entsprechen denen von y, u y; mit x,
y; durch y/’ ersetzen.

(3.3) 1. Fali: Es

ist in W isotop zu y,
. Die Schnittpunkte von »; mit irgendeinem
Also bleibt y ein x zugeordnetes System, wenn wir

isty n v, # @&, also nach (3.2) genau ein Punkt; der liege in ;-
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a) Wir ersetzen x und y durch x’ und y’, wie folgt:
Xm=0, und  yn,=1};,
x;=x; und y;=y;, wemn i<j,
Xj_y=x; und yj_,=y;, wenn j<i<m.

x' ist ein gutes System von Meridianflichen, und y’ ist ein x’ zugeordnetes System; nach
(2.4) ist

(M, F(x")) = (M, F(x)) ~ (M, G).

b) Wir behalten x" und gehen von y’ zu y” iiber, indem wir
Im = Wa
setzen, und ¥} =y}, fiir i <m; y" ist ebenfalls ein x’ zugeordnetes System.
¢) Sei U(w,uw,) eine regulire Umgebung von v,Uw,=x,Uy, in M. Sei
P=v-0@,uw,) und W=Wu U@, vw,); sei F=Vn W, mit der von F A F in-
duzierten Orientierung.
Dav, " w=1, N w,, und v, N y" =0, O Yy, ist
w, N oW =0w, fir i<n und
y, ndW =2dy] fir i<m.

-~

Alsoist =By, ..., 0y =03 N 7, ..., 0;-4 n V ein gutes System von n — 1 Meridian-
flichen in ¥, und W = wy, ..., w,_, ist ein ¥ zugeordnetes System.

Entsprechendes gilt fiir

TRy Ry =X O Xy 0P und F=34, 000, Yoy

Es ist (M, F(®) = (M, F(x)); ferner ist 5 n %= und W n j = . Da F kleineres
Geschlecht als F hat, haben wir einen Widerspruch zu unserer Wahl von (M, F).
2. Fall: Esist y 0 v, = . Wir definieren

Xar1 =0, Und Ynig=w,
x¥=x, und Y=y fir i<m

x* ist ein gutes System von m + 1 Meridianflichen in ¥, und y* ist ein x* zugeordnetes
System.

Es folgt (M, G)~ (M, F(x)) = (M, F(x¥)) # (S3,T), im Widerspruch zu unserer
Annahme, daB (M, G) minimal ist.

§4. BEMERKUNGEN

(4.1) Haken [1, §7] bat gezeigt: Sei (M, F) eine Heegaard-Zerlegung; es gebe in M eine
2-Sphiire, die kein 3-Element berandet. Dann gibt es eine ebensolche 2-Sphiire, die F in nur
ciner Kurve trifit. — Hieraus und aus (3.1) folgt, daB auch die Mannigfaltigkeiten
Sl §2 4 - # S' x S* nur die bekannten Heegaard-Zerlegungen besitzen.
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(4.2) Sei N eine Brezel, und sei D ein System von 2-Elementen in N, das nur durch die
Bedingung D n 0N = 0D eingeschrinkt ist. Eine Mannigfaltigkeit, die homéomorph ist zu
einer reguliren Umgebung von D u dN in N, heiit eine Hohlbrezel, und die ¢N entsprech-
ende Randfliche heiBt ihre ausgezeichnete Randfliche.

Sei M eine orientierte Mannigfaltigkeit, und sei F eine orientierte geschlossene Fliche
im Innern von M, die M in zwei Teile, ¥ und W, zerlegt, deren jeder eine Brezel ist oder
eine Hohlbrezel mit F als ausgezeichneter Randfliche; von ¥ und W sei V der durch die
Orientierungen von M und F bestimmte “erste” Teil. Dann nennen wir (M, F) eine
Heegaard-Zerlegung von M beziiglich der Partition (V ~ 0M, W ~ M) von OM. ‘Aquiva-

lenz” wird definiert wie bei geschlossenen Mannigfaltigkeiten; ebenso die Operation
“#(S° T)” und “stabile Aquivalenz”.

Der Satz von Reidemeister und Singer gilt in der Form: Seien (M, F) und (M, F)
Heegaard-Zerlegungen von M beziiglich der Partition (G,, G,) von oM, dann sind (M, F)
und (M, F') stabil dquivalent. Der Paragraph 2 gilt nahezu wortlich (von all den 2-Elementen
mulB natiirlich verlangt werden, daB sie im Innern der Mannigfaltigkeit liegen).

(4.3) Das in (4.1) genannte Ergebnis von Haken gilt auch fiir Heegaard-Zerlegungen
berandeter Mannigfaltigkeiten (in der Formulierung ist “nur” durch “héchstens” zu
ersetzen); der Beweis ist dhnlich. Auf die gleiche Art zeigt man: Sei (M, F) eine Heegaard-
Zerlegung; es gebe in M ein 2-Element D, so daB D ~ M = 8D auf OM nicht ein 2-Element
berandet. Dann gibt es ein ebensolches 2-Element, das F in nur einer Kurve trifft. — Hieraus

und aus (3.1) folgt: Ist (M, F) eine minimale Heegaard-Zerlegung einer Brezel, dann ist F
parallel zu oM.

(4.4) Wir definieren einen andern Aquivalenzbegriff als den bisher benutzten, nimlich
Hor.nijo_morphle von Paaren, mit Erhaltung beider Orientierungen; bei berandeten Mannig-
faltigkeiten soll auch die Partition des Randes respektiert werden. (Ob oder wie weit die

beiden Aquivalenzbegriffg iibereinstimmen, ist vollig unbekannt.) Die zusammenhingende
Summe macht dann die Aquivalenzklassen von Heegaard

) 1t -Zerlegungen zu Elementen eines
(kommutativen und assoziativen) Monoids.

(1) In diesem Monoid gilt nicht die Kiirzungsregel. Sei z.B. (M, F) eine Heegaard-

Zerlegung vom Geschlecht 1 eines Linsenraumes # §3. (M, F) ist (unter unserem neuen
Aquivalenzbegriff )durchein Paarteilerfremder ganzer Zahlen(«, §),0 < B <a, charakterisiert
pa (M, — F) charakterisiert ist durch (a, B), wobei BB’ = 1 mod «, sind (M, I:‘) und (M, —F )
i.a. nicht dquivalent. Andererseits ist (M,F)# (S T)~ (M, ~F) # (S"‘ T) Denn’ sei D
gn Zégi;menl;)h;; F, se? U(F - D) eine regulire Umgebung von F — D’ in .M und sei
= — D). Bei geeigneter Orienti i i 4 ’ ii
o, Py 55 1 alsgau cgh o }l;!;'l;n% ;;)’nT()?. ist (M, G) ein Reprisentant sowoh! fiir

B (2) 5Sezxen (M, F) und (M, F") Heegaard~Zerlcgungen vom Geschlecht 1 der Linsen-
a\.m]e' (5,2) und (7', 2). purch Summenbildung erhalten wir vier Heegaard-Zerlegun gen der
o.nentlert.en }vIanmgfaltngkeitM #M': (M, F)¢ M “F, (M Fy# (M’, —F'), usw. Es
sind zwei Fille denkbar: 1. Diese vier Heegaard-Zerlegungen fallen unte; mehr’ als z'wei
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Aquivalenzklassen. 2. Sie fallen unter hochstens zwei Aquivalenzklassen. — Der erste Fall
ist ein biBchen wahrscheinlicher als der zweite.
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