
Inventiones math. 4, 87-- 117 (1967) 

Eine Klasse von 
3-dimensionalen Mannigfaltigkeiten. II* 

FRIEDHELM WALDHAUSEN (Bonn) 

6. GraphenmannigfaRigkeiten 
M sei eine Mannigfaltigkeit mit oder ohne Rand (orientierbar, 

kompakt, dreidimensional - wie immer in dieser Arbeit). 
T = T t  u ... uTn,  n~O, sei ein System Tori im Innern yon M. U(T) 

sei eine regulfire Umgebung yon T in M. 

(6.1) Definition. Ist jede Komponente yon M-U-(T)homiiomorph zu 
einem Faserbflndel mit S l als Faser, dann heiflt T eine ,,Graphenstruktur'" 
fiir M. - Eine Mannigfaltigkeit, die eine Graphenstruktur besitzt, heiflt 
eine ,, Graphenmannigf altigkeit". 

(6.2) Definition. Eine Graphenstruktur heiflt ,,reduziert", wenn jede 
der folgenden Aussagen (6.2.1)-  (6.2.10) falsch ist. - Eine Mannigfaltig- 
keit, die mit einer reduzierten Graphenstruktur gegeben ist, heiflt eine 
,,reduzierte Graphenmannigf altigkeit". 

(Vorsicht: ,,reduziert" ist nicht zu verwechseln mit ,,irreduzibel"). 

Es bezeichnet T 1 eine beliebige, aber lest herausgegriffene Kompo- 
nente yon T. U(TI) ist die T 1 enthattende Komponente von U(T). 
U(T1) ist hom6omorph zu Torus x IntervalL T'  und T "  sind die Rand- 
fliichen yon U(TI). Die an T'  anstoBende Komponente yon M - t ~ ( T )  
heiBt M1, die an T" anstoBende M2. - Wir k6nnen Homologieldassen 
yon Kurven aus T '  und T"  vergleichen mit Hilfe des natfirlichen Iso- 
morphismus Ht(T ' )  ~-~ H1(U(T1)) ~-~ HI(T"); insbesondere beziehen wit 
uns mit ,,Schnittzahl" auf die Schnittzahl in HI(T')  und den angegebenen 
natiirlichen Isomorphismus. 

(6.2.1) M 1 ist nicht identisch mit M2, und M 1 ist das Bfindel fiber 
dem Kreisring. 

(6.2.2) Die Faser yon M 1 ist homotog zur Faser yon M z. 

(6.2.3) M 1 ist ein Vollring, und eine Meridiankurve hat mit der Faser 
yon Af2 die SchnittzahI eins. 

Dies ist der zwr Tell einer aus technischen Griinden aufgeteilten Arbcit. Kennt- 
his des ersten Teils ([13]) ist notwendig ftir die Lcktfire des zweiten Teils. Hinweise der 
Art ,,(~, fl)", mit g ~  5, beziehen sich auf den ersten Tr 
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(6.2.4) Mx ist ein VoUring, und eine Meridiankurve ist homolog zur 
Faser yon M 2 

(6.2.5) M1 ist das SX-Biindel fiber dem M6biusband; wird das M6- 
biusband als Schnitt in M 1 eingebettet, so ist seine Randkurve homolog 
zur Faser yon 3//2. 

(6.2.6) Sowohl M1 als auch M 2 ist das SX-Biindel fiber dem M6bius- 
band; wird in M 1 und M 2 das M/Sbiusband als Schnitt eingebettet, so 
sind die Randkurven homolog. 

o 
(6.2.7) M -  U(T1) hat zwei Komponenten; yon denen ist eine die in 

w 3 de/inierte Graphenmannigfaltigkeit Q, und die andere ist (als Gra- 
phenmannigfaltigkeit) nicht ein Vollring. 

(6.2.8) M 1 und M 2 sind identisch und hom6omorph zu Torus x 
Intervall, und die Zusammensetzung der natiirlichen Isomorphismen 
H I ( T ' ) - ~ H i ( U ( T 1 ) ) ~ H I ( T " ) ~ H i ( M a ) - ~ H I ( T ' )  bildet ein Element 
auf sich oder sein Inverses ab. 

(6.2.9) M~ und M 2 sind Vollringe. 

(6.2.10) Es ist T= 0, und Mist  ein Si-Bfindel fiber der 2-Sph/ire oder 
projektiven Ebene. 

(6.3) Satz. Sei M eine Mannigfaltigkeit mit einer Graphenstruktur T. 

(6.3.1) Ob T reduziert ist, hiingt nicht davon ab, welche Hom6omor- 
phismen yon den Komponenten yon M - U ( T )  zu S1-Bi~ndeln gewiihlt 
werden. 

(6.3.2) Ist fi~r jede Komponente yon M - U ( T ) e i n  Hom6omorphismus 
zu einem S~-Bi~ndel gegeben, dann liiflt sich feststellen, ob T reduziert ist. 

(6.3.3) Sei fi~r jede Komponente yon M -  U (T) ein Hom6omorphismus 
zu einem S1-Bi~ndel gegeben. Dann lassen sich in endtich vielen Schritten 
Mannigfaltigkeiten N1, .. . ,  Nm konstruieren, so daft M hom6omorph ist 
zur zusammenhiingenden Summe N 1 ~ . .. r Nm, und so daft jedes der N j 
entweder eine reduzierte Graphenmannigfaltigkeit ist, oder ein Linsenraum 
oder S i x S 2. 

Bemerkung. Die Voraussetzung zu (6.3.2) 1/il3t sich abschw~ichen wie 
folgt (entsprechendes gilt ffir (6.3.3)): 

Weil3 man,'dal3 Teine Graphenstruktur ist, dab alsojede Komponente 
von M -  0(T) hom6omorph ist zu einem SI-Bfindel, dann l~iBt sich mit 
homologischen Mitteln feststellen, zu welchem S1-Biindel eine solche 
Komponente hom6omorph ist. 

Man kann ferner die in den Reduktionsforderungen vorkommenden 
o 

Kurven auffinden; denn sei Ml eine Komponente yon M - U ( T ) ,  und 
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sei k eine nicht nullhomologe einfach-geschlossene Kurve auf OMI: Ist 
M s ein Vollring, dann ist k genau dann eine Meridiankurve, wenn k in 
M~ nullhomolog ist. - Ist M~ ein Btindel iiber einer nicht-orientier- 
baren Fl/iche, so gibt es genau dann eine Faserung mit k als Faser, wenn 
2 [k] =0  in Hi(M1). 

Ist Ms ein Biindel tiber einer orientierbaren F1/iche, das verschieden 
ist von Vollring und Torus • Intervall, und hat M~ mindestens zwei 
Randfl/ichen, so gibt es genau dann eine Faserung mit k als Faser, wenn 
k homolog ist zu einer Kurve auf einer andern Randfl/iche. - Die 
Situation ist aber wesentlich komplizierter, wenn M~ nur eine Randfl~iche 
hat: Es kommt zwar k genau dann als Faser in Frage, wenn k eine 
Erzeugende des (frei zyklischen) Zentrums yon n~(M~) repr/isentiert, 
aber dafiir gibt es kein Entscheidungsverfahren: Um eine Faser auf OM 1 
zu finden, muB man mit der Hakenschen Normalfl/ichenmethode einen 
inkompressiblen und nicht rand-parallelen Kreisringin M1 konstruieren.- 
Ist M~ das S~-Btindel fiber dem M6biusband, so gilt Ahnliches wie das 
zuletzt Gesagte fiir die Aufgabe, in aM1 den Rand des eingebetteten 
M6biusbandes aufzufinden. 

Beweis yon (6.3) zu (6.3.1) a) Nach (5.5) ist in der Randfl/iche eines 
SX-Biindels die Homologieklasse einer Faser unabh~ingig vonder  Fase- 
rung, wenn die Basis des Btindels nicht das 2-Element oder der Kreisring 
ist. 

b) Ftir M~=Torusxlnterval l  sind (6.2.1) und (6.2.8) unabh/ingig 
yon der Faserung. 

c) Auf dem Rande eines Vollrings ist die Homologieklasse einer 
Meridiankurve invariant gegentiber Hom6omorphismen; wit haben also 
nur noch die Punkte nachzuprtifen, in denen yon Fasern die Rede ist: 
Ist in (6.2.2) M~ oder M z ein Vollring, so sind wir in (6.2.3); ist in (6.2.3) 
oder (6.2.4) auch M2 ein Vollring, so sind wir in (6.2.9); (6.2.9) ist in- 
variant. 

zu (6.3.2): Der einzige Punkt, fiir den die Behauptung nicht trivial ist, 
ist (6.2.8): Wir tensorieren H~(T') mit den reellen Zahlen: Der Isomor- 
phismus HI(T ' )~HI(T ' )  definiert dann eine homogene lineare Trans- 
formation der euklidischen Ebene. Der Isomorphismus bildet genau dann 
ein Element auf sich oder sein Inverses ab, wenn diese Transformation 
einen Eigenvektor besitzt, dessen Koordinaten in einem rationalen Ver- 
h/iltnis stehen: Und das 1/tilt sich nachpriifen. 

zu (6.3.3): Von den Reduktionsforderungen nehmen wit der Reihe 
nach an, dab sie nicht erffillt sind, und geben die zugeh6rige ,~nderung 
an. Die zu (6.2.4) geh6rende Reduktion ist die Aufspaltung in eine zu- 
sammenh/ingende Summe; die tibrigen betreffen nur die Graphenstruktur. 
DaB das Verfahren abbricht, zeigen wir zum SchluB. 

7* 
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zu (6.2.1): M l w U ( T x ) u M  2 ist hom6omorph zu M2: Wir ver- 
gessen T1. 

zu (6.2.2): Mit Hilfe der Produktstruktur U(T1)=T'x I werfen wir 
die Faserung yon T "  nach T'.  Nach (5.2) gibt es eine Isotopie von T',  
die die T'-Faserung in die T"-Faserung fiberfiihrt: Diese Isotopie defi- 
niert eine Faserung yon T ' •  die auf O(T'• I) mit den vorgegebenen 
Faserungen tibereinstimmt. Wir vergessen T~. 

zu (6.2.3): Ist auf dem Rande eines Vollrings eine Kurve vorgegeben, 
die mit einem Meridian die Schnittzahl eins hat, dann gibt es eine Fa- 
serung des Vollrings, in der die vorgegebene Kurve eine Faser ist. Damit 
sind wir im vorigen Fall. 

zu (6.2.4): Sei p: M z ~ B  die Bfindelprojektion. 

Ffir den Fall, dab B ein Kreisring ist, haben wir schon friiher eine 
Vereinfachung angegeben; den Fall, dab B ein 2-Element ist, behandeln 
wir in (6.2.9). - In allen andern F/illen gibt es in B einen nicht rand- 
parallelen Bogen l, dessen Endpunkte in der Randkurve p(T") von B 
liegen. Nach unserer Voraussetzung fiber die Verklebung yon M s und 
M 2 gibt es in M eine 2-Sph/ire S, die aus dem vertikalen Kreisring p-a( l )  
in M2, zwei Kreisringen in U(TI) und zwei Meridianfl~ichen in M1 
besteht. Sei U(S) eine regul~ire Umgebung yon S in M, so dab U(S) n 312 
vertikal in M 2 /st. Wir ersetzen M durch M'= M - U ( S ) +  zwei 3-Ele- 
mente. War S nicht-zeflegend in M, dann ist M , ~ M ' #  S ~ x $2; zerlegte 
S, dann ist M hom6omorph zur zusammenh~ingenden Summe der beiden 
Komponenten yon M' .  

Wir erhalten eine Graphenstruktur von M' ,  bzw. der beiden Kom- 
ponenten yon M '  wie folgt: Statt ein 3-Element an die Randkomponente 
$1 yon M - U ( S )  anzukleben, bilden wir den Quotientenraum von 
M - U ( S )  nach einem geeigneten involutorischen Hom6omorphismus 
h: S 1 ~ $1 ; h vertauscht die Kurven jedes der Paare Sx n T',  S~ n T~, 
S~ n T",  und h [ $1 c~ M2 bildet Fasern in Fasern ab; die Fixpunktmenge 

o 

von h besteht aus einer Kurve, die Faser in (S 1 n M2) ist. - Analog ffir 
o 

die andere Randsph/ire yon M -  U (S). 

Wir modifizieren das Verfahren noch folgendermaBen: Start des einen 
Bogens l in B=p(M2) nehmen wir ein System yon B6gen, deren End- 
punkte in p(T'~) liegen, so dab B yon diesen B6gen aufgeschnitten wird: 
in ein 2-Element, wenn 8B=p(T"), und andernfalls in Kreisringe, je 
einen ffir jede yon p(T") verschiedene Randkurve yon B. Wir schneiden 
dann M a u f  an einem System yon 2-Sph/iren, das mit Hilfe dieser B6gen 
genau so gebildet ist wie S aus l, und verfahren welter wie oben. 

Wir bezeichnen die zum SchluB erhaltene Graphenmannigfaltigkeit 
mit M' .  
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War aB=p(T" ) ,  dann ist M'  eine Graphenmannigfaltigkeit, die aus 
zwei Vollringen besteht, und es ist M gleich der zusammenh/ingenden 
Summe von M'  mit einer Anzahl S ix  S 2, diese Anzaht ist gleich der 
Anzahl der B6gen, an denen B aufgeschnitten wurde. 

War ~B:t:p(T"), dann k6nnen wir jetzt die Reduktion (6.2.1) aus- 
fiihren, und zwar je einmal mit jedem der Teile, die den Kreisringen ent- 
sprechen, in die B aufgeschnitten wurde. Die schlieBlich erhaltene 
Graphenstruktur hat eine Komponente weniger als die Graphenstruktur 
T. - Wir k/Snnen M' so beschreiben: Aus M wird M 1 u U ( T 1 ) u M z  
fortgelassen und stattdessen wird an jedes von U(T:) verschiedene U(Tj), 
das M2 traf, in der richtigen Weise ein Vollring angeheftet; ftir jede in 
M 2 gelegene Randfl/iche von M resuttiert eine Komponente yon M' ,  
die ein Vollring ist. Mist  hom6omorph zur zusammenhangenden Summe 
der Komponenten von M' und einer Anzahl S ix  S 2, diese Anzahl ist 
bestimmt durch die Charakteristik und den Orientierbarkeitscharakter 
von B und die Anzahl der Komponenten von M'. 

Bemerkung. Mit Hilfe einer Konstruktion, die im wesentlichen die 
Umkehrung der gerade beschriebenen Reduktion ist, 1/iBt sich fiir die 
zusammenh/ingende Summe zweier Graphenmannigfaltigkeiten wieder 
eine Graphenstruktur angeben. Eine solche Graphenstruktur ist aber 
wertlos, denn fiir sie (und allgemein ftir eine nicht reduzierte Graphen- 
struktur) werden die zu den Ergebnissen der folgenden Paragraphen 
analogen Behauptungen beliebig falsch. 

zu (6.2.5): Wir ersetzen MI durch die Graphenmannigfaltigkeit Q 
aus w 3, und fiihren hinterher die Reduktion (6.2.2) aus; dab das geht, 
ist gerade die Voraussetzung yon (6.2.5). 

zu (6.2.6): Wir ersetzen sowohl M t als auch ME durch die Graphen- 
mannigfaltigkeit Q aus w 3, und ftihren hinterher die Reduktion (6.2.2) 
aus; daB das geht, ist gerade die Voraussetzung yon (6.2.6). 

zu (6.2.7): Wir ersetzen die Graphenmannigfaltigkeit Q durch das 
S~-Biindel fiber dem M6biusband. 

zu (6.2.8): Wenn es iiberhaupt eine Kurve in T" gibt, deren Homo- 
logieklasse unter dem Isomorphismus H I ( T ' ) ~ H I ( T ' )  auf sich oder ihr 
Inverses abgebildet wird, dann gibt es auch eine einfach-geschlossene 
Kurve mit dieser Eigenschaft. Wir fasern M 1 so, dab diese Kurve Faser 
wird: Die Reduktion (6.2.2) liefert dann eine Faserung yon M als S1-Btin - 
del tiber dem Torus oder Kleinschen Schlauch. 

zu (6.2.9): Unter dieser Voraussetzung ist M ein Linsenraum (ins- 
besondere m6glicherweise die 3-Sph~ire) oder S ix  S 2. - Wir rechnen 
diese Mannigfaltigkeiten nicht zu den reduzierten Graphenmannig- 
faltigkeiten. Unsere Methode liefert fiir sie gar nichts, und sie wiirden 
deshalb nur iiberfltissige Disjunktionen verursachen. 
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zu (6.2.10): Aus demselben Grund wie im letzten Punkt rechnen wir 
diese Bfindel nicht zu den reduzierten Graphenmannigfaltigkeiten. - 
Ein Bfindel fiber der 2-Sph/ire ist ein Linsenraum oder S 1 x S 2. - Der 
Vollst/indigkeit halber geben wir ffir die Bfindel fiber der projektiven 
Ebene eine andere Graphenstruktur an: Sei M ein solches Btindel; wir 
erhalten M, wenn wir einen Vollring und das Biindel fiber dem M6bius- 
band in geeigneter Weise verkleben. Wir ersetzen dann das Btindel fiber 
dem M6biusband durch die Graphenmannigfaltigkeit Q aus w 3. Bis auf 
genau eine Ausnahme sind die so erhaltenen Graphenmannigfaltigkeiten 
reduziert. Die Ausnahme wird nach (6.2.4) vereinfacht und zerf[illt 
dabei in die zusammenh/ingende Summe zweier projektiver R~iume. 

Die Behauptung, dab das Reduktionsverfahren abbricht, ist trivial 
ftir solche Graphenstrukturen, auf die (6.2.9) oder (6.2.10) Anwendung 
findet oder der erste Fall aus (6.2.4), ( , ,M' ist eine Mannigfaltigkeit, die 
aus zwei Vollringen besteht"); diese Graphenstrukturen seien im fol- 
genden ausgeschlossen. 

Sei p die Anzahl der Komponenten yon T. Sei a die Anzahl der- 
jenigen Komponenten yon M - U ( T ) ,  die homSomorph sind zu einem 
S~-Biindel fiber einer gelochten projektiven Ebene. Dann ist (p + 2 a, p), 
in lexikographischer Anordnung, ein Kompliziertheitsgrad ftir M, bzw. 
fiir die Mannigfaltigkeiten, deren zusammenh~ingende Summe M ist, 
der bei jeder Reduktion kleiner wird: 

Bei (6.2.1)-(6.2.4) und (6.2.8) wird p kleiner und a nicht grSBer. 
(Bei (6.2.2) kann ein Btindel tiber einer nicht-orientierbaren Flfiche neu 
hinzukommen, n/imlich eventuell dann, wenn M1 = M2; in einem solchen 
Falle hat aber die Basis des neuen Bfindels h6heres Geschlecht als die 
projektive Ebene.) 

Bei (6.2.5) wird p um 1 gr6Ber und a um I ldeiner. 

Be/(6.2.6) wird p um 3 grSBer und a um 2 kleiner. 

Be/(6.2.7) wird p u m  2 kleiner und a um 1 gr6Ber. 

7. Fl/ichen in reduzierten Graphenmannigfaltigkeiten 

(7.1) Satz. Eine reduzierte Graphenmannigfaltigkeit ist irreduzibel. 

Beweis. Sei M eine solche, und sei T = T t  w ... u Tn ihre Graphen- 
struktur. - Ist T=O, dann ist wegen (6.2.10) M eine Mannigfaltigkeit, 
ffir die die Behauptung in (2.7) bewiesen ist. Sei also T~=0. - Ist T=T1,  

und M -  t~(T) homSomorph zu Torus x Intervall, dann ist T inkompres- 
sibr in M, und die Behauptung folgt aus (1.8) und (2.7). Wir scMieBen 
im folgenden diesen Fall aus; wegen (6.2.1) ist dann keine Komponente 
von M -  U(T) das S1-Bfindel fiber dem Kreisring. 
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Sei im Widerspruch zur Behauptung Seine 2-Sph/ire in M, die kein 
3-Element berandet; sei S so gew/ihlt, dab S n T  aus mfglichst wenig 
Kurven besteht. Es ist StnT~-O nach (2.7). Sei U(T) eine regul~e Um- 
gebung von T, sei ?~7/=M-U(T), sei S = S c ~ / .  Nach (1.6) ist S in- 
kompressibel in M, und keine Komponente ist randparaUet in M. 

Ist die Komponente M 1 yon ~/ein Vollring, dann besteht S n M1 aus 
Meridianfl/ichen. 

Sei M 2 eine Komponente von ~7I, die kein Vollring ist. Da S n  T~0, 
gibt es wegen (6.2.9) eine solche, dab S n  M2 ~eO; sei Feine Komponente 
von S n  M2. Nach (4.2) ist F in M2 entweder isotop zu einem vertikalen 
Kreisring oder zu einer Fl~iche, die mindestens zwei horizontale Rand- 
kurven hat (da wir ja den Fall, dab M 2 Torus x Intervall ist, schon er- 
ledigt haben). An eine vertikale bzw. horizontale Randkurve von F kann 
nicht von auBerhalb M2, etwa in M 1, eine Komponente von S anstoBen, 
die ein 2-Element ist: Dann m~Bte M1 ein Vollring sein und dieses 2-Ele- 
ment eine Meridianfl/iche in Mr. Damit h/itten wir aber einen Widerspruch 
zu der Reduktionsforderung (6.2.4) bzw. (6.2.3). 

H/ingen wir nun jeden der Kreisringe S n  U(T) mit einer Randkurve 
an S an, so haben wir folgende seltsame Zerlegung von S konstruiert: 

1) S ist in endlich viele Teile zerlegt. 

2) Mindestens einer dieser Teile ist nicht ein 2-Element. 

3) Jeder Tell, der nicht ein 2-Element ist, hat mindestens zwei 
Randkurven, an die ein Teil anst6Bt, der nicht ein 2-Element ist. 

(7.2) Lemma. Sei M eine reduzierte Graphenmannigfaltigkeit mit der 
Graphenstruktur T. Ist dM kompressibel, dann ist T=O, und M i s t  ein 
Voltring. 

Beweis: Unter der Voraussetzung T=O, ist die Behauptung in (2.6) 
bewiesen. Sei also T4:O. 

Sei im Widerspruch zur Behauptung D ein rand-inkompressibles 
2-Element in M. Sei D bereits so deformiert, dab D n T aus mSglichst 
wenig Kurven besteht. Es ist D n T ~ )  wegen (2.6). Sei U(T) eine regu- 
1/ire Umgebung von T, sei ~7/= M -  U(T), sei/3 = D n M. Nach (1.9) und 
(7.1) ist/3 inkompressibel in 57f, und keine Komponente yon D ist rand- 
parallel in M. - Die weitere Argumentation ist nahezu identisch mit 
tier aus (7.1). 

(7.3) Lemma. Sei M eine reduzierte GraphenmannigfaItigkeit mit der 
Graphenstruktur T= Tx u ... uT~. 

T I i s t  genau dann kompressibel in M, wenn einer der an U(T1) an- 
stoflenden Teile yon M - U ( T )  ein Vollring ist. 

Beweis. Die eine Richtung ist trivial. Um die andere zu beweisen, 
o 

wenden wir (7.2) an auf M ' = M - U ( T t ) .  
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(7.4) I.emma. Sei M eine reduzierte Graphenmannigfaltigkeit mit der 
Graphenstruktur T. Der Kreisring F in M sei enthalten in M= M - U ( T ) .  
F sei inkompressibel und nicht rand-parallel in F,L Dann ist F inkompressibel 
und nicht rand-parallel in M. 

Beweis. Sei M 1 die Komponente yon J~, die F enth~ilt. Ist M 1 = M, so 
ist nichts zu beweisen: Wfire M~ das Biindel fiber dem 2-Element oder 
dem Kreisring oder dem M6biusband, so k~men wir gerade auf diesen 
Fall, also nehmen wir an, M 1 ist nicht eines dieser Biindel. Nach (2.8) 
dfirfen wir deshalb annehmen, dab F in M1 vertikal ist. 

1) G~be es ein 2-Element D in M mi tDnF=SD,  so dab ~D nicht ein 
2-Element auf F berandete, dann kSnnten wit D zusammensetzen mit 
einem der Kreisringe, in die F von 8D zerlegt wfirde, zu einem rand- 
inkompressiblen 2-Element in M, ira Widerspruch zu (7.2). 

2) Wir nehmen an, F sei parallel zu dem Kreisring F '  in dM. Dann 
gibt es einen Vollring V in M, so dab a V = F u F ' .  Nach Voraussetzung 
ist Tc~ V = T n  V4:0. 

Die von M in V induzierte Graphenstruktur kann nicht reduziert 
sein, da wir sonst einen Widerspruch zu (7.2) h~itten. Aber die einzige 
Reduktionsforderung, die m6glicherweise nicht erfiillt ist, ist (6.2.1). 
Also ist a V parallel zu einer Komponente von T, etwa 7"1. Als Torus in 
einem Vollring ist T1 kompressibel, also folgt aus (7.3), dab T~ die einzige 
in V liegende Komponente von T ist, und dab die von M~ verschiedene 
an U(T1) anstoBende Komponente yon 57I ein Vollring ist, (der im Innern 
von Vliegt). - Aus der Annahme, Fsei  parallel zu F', folgt, dab es eine 
Meridianfl~iche von V gibt, deren Rand F in genau einem Bogen trifft, 
also jede der beiden vertikalen Randkurven yon F in je einem Punkt: 
Es folgt, dab die Verklebung an T 1 die Reduktionsforderung (6.2.3) 
verletzt. 

(7.5) Lemma. Sei M eine reduzierte Graphenmannigfaltigkeit mit der 
Graphenstruktur T. Sei F ein inkompressibler und nicht rand-paralleler 
Kreisring in M. Sei F so deformiert, daft F n T aus m6glichst wenig Kurven 
besteht. 

1st F n  T @O, dann ist M die Graphenmannigfaltigkeit Q was w 3. 

Beweis. Sei JVI = M -  U ( T), und sei ff'= Fra ~l. 

1. Fall. F besteht nur aus Kreisringen. Sei M1 eine Komponente yon 
/~7/, und F1 eine in M1 liegende Komponente yon/~;  F1 ist nach (1.9) 
inkompressibel und nicht rand-parallel in M~. Also ist M~ kein Vollring; 
da T4=0 und 8M,O,  ist wegen (6.2.1) M1 auch nicht Torus x Intervall. 
Daher ist nach (2.8) F isotop zu einem vertikalen Kreisring, wenn M~ 
nicht das S1-Biindel fiber dem MSbiusband ist. Ist M~ dieses Biindel, 
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dann ist entweder F isotop zu einem vertikalen Kreisring oder aber die 
Randkurven yon F sind isotop in OMI zum Rand des als Schnitt einge- 
betteten M6biusbandes, (3.3). - Aber die Reduktionsforderungen (6.2.1) 
und (6.2.5) verbieten, dab F nur aus solchen Teilen wie F l zusammenge- 
setzt ist. 

2. Fall. Die Komponente F~ yon F sei ein 2-Element; sie liege in tier 
Komponente M 1 yon M. Nach (2.8) mul3 M1 ein VoUring sein; FI ist 
Meridianfl/iche in ,$/1. 

M 1 stoBe an M z an, und F1 an Fz aus 111/2. Wegen (6.2.9) und (6.2.1) 
ist M 2 weder ein Vollring noch Torus x Intervall. Wegen (6.2.4) ist 
F2 nicht isotop zu einem vertikalen Kreisring in Mz. Und schlieBlich 
kann F2 wegen (6.2.3) nicht lauter horizontale Randkurven haben: Es 
folgt mit (4.2), dab M z das Produktbtindel tiber einer mindestens 3-fach 
gelochten 2-Sph~ire ist, und dab F 2 in M2 isotop ist zu einer ~-bl~ittrigen 
L~berlagerung der Basis yon Mz, mit ~ > 2. 

Jede Randkurve von F2, die auf F ein 2-Element berandet, liegt auf 
einem U(Ti), an das auf der andem Seite ein Vollring anst6Bt: Denn sei 
k eine solche Randkurve; sie liege in OU(TI); D sei das von ihr auf F 
berandete 2-Element. Es gibt dann ein 2-Element D' in D mitD' c~ T 1 =0D'. 
Da F so deformiert war, dab die Anzahl der Schnitte Fc~ T m6glichst 
klein ist, und da ~I  irreduzibel ist, folgt, dab OD' auf T~ nicht ein 2-Ele- 
ment berandet: Mit (7.3) folgt die Behauptung. 

M2 babe r Randfl/ichen. Nach (4.2) liegen in r - 2  Randfl/ichen von 
M 2 lauter horizontate Randkurven von Fz; d.h. F2 hat (mindestens) 
~ ( r - 2 )  horizontale Randkurven und insgesamt (mindestens) ~ ( r - 2 ) + 2  
Randkurven. Eine solche horizontale Randkurve daft nach dem oben 
Gesagten und wegen (6.2.3) nicht ein 2-Element auf Fberanden. Anderer- 
seits hat F2 h6chstens zwei Randkurven, die auf dem Kreisring F nieht 
ein 2-Element beranden: Also ist 0~ (r - 2) __< 2, daher genau ~=2  und 

Von den (mindestens) vier Randkurven von F z beranden (mindestens) 
zwei auf F ein 2-Element. Da diese Kurven nicht horizontal sein diirfen, 
und da 0~=2, liegen sie auf versehiedenen Randfl/ichen yon M2. Und an 
diese beiden Randfl/ichen stoBen tats/ichlich Vollringe an: Wit kommen 
also genau auf die Konstruktion von Q aus w 3. An die dritte Randflache 
yon M2 kann nicht ein Vollring anstoBen, da OM+-r ist; an diese Rand- 
fl/iehe kann abet auch nichts anderes anstoBen, wegen (6.2.7). Also ist 
3//=Q. 

(7.6) Lemma. Sei M eine reduzierte Graphenmannigfattigke# mit der 
Graphenstruktur T. Sei M hom6omorph zu Torusx Intervall. Dann ist 
T=O. 
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Beweis. Wir nehmen an, dab T+0. Sei M 1 eine Komponente von 
o 

M - U ( T ) ,  so dab M~nSM+-O. Sei F ein inkompressibler und nicht 
rand-paralteler Kreisring in M, so dab (mindestens) eine Randkurve in 
8M~ nicht isotop zu einer vertikaten Kurve ist. F werde so deformiert, 
dab F n T  aus m6glichst wenig Kurven besteht. Es kann nicht FnT=O 
sein, da sonst aus (2.8) folgte, dab jede Komponente von F n  M: in Mi 
isotop zu einem vertikalen Kreisring w/ire, was nach Wahl yon F nicht 
m6glich ist. - Aber F n  T + 0  widerspricht (7.5). 

(7.7) Lemma. Sei M eine reduzierte Graphenmannigfattigkeit. Sei M 
homiiomorph zu dem S1-B~ndet fiber dem M6biusband. Dann ist M ent- 
weder das S1-Bi~ndel fiber dem Miibiusband oder die Graphenmannigfaltig- 
keit Q aus w 3. 

Beweis. Sei T die Graphenstruktur von M. Ist T--0, dann ist die 
Behauptung in (5.5) bewiesen. Ist T+0,  dann folgt die Behauptung auf 
die gleiche Weise wie (7.6) aus (7.5), denn es gibt in M zwei inkornpres- 
sine and nicht rand-paralMe Kreisringe, deren Randkurven nicht zu- 
einander isotop sind. 

(7.8) Wir definieren zwei Graphenmannigfaltigkeiten Q1 und Q2 
wie folgt: 

(7.8.1) Sei sowohl M 1 als auch M 2 die Graphenmannigfaltigkeit Q 
aus w 3. Sei h: M 1 ~ M2 ein Hom6omorphismus. Der Hom6omorphismus 
h 18M: ~ OMz definiert eine Verklebung yon Mi und Me an ihren Rand- 
fl~chen. Wir ftihren die Verktebung aus und vergessen den von aM1 
herriihrenden Torus (Reduktion (6.2.2)). Es entsteht dann eine reduzierte 
Graphenmannigfaltigkeit, die wir mit QI bezeichnen. - Q1 ist hom6o- 
morph zu dem S~-Btindel tiber dem Kleinschen Schlauch, das einen 
Sehnitt besitzt; (dies ist das B/indel, das du~h ,,Verdoppeln" des S:- 
Biindels iiber dem M6biusband entsteht). 

(7.$.2) Sei sowoht N~ als auch N2 das S~-Bfindel fiber dem M~Sbius- 
band. Sei h: N I ~ N  z ein Hom6omorphismus. Sei f :  ONt--*ON 1 ein 
invotutorischer Hom6omorphismus, der die beiden ausgezeichneten 
Kurvenklassen auf 8N~ vertauscht; n/imtich die Klasse der zu einer ver- 
tikalen isotopen und die Klasse der zum Rand des als Schnitt einge- 
betteten M6biusbandes isotopen Kurven. Wir verkleben N~ und N2 
an ihren Randfl~ichen mit Hilfe des HomSomorphismus h ION i of :  ON1 -~ 
ON2. Die entstehende Graphenmannigfaltigkeit ist nicht reduziert. Die 
Reduktion (6.2.5) ist ausfiihrbar, und zwar auf zwei Arten: Wir kSnnen 
sowohl den yon N t als auch den yon N 2 herrfihrenden Teil durch die 
Graphenmanni~altigkeit Q ersetzen und dann nach (6.2.2) reduzieren. 
Aber die beiden schliefllich erhaltenen Graphenstrukturen sind iiquivalent 
in dem Sinne, dab es einen Hom6omorphismus gibt, der die eine auf die 
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andere abbildet. - Wir bezeichnen die konstruierte Graphenmannig- 
faltigkeit mit Q2. 

(7.9) Lemma. Sei M eine reduzierte Graphenmannigfaltigkeit mit der 
Graphenstruktur T. Sei F ein inkompressibler Torus in M. F sei so de- 

formiert, daft F n  T aus m6glichst wenig Kurven besteht. Es sei F n  T+~). 
Dann liegt einer der folgenden drei Fiille vor: 

(7.9.1) ~ /=  M - U ( T )  hat als Komponenten das St-Bfindel fiber der 
3-lath getochten 2-Sph~ire und 3 Vollringe. M-b~(F)  ist hom6omorph 
zu Torus x Intervall. 

(7.9.2) M ist die Graphenmannigfaltigkeit Qs aus (7.8.1). M -  U(F) 
ist hom6omorph zu Torus • Intervall. 

(7.9,3) M i s t  die Graphenmannigfaltigkeit Q2 aus (7.8.2). M - / ) ( F )  
besteht aus zwei Komponenten, deren jede hom6omorph ist zu dem 
S1-Bfindel fiber dem M6biusband. 

Beweis. Sei M = M -  U(T), und F = F n ~ / .  

Aus ~ihnlichen Grfinden wie im ersten Fall des Beweises von (7.5) 
(und zus/itzlieh wegen der Reduktionsforderungen (6.2.6) und (6.2.8)) 
sind nicht alle Komponenten yon P Kreisringe. 

Sei M seine Komponente yon ,(/, die nicht ein Vollring ist, und so dab 
F n  M1 nicht nut aus Kreisringen besteht; M1 ist nicht Torus • Intervall. 
Nach (2.8) dfirfen wir annehmen, dab die Beschr~nkung der Bfindel- 
projektion yon M 1 auf F n  M 1 eine Oberlagerungsprojektion ist. 

Falls dies mSglich ist, werde in M1 ein vertikaler Torus T* gew~ihlt, 
der inkompressibel in M s ist, und der nicht parallel ist zu einer Rand- 
fl~iche von M1. Existiert T*, dann folgt aus (7.2), dab T* inkompressibel 
in Mis t ,  da wir beim Aufschneiden an T* eine (m6glicherweise nicht 
zusammenh~tngende) reduzierte Graphenmannigfaltigkeit erhalten. 

Ist jeder inkompressible Torus in Mj rand-parallel, dannist die Basis 
von M I d a s  M6biusband oder die 3-fach geloehte 2-Sph/ire. - Sei M s 
das S1-Bfindel fiber dem M6biusband. W~e  die Randflftche von M~ 

O 

kompressibel in M, dann folgte, dab M - M  l ein Votlring w~re, und dab 
F aus einem Kreisring in M~ und zwei 2-Elementen in M - M  s best/inde, 
was nicht geht: Wir nehmen als T* die Komponente yon T, deren U(T*) 
an M~ anst6t3t; T* ist inkompressibel in M. 

1. Fall. M~ ist das B~ndel ~ e r  der 3-fach gelochten 2-Sphi~re, und 
M-~41 besteht aus drei Vollringen: Dann besteht F n ( M - M 1 )  aus 
2-Elementen, die Meridianflitchen in diesen Vollringen sind. F n  M1 ist 
zusammenhiingend. Nach (2.9) gibt es eine solche Faserung von Ms 
fiber der 1-Sph~ire, dab F n  M t eine Faser ist. Diese Faserung induziert 
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eine Faserung von OM~ durch Meridiankurven der anstoBenden Voll- 
ringe, und diese Faserung wiederum k6nnen wir fortsetzen zu einer 
Faserung der Vollringe durch Meridianfl/ichen in solcher Weise, dab die 
F c~ ( M -  M 1) Fasern sind. Also ist M ein Torus-Btindel fiber der 1-Sph/ire, 
und wir sind in (7.9.1). 

2. Fall. Der erste Fall tritt nicht ein: Ist M~ das Biindel fiber der 
3-fach gelochten 2-Sph~ire, dann gibt es nach (7.3) mindestens eine Kom- 
ponente T* von T, so dab U(T*) an M 1 anst6Bt, und dab T* inkompres- 
sibel in Mist. 

T* ist also jetzt in allen F/illen definiert. Es ist T*c~F+O. Da T* 
inkompressibel ist, wird F von T * n  F in Kreisringe aufgeschnitten; kei- 
ner dieser Kreisringe ist parallel zu einem Teil von T*, da andernfalls 
folgte, dab die Anzahl der Schnitte F n  T verringert werden kSnnte. 

Wir sehneiden M an T* auf: Dadurch entstehen reduzierte Graphen- 
mannigfaltigkeiten N 1 und N2 (N1 ist m6glicherweise identisch mit N2). 
Wir bezeichnen ihre Graphenstrukturen mit T~) und T~2). Es ist, etwa, 
FnT(1)~O, (insbesondereoT(1)+0), da sonst entweder Tc~F=O sein 
mfiBte oder F = F c ~ ( M - U ( T ) )  nur aus Kreisringen best/inde. Also ist 
nach (7.5) N 1 die Graphenmannigfaltigkeit Q aus w 3 (insbesondere muB 
N 1 aeN2 sein). Wegen (6.2.7) ist es gar nicht m6glich, dab T* als Kom- 
ponente yon T gew/ihlt wurde, d.h. es ist Nz c~ Mx :#(~, und N z n M 1 ist 
ein S~-Bfindel, das nicht Torus • Intervall ist. Die Schnittkurven F n  T* 
sind nicht isotop zu vertikalen Kurven in a (N2 c~ M 0. Also ergeben sieh 
zwei M6glichkeiten: Entweder ist T~2 ) = 0, (und daher N2 c M1) und N 2 
ist das S1-Bfindel fiber dem M6biusband; oder es ist To2 ) ~ ,  dann ist 
notwendig F n / ( 2  ) 40, daher nach (7.5) Nz die Graphenmannigfaltigkeit 
Q aus w 3. 

Beide M6glichkeiten ffir M haben Folgendes gemeinsam: Die beiden 
ausgezeichneten Isotopieklassen derjenigen Kurven auf ON I, die als 
Randkurven von inkompressiblen, nicht rand-parallelen Kreisringen 
in Nx auftreten, fallen in T* zusammen mit den beiden ausgezeiehneten 
Kurvenklassen auf ON 2 . (Es sind dies auf T* einerseits die Isotopieklasse, 
die die in M~ vertikalen Kurven enth/ilt, und andererseits die Isotopie- 
klasse, die Fc~ T* enth~lt). - Dadurch, und daB die Graphenstruktur 
nicht trivial ist, sind aber gerade QI und Q2 aus (7.8) gekennzeichnet. 

Ist M die Graphenmannigfaltigkeit Q~, dann besteht M -  U(T) aus 
dem S~-Bfindel fiber der 4-faeh gelochten 2-Sph~ire und 4 Vollringen. 
M~ wird von Fc~ M 1 nicht zerlegt. Die Faserung yon M 1 induziert auf 
der dureh Aufsehneiden yon M~ an F n  M~ entstehenden Mannigfaltig- 
keit eine Faserung als Linienbfindel. Diese Faserung 1/iBt sieh fortsetzen 
auf die Teile, in die die Vollringe M - M a  dutch die darin liegenden 

O 

Meridianfl/ichen F n  (M-Ma)  aufgeschnitten werden, zu einer Faserung 
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der aus M durch Aufschneiden an F entstehenden Mannigfaltigkeit. 
Da M yon F nicht zerlegt wird, hat dieses Linienbfindel zwei Randfl~ichen, 
ist also Torus x Intervall. 

Ist M die Graphenmannigfaltigkeit Q2, dann besteht M -  tr(T) aus 
dem SI-Btindel M1 fiber der 2-fach gelochten projektiven Ebene und zwei 
Vollringen. Wie oben finden wir eine Faserung der aus M durch Auf- 
schneiden an F entstehenden Mannigfaltigkeit als Linienbfindel. Diesmal 
ist aber diese Mannigfaltigkeit nicht zusammenh~ingend: Also hat jede 
Komponente eine Randfltiche, ist daher das Linienbtindel fiber dem 
Kleinschen Schlauch und homSomorph zu dem S~-Bfindel fiber dem 
M6biusband. 

8. Homiiomorphismen von reduzierten Graphenmannigfaltigkeiten 

(8.1) Satz. M und N seien reduzierte Graphenmannigfaltigkeiten mit 
den Graphenstrukturen T= Tt u ... u Tin, bzw. T ' =  T~ u ... u T ' .  Das 
Paar (M, N)  sei nicht eine der unten beschriebenen Ausnahmen. 

Es gebe einen Hom6omorphismus ~o : M ~ N. 
Dann gibt es einen zu ~o isotopen Hom6omorphismus ~, so daft t~ ( T ) =  T'. 

A usnahmen: 

(8.1.1) M = M - / ) ( T )  besteht aus einem BiJndel fiber der m-fach 
gelochten 2-Sphiire und (genau) rn Vollringen, und es ist m < 3; oder 
besteht aus einem Bfindel fiber der m-fach gelochten projektiven Ebene 
und (genau) m Vollringen, und es ist m ~ I. Und dasselbe gilt ffir/~ = N -  
U(T'). 

(8.1.2) hT/=M- U(T) ist Torus • Intervall; und N = N -  0(T')  be- 
steht aus einem Bfindel fiber der n-fach gelochten 2-Sphiire und n Voll- 
ringen, und es ist n < 3. Oder umgekehrt. 

(8.1.3) M i s t  die Graphenmannigfaltigkeit Q aus w 3; und N ist das 
S1-Bfindel fiber dem M6biusband. Oder umgekehrt. 

(8.1.4) M ist die Graphenmannigfaltigkeit Q1 aus (7.7); und N ist 
das S~-Biindel fiber dem Kleinschen Schlauch, das einen Schnitt besitzt. 
Oder umgekehrt. 

(8.1.5) M und N sind beide die Graphenmannigfaltigkeit Q2 aus (7.7). 

Die Behauptung von (8.t) ist trivial, wenn m = n = 0 ;  also nehmen wir 
an, dab m + n > 0. Zum Beweis unterscheiden wir die folgenden drei Ftille: 

(8.2) Es ist aM#C;  und alle Tj und Tj sind kompressibel. 
(8.3) Unter den Tori T~ und T] gibt es mindestens einen, etwa/"t, 

der inkompressibel ist. 
(8.4) Es ist OM=0; und alle Tj und Tj sind kompressibel. 
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(8.2) Beweis yon (8.1) f/~r den Fall, daft OM~-O und daft alle T~ und 
Tj kompressibel sind. 

Nach (7.3) wird M von den T i aufgeschnitten in das S1-Bfindel M* 
und die Vollringe V1 . . . . .  Vm; es ist m >  1; M* hat mehr als m Rand- 
fliichen. N wird von den Tj aufgeschnitten in das S1-Biindel N* und die 
Vollringe IV, , . . . ,  W,.; es ist n_>_0. 

Sei C1 ein vertikaler Kreisring in M*, dessen eine Randkurve in T 1 
und dessen andere Randkurve in 8M liegt. Sei V~ der an T~ anstoBende 
Vollring. Sei U(CauV~) eine regul/ire Umgebung, so daB M*c~ 
U(C 1 kJ V1) vertikal ist. Sei F=(OU(C1 u V1)-SM); Fist  ein vertikaler 
Kreisring in M*, der, grob gesprochen, Va von M abtrennt. Nach (7.4) 
ist F inkompressibel und nicht rand-parallel in M. Deshalb gilt dasselbe 
ffir q~(F) in N. Wir deformieren den Hom6omorphismus q~ so, dab 
q~(F) c~ T' aus m6glichst wenig Kurven besteht. Da N irreduzibel ist, 
(7.1), zeigt (1.9), dab q~(F)c~N* inkompressibel in N* ist und dab keine 
Komponente von q ( F ) n  N* parallel ist zu einem Teil von ON*-ON. 
DaB eine Komponente von ~o(F)nN* parallel ist in N* zu einem Teil 
yon ON, ist nur m6glich, wenn ~0(F)cN*;  es ist also nicht m6glich, 
da 9 (F) nicht randparallel in N ist. Wir k6nnen also in (2.8) nachschauen, 
wie ~p (F) c~ N* aussieht: 

1. Fall. Die Randkurven q~(OF) sind in ON* nieht homolog zu verti- 
kalen Kurven. Dann ist die Basis von N* eine nicht-orientierbare Fl/iche. 
Denn die Randkurven yon F liegen in einer Randflfiche von M, und eine 
Orientierung von F induziert in ihnen entgegengesetzte Orientierung. 
Daher gilt dasselbe ffir die beiden Randkurven 9(OF) von q~(F)c~N*. 
Andererseits ist ~0(F)c~ N* zusammenh/ingend, und ist isotop zu einer 
Oberlagerung der Basis yon N*: Das ffihrte zu einem Widerspruch, wenn 
die Basis yon N* orientierbar ware. - Nach (4.2.3) hat nun ~o(F)nN* 
nur Randkurven, die in ON* isotop sind zu horizontalen Kurven. Daher 
kann wegen (6.2.3) an N* gar kein VoUring Wj anstoBen. Es ist also 
N=N*,  und N ist notwendig das S1-Bfindel fiber dem M6biusband. 

Sei nun C '  ein vertikaler Kreisring in N, der inkompressibel und nicht 
rand-parallel ist. Da die ~o(OF) nicht homolog zu vertikalen Kurven in 
ON sind, k6nnen die ~o-I(OC') nicht homolog zu vertikalen Kurven in 
OM* sein. Wird also ~o so deformiert, dab q~-l(C')c~T aus m6glichst 
wenig Kurven besteht, dann wird ~o-1(C ') n M* ein F1/iehensystem vom 
Typ (2.8.2), d:h. es ist dann r Also ist nach (7.5) M die 
Graphenmannigfaltigkeit Q. - (M, N) ist die Ausnahme (8.1.3). 

2. Fall. Die Randkurven rp(SF) sind in ON* homolog zu vertikalen 
Kurven. Dann liegt r bereits in N* und ist in N* isotop zu einem 
vertikalen Kreisring; wir nehmen daher an, dab r vertikal ist in N*. 
~0(F) zerlegt N, und eine der Komponenten, n~imlich q~(U(Clu V1)), 
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ist ein Vollring. L~ige dieser VoUring in N*, dann w~ire sein Durchschnitt 
mit einer als Sehnitt in N* eingebetteten Basis eine Meridianfl~iehe, die 
~o(F) in genau einem Bogen tr~ife, und es folgte, dab ~o(F) in N* rand- 
parallel w~e, was nicht stimmt. Also enth~ilt dieser Vollring mindestens 
einen der Tori Tj; er enth~t auch h6chstens einen, da im andern Falle 
q~(U(Ct u VO), mit der von N induzierten Graphenstruktur, eine re- 
duzierte Graphenmannigfaltigkeit ware (der einzige kritische Punkt ist 
(6.2.1)), aber kompressiblen Rand h~itte, im Widerspruch zu (7.2). Da 
sicherlich ONCq~(U(Ct w V0), enthiilt also q~(U(C1 w V:)) genau einen 
der Vollringe Wj, etwa W:. - Die Tori (o(OV1) und OWl sind beide 
parallel zu q~(OU(CI ~ VO), und beide liegen im Innern von N; sie sind 
daher isotop. Also k6nnen wir q~ so deformieren, dab ~o(V])= W I. 

Die Behauptung folgt nun rekursiv fiber die Vollringe V~: Der 
n~ichste Schritt ist, /11 und W: zu ,,enffernen" und die Beschr~inkung 

O 

9 1 ( M -  1"1) zu untersuchen, usw. Bei dieser Rekursion st6rt die im ersten 
Fall aufgetretene Ausnahme nicht, da die weiterhin vorkommenden 
Mannigfaltigkeiten alle mindestens zwei Randfl~ichen haben. 

(8.3) Beweis yon (8.1)f/~r den Fall, daft TI #~kompressibel ist. 

Sei v die Anzahl der inkompressiblen Komponenten von T, und w 
die Anzahl der inkompressiblen Komponenten von T'. Um die Behaup- 
tung ffir das gegebene Paar (M, N) nachzuweisen, nehmen wir an, sic 
sei bereits bewiesen ffir alle Paare (M', N'), die nicht die Ausnahme 
(8,1.3) sind, und ffir die aM'=~0, und v '+w'<v+w.  Der Induktions- 
anfang ist nach (8.2) richtig. 

Sei q~ so deformiert, dab q~(TOnT' aus mfglichst wenig Kurven 
besteht. 

(8.3.1) Es ist q~(T:)nT'=0. - Zum Beweis pftifen wit die M6glich- 
keiten nach, die (7.9) noch offenl/iBt. (Die hier mit , ,N" bezeichnete 
Mannigfaltigkeit heiBt dort , ,M"; ,,q~ (T0" heiBt dort ,,F".) 

(7.9.1) besehreibt wegen (7.6) gerade die Ausnahme (8.1.2). 
zu (7.9.2). Sei T* ein Torus in N, der dem in (7.9) mit T* bezeiehneten 

Torus entspricht (vgl. SchluB des Beweises yon (7.9)). Die Existenz yon 
cp-a(T *) in M zeigt, dab die Reduktionsforderung (6.2.8) verletzt ist 
fiir die Verklebung an T~. 

zu (7.9.3). Sei T* in N gew/ihlt wie oben. Die Existenz yon q~-l(T*) 
in M zeigt, dab ffir die Verklebung an Ti eine der Reduktionsforderungen 
(6.2.5), (6.2.6) oder (6.2.7) verletzt ist. 

(8.3.2) Unter den Komponenten yon N = N -  ~J(T') sei N* diejenige, 
die ~o(T1) enthiilt, q~(T~) ist isotop zu einem vertikalen Torus in N*. 

Beweis. Nach (2.8) ist die einzige Alternative die, dab N* ein 
S~-Bfindel fiber dem Torus oder Kleinschen Schlauch ist, (insbesondere 
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N* =N),  und es l~iBt sich dann ~p so deformieren, dab die Beschr/in- 
kung der Bfindetprojektion von N* auf q~(T1) eine Oberlagerungs- 
projektion ist. 

o 

Es folgt wie am SchtuB von (7.9), dal3 M - U ( T O  hom6omorph ist 
zu einem Linienbiindel, und zwar zu Torus x Intervall im ersten Fall, 
und zu zwei Exemplaren des S~-Bfindels fiber dem M6biusband im 
zweiten Fall. - Das Weitere geht ganz analog zum zweiten und dritten 
Fall von (8~3.1). 

Wir nehmen also an, dab (o(Tt) in N*  vertikaI ist. 

1. Fall. ~P(Tt) ist parallel zu einer Randfliiehe yon N*. - Diese Rand- 
fl~che kann nicht eine Randfl/iehe von N sein, denn sonst folgte aus 
(7.6), dab die Reduktionsforderung (6.2.I) ffir M verletzt wfire. Also 
ist q~(T~) parallel zu einer Komponente yon T', etwa T;; die beiden Tori 
tiegen im Innern von N und sind daher isotop: Wir deformieren (o so, 
dab r und schneiden dann M and N an Ti und T; aug zu M'  
und N'. M'  und N" sind (m6glicherweise nicht zusammenh/ingende) 
reduzierte Graphenmannigfaltigkeiten. Wegen (6.2.7) ist keine von ihnen 
(bzw. keine ihrer Komponenten) die Graphenmannigfaltigkeit Q aus w 3. 
Daher k6nnen wir nach der Induktionsvoraussetzung q~ t M'  so defor- 
mieren, dab ~p ] M' :  M'-~ N'  die Graphenstruktur respektiert. Die De- 
formation kann auf OM', insbesondere aug Ti, konstant gehalten werden. 
Also folgt die Behauptung. 

2. Fall. (o(T1) ist nicht parallel zu einer Randftiiehe yon N*. (Wit 
werden sehen, dab das nicht geht.) - Wir schneiden M und N an T 1 
und tp (T1) auf zu M '  und N' ;  M'  und N' sind reduzierte Graphenmannig- 
fattigkeiten (M' trivialerweise, N' deshalb, weil ~o(Tz) nicht parallel war 
zu einer Komponente von T'). Seien M1 und M 2 die Komponenten 
yon M'  (es ist eventuell M 1 =Mz) und N 1 und N 2 die von N'. Wegen 
(6.2.7) ist weder M1 noch M2 die Graphenmannigfaltigkeit Q aus w 3. 
Wir nehmen zun/ichst an, dab dasselbe aueh ffir Ni und N2 gelte. Nach 
der Induktionsvoraussetzung k~Snnen wir dann (0 so deformieren, dab 
(o[M 1 und (0[M2 die Graphenstruktur respektieren. Sowohl aug T~ als 
auch auf q~(Ti) gibt es zwei ausgezeichnete Isotopieklassen yon Kurven, 
n~mlich die der vertikalen Kurven in den anstoBenden Biindeln. AUg 
q~(T1) sind diese beiden Klassen identisch. Wegen der bereits erreichten 
Normierung von ~o werden die an tp(T 0 anstoBenden BfindeI dutch q~-1 
auf die an T1 a'nstoBenden Bfindel abgebildet. Daher wird nach (5.5) eine 
ausgezeichnete Kurvenktasse aug q~(T~) durch q>- ~ auf eine ausgezeichnete 
Kurvenklasse auf T1 abgebildet. Es fotgt, dab die beiden ausgezeichneten 
Kurvenklassen auf Tl identisch sind, im Widerspruch zu (6.2.2). 

Ist N1 (bzw. N~ und N2) die Gmphenmannigfaltigkeit Q, dann 
sehlieBen ~@ ~ihnlieh: Nach (7.7) und (6.2.7) ist M i (bzw. M~ und M2) 
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das St-Bfindel fiber dem M6biusband. Unter dem Hom6omorphismus 
go-1 geht die durch N~ bestimmte ausgezeichnete Kurvenklasse auf 
q3(T1) fiber in die Klasse derjenigen Kurven auf T1, die isotop sind zum 
Rand des als Schnitt in M~ eingebetteten M6biusbandes (und eventuell 
analog ftir N2 und M2). Also ist die Reduktionsforderung (6.2.5) (bzw. 
(6.2.6)) ftir die Verklebung an T 1 verletzt. 

(8.4) Beweis yon (8.1)f~r den Fall, daft OM=r und daft alle Ti und 
Tj kompressibel sind. 

M wird von T aufgeschnitten in das S1-Btindel M* und Vollringe 
V~ . . . . .  V,,; es ist m > 0; N wird yon T' aufgesehnitten in das SI-Biindel 
N* und Vollringe Wt, ..., I4:,; es ist n >= 1. 

Sei p* die Bfindelprojektion von M*. In M* sei ein vertikaler Torus 
F folgendermaBen definiert: 

Ist B* =p*(M*)  orientierbar und ist das Geschlecht von B* nicht 0, 
dann sei p*(F) eine nichtzertegende Kurve in B*. 

Ist B* nichtorientierbar, dann berande p* (F) ein M6biusband auf B*. 
Ist B* eine gelochte 2-Sph/ire, dann werde B* von p*(F) in zwei 

Teile zerschnitten, deren einer genau drei Randkurven hat (p*(F) ein- 
geschlossen). 

Ist M* das Btindel fiber einer 3-fach gelochten 2-Sph~e oder einer 
1-fach gelochten projektiven Ebene (da Meine reduzierte Graphenmannig- 
faltigkeit ist, kann B* nicht eine Teilfl/iche der 2-Sph~ire oder projektiven 
Ebene mit weniger Randkurven sein), dann trifft nach Voraussetzung 
ftir N* nicht dasselbe zu. Also k6nnen wir, indem wir notfalls M und N 
vertauschen, annehmen, dab dieser Fall nicht eintritt. F i s t  dann nicht 
rand-parallel in M*, und es folgt aus (7.2) (durch Aufschneiden an F), 
dab F inkompressibel in Mist. 

Wir deformieren q~ so, dab 9(F)c~T' aus m6glichst wenig Kurven 
besteht. 

1. Fall. Es ist q~(F)nT'=O. - Da T '+r  dfirfen wir naeh (2.8) 
annehmen, dab q~ (F) in N* vertikal ist. Wir zerschneiden M und N an 
F bzw. go (F) zu M1 und M2, bzw. N1 und N 2 (wobei m6glieherweise 
Ml =M2 und N 1 =N2). MI und M2 sind reduzierte Graphenmannig- 
faltigkeiten. Dasselbe gilt ftir N~ und N2, denn das Gegenteil w~re nur 
dadurch m6glich, dab ftir eine von ihnen die Reduktionsforderung (6.2.1) 
verletzt, dab also go(F) parallel zu einer Randfl~iche yon N* w/ire, und 
das geht nicht, da go(F) inkompressibel in N ist. 

Wit haben auf F und ~0(F) je eine ausgezeichnete Kurvenklasse, 
n~mlich die der Faserung yon M* bzw. N*. 

1 a) q> fgthrt die eine ausgezeichnete Kurvenklasse in die andere i~ber: 
Nach (8.2) k6nnen wir den Hom6omorphismus q~lM1 deformieren in 

8 Inventiones math., Vol. 4 
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einen Hom6omorphismus, der die Graphenstruktur respektiert, wenn 
nicht (M1, N1) das Ausnahmepaar aus (8.2) ist: Aber (M 1, N1) kann nicht 
dieses Ausnahmepaar sein wegen unserer Annahme fiber die ausgezeich- 
neten Kurvenklassen. Entsprechendes gilt ffir ~p[M 2 . Die Deformationen 
k6nnen auf aM 1 und OM 2 konstant gehalten werden; also folgt die 
Behauptung. 

1 b) ~p fi~hrt die eine ausgezeichnete Kurvenklasse nicht in die andere 
i~ber: Das ist mit (8.2) nur dann vertr~iglich, wenn beide Paare (M~, NO 
und (M z, Nz) das Ausnahmepaar (SX-Biindel fiber dem M6biusband, Q) 
sind. Um nachzuweisen, dab (M, N) eines der Paare (8.1.4) oder (8.1.5) 
ist, genfigt es nachzuweisen, dab bei der Verklebung yon M~ und M2 
zu M eine Kurve auf OM~, die als Randkurve eines inkompressiblen, 
nicht rand-parallelen Kreisrings in M~ in Frage kommt, zusammenf~illt 
mit einer ebensolchen Kurve in aM 2. DaB das so ist, folgt aber gerade 
aus unserer Annahme fiber ~p: Denn eine auf F liegende, in M* vertikale 
Kurve liefert ein solches Kurvenpaar, und eine auf q~(F) liegende, in N* 
vertikale Kurve liefert ein anderes. 

2. Fall. Es ist cp(F)c~T' 4=0. - Wir prfifen die F[ille nach, die (7.9) 
noch often liiBt. 

2a) (zu (7.9.1) und (7.9.2))N* ist das Bfindel fiber der 3- oder 4-fach 
gelochten 2-Sphere, und N wird yon ~0(F) aufgeschnitten in Torus x 
Intervall. 

Nach (7.6) kann in unserem Falle M nur ein Bfindel fiber dem Torus 
oder Kleinschen Schlauch sein (mit trivialer Graphenstruktur). M kann 
nicht ein Biindel fiber dem Kleinschen Schlauch sein, da wir ffir solche 
Bfindel F als zerlegende Fliiche gewiihlt hatten. - Also gibt es in M 
einen vertikalen inkompressiblen Torus F' ,  der M nicht zerlegt und der 
nicht isotop zu Fist. Wir deformieren cp so, dab ~p ( F ' ) n  T' m6glichst klein 
ist: Ist q~(F')nT'=O, liegt also ~p(F') in N*, dann wird N yon ~p(F') 
zerlegt, was nicht stimmt. Ist ~p (F') n T' 4= 0, dann folgt aus (2.11), dab 
r (F') isotop ist zu rp (F), was auch nicht stimmt. 

2 b) (zu (7.9.3); dieser Fall kann eintreten) N i st die Graphenmannig- 
faltigkeit Q2 aus (7.8.2). M ist noch zu bestimmen. 

Wir zerlegen N dutch einen vertikalen Toms in zwei Teile N~ und N2, 
so dab die induzierte Graphenstruktur auf N 1 die des S1-Bfindels fiber 
dem M6biusband ist und die yon N 2 die der Graphenmannigfaltigkeit 
Q aus w 3. Wir konstruieren nun eine neue Graphenstruktur ffir N da- 
durch, dab wir Na die Graphenstruktur von Q geben und N 2 die des 
Bfindels fiber dem M6biusband. Die neue Graphenstruktur yon N ist 
hom6omorph zur urspriinglichen, (7.8.2). 

Nach unserer Voraussetzung fiber ~p (F) konnten wir ~0 so deformieren, 
dab die Beschr.~nktmg der Bfindelprojektion von N* auf ~p(F)c~ N* eine 
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Obedagerungsprojektion war. Fiir die neue Graphenstruktur heiBt das 
aber gerade: go kann so deformiert werden, dab der Durchschnitt 
go (F )n  N1 aus Kreisringen besteht, und dab diese Kreisringe die in N1 
liegenden neuen Wj nicht treffen. Also sind wit mit der neuen Graphen- 
struktur fiir N im schon behandelten Fall, dab go (F) c~ T' = 0. 

9. Klassifikation der ,,meisten" reduzierten Graphenmannigfaltigkeiten 

(9.1) Wir betrachten in diesem Paragraphcn nur reduzierte Graphen- 
mannigfaltigkeiten, und schlieBen yon diesen noch die folgenden aus: 

(9.1.1) M -  U(T) besteht aus dem Btindel tiber der dreifach gelochten 
2-Sph/ire und drei Vollringen. 

(9.1.2) M -  U(T) besteht aus dem Btindel tiber dem M6biusband und 
einem Vollring 

(9.1.3) T~=~, und M -  U(T) ist Torus • Intervall. 
(Die Mannigfaltigkeiten (9.1.3) ordnen sich den folgenden l~berle- 

gungen nicht unter. Ihre Klassifikation lfiBt sich zurtickftihren auf das 
(gcl6ste) Konjugationsproblem in Aut+(Z• der zwei- 
reihigen unimodularen Matrizen mit Determinante + 1.) 

Einer reduzierten Graphenmannigfaltigkeit M, die nieht eine der 
ausgeschlossenen ist, und die mit einer festen Orientierung versehen sei, 
wcrden wit in kanonischer Weise einen bewerteten Graphen A(M) 
zuordnen. Wir geben zuerst eine ,,axiomatische Beschreibung" der auf- 
tretenden Graphen. 

(9.2.1) A(M) hat endlich viele Punkte #1,/z2 . . . .  und endlich vide 
Strecken z 1, T z, .... Die Strecken sind orientiert. Jeder Endpunkt einer 
Strecke ist mit einem Punkt inzident. A (M) ist zusammenhgngend. 

(9.2.2) Jedem Punkt/zj wird ein Tripel ganzer Zahlen, (gj, rj, s~) 
zugeordnet. Darin ist gj beliebig; rj nicht negativ; wenn ry=O, dann ist 
sj beliebig, wenn rj > 0, dann ist sj dutch einen Strich zu ersetzen. 

(9.2.3) Ist einem Punkt der Ordnung 1 das Tripel (0, 0, s j) zugeordnet, 
so wird es durch einen Strich ersetzt. 

(9.2.4) a) Hat .4 (M) nut zwei Punkte, so sind nicht beide mit einem 
Strich bewertet. 

b) Einem Punkt der Ordnung 0 wird nicht das Tripel (0, 0, sl) oder 
( -  1, 0, sl) zugeordnet. 

e) Einem Punkt der Ordnung 2 wird nicht das Tripel (0, 0, sj) zuge- 
ordnet. 

8* 
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d) Einem Punkt der Ordnung 1 wird nicht das Tripel (0, 1 , - )  
zugeordnet. 

e) Hat A(M) drei Punkte, die mit einem Strich bewertet sind, und 
nur drei Strecken, so ist dem vierten Punkt nicht das Tripel (0, 0, s j) 
zugeordnet. 

f) Hat A(M) einen Punkt, der mit einem Strich bewertet ist, und nur 
eine Strecke, so ist dem zweiten Punkt nicht das Tripel ( - 1 ,  0, s j) zu- 
geordnet. 

(9.2.5) Sei die Strecke z, mit einem Punkt inzident, der mit einem 
Strich bewertet ist: 

Dann ist Ti zu diesem Punkt hin orientiert. Und z, wird mit einem 
Paar (a,, fli) bewertet; darin sind a i u n d  fl, teilerfremde ganze Zahlen, 
und es ist 1 < fl~ < ~i. 

(9.2.6) Sei keiner der Punkte, mit denen z~ inzident ist, mit einem 
Strich bewertet: 

Dann wird die (orientierte) Strecke z, mit einem Paar (ai, fl,) be- 
wertet; darin sind ai und fl~ teilerfremde ganze Zahten, und es ist 
O__<fl~<~. 

(9.2.7) Folgende Graphen oder Teilgraphen kommen nicht vor: 

a) 

(0, 0, s~) ( 2 ~ . . ~ _  

b) ( - I , 0 , 0 )  ( - 1 , 0 , 0 )  

(~,i) 

c) ( -  1,0,0) (1,o) 

(9.2.8) Sei A* der (mSglicherweise nicht zusammenh~ingende) Tell- 
graph, der aus A(M) entsteht, wenn alle Punkte, deren zugeordnetes 
g~<0 ist, und die mit ihnen inzidenten Strecken entfernt werden. Die 
Homologiegruppe HI(A*) wird mit einem Homomorphismus nach Z2 
bewertet. 
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(9.3) Seien A1 und A 2 Graphen mit den Eigenschaften (9.2.1)-(9.2.8). 
A1 und A 2 heiBen ~iquivalent, wenn es eine eineindeutige inzidenzerhal- 
tende Abbildung ~:  A1---rA: mit folgenden Eigenschaften gibt: 

(9.3.1) r fiihrt jeden Punkt in einen ebenso bewerteten Punkt fiber. 

(9.3.2) �9 ffihrt eine mit (~, fl) bewertete Strecke fiber in eine mit 
(~, fl~') bewertete Strecke; darin ist ~o = + 1 oder - 1, je nachdem die 
Streckenorientierung (dieser einen Strecke) erhalten bleibt oder nicht. 
Es ist fl+~=fl; und f l - i  ist der normierte Reprasentant der zur Rest- 
klasse rood ~ von fl inversen Restklasse; mit der Konvention 0 -  ~ = 0. 

(9.3.3) Der durch �9 induzierte Hom6omorphismus A* ~ A *  indu- 
ziert ein kommutatives Diagramm 

HI(A~' ) , , Hl(A~) 
- , , , /  

Z2 

0 .3 .4 )  Fotgende beiden Paare yon Graphen sind ~iquivalent: 

a )  

~ ' ~ ' ~ " ~ '  ~) �9 ( - 1 , 1 , - )  

(0, 1,-) 

b) m 

0,2) e ( - 2 , 0 , 0 )  

(9.4) Satz. Eine orientierte reduzierte GraphenmannigJaltigkeit, die 
nicht eine der in (9.1) genannten ist, bestimmt einen bewerteten Graphen 
mit den Eigenschaften (9.2). Davon gilt auch die Umkehrung. 

Zwei orientierte Mannigfattigkeitee sind genau dcmn orientierungs- 
erhaltend hom6omorph, wenn die zugeordneten Graphen iiquivalent im 
Sinne yon (9.3) sind. 

Sind M und N reduzierte Graphenman~igfaltigkeiten, die nicht zu 
den in (9.1) ausgeschlossenen geh6ren, und ist q~: M - ~ N  ein Hom6o- 
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morphismus, so gibt es naeh (8.1), wenn nicht (M, N) eines der Paare 
(8.1.3), (8.1.4) oder (8.1.5) ist, einen zu r isotopen Hom6omorphismus, 
der die Graphenstruktur respektiert. 

Im Falle (8.1.5) gibt es einen Hom6omorphismus ~0': M ~ N ,  der die 
Graphenstruktur respektiert. 

DaB die aus dem Paar (8.1.3), bzw. (8.1.4) resultierenden Graphen 
/iquivalent sind, ist in die Definition der Aquivalenz mit aufgenommen, 
(9.3.4). 

Es geni~gt daher zum Beweis des Satzes, daft wit nicht einer Graphen- 
mannigfaltigkeit, sondern einer Graphenstruktur einen bewerteten Graphen 
zuordnen, und daft die in dieser Zuordnung enthaltene Willki~r gerade yon 
der in (9.3.1) - (9.3.3) beschriebenen Jt'quivalenz erf aflt wird. 

Wir merken an, dab die Verabredungen (9.1) und die Reduktions- 
forderungen (6.2.1) und (6.2.5)- (6.2.10) in (9.2.4) und (9.2.7) auftauchen. 
Die Reduktionsforderung (6.2.3) tritt implizit in (9.2.5) auf, (,1 <fit"). 
Wir kommen hierauf sp/iter nieht mehr zuriiek. 

Die folgenden Argumente sind im wesentlichen die, mit denen SEIFER'r 
die ,,gefaserten R/iume" gegeniiber ,,fasertreuen Hom/5omorphismen" 
klassifiziert hat [12]. Von unseren Reduktionsforderungen (6.2) sind die 
meisten dabei unwesentlich; nut (6.2.2) und (6.2.4) sind notwendig. 

Sei T= T1 w.-- w T, die Graphenstruktur von M. Sei U(T) eine regu- 
late Umgebung von T, und sei U(T  0 die T~ enthaltende Komponente. 
Wir bezeiehnen die Randfl/ichen von U(T~) mit T~- und T~ +. Wir orien- 
tieren Ti- und T~ + mit der v o n d e r  Inklusion T i -=M--U(T )  bzw. 

O 

T~ + c M - U ( T )  induzierten Orientierung. Die (fest gew~iMte) Produkt- 
stntktur U(T3 = Ti x I definiert Hom~5omorphismen T~- ~ T~ und 
T~+~T~; der zusammengesetzte Hom6omorphismus T~---*T~ + ist 
orientierungsumkehrend. 

o 

Seien MI, ..., M,, die Komponenten von M -  U(T).  

Der M zugeordnete Graph A = A (M) besteht aus Punkten/~1 . . . .  ,/~,, 
und orientierten Streeken zl, ..., z,. Der Punkt gj ist der Komponente 
M s zugeordnet. Die Strecke z~ ist dem Paar Tl-, T~ + zugeordnet; tier 
Anfangspunkt von z~ entspricht T~-, der Endpunkt T~ +. #j ist genau 
dann mit zt inzident, und zwar am Anfangspunkt, bzw. am Endpunkt, 
bzw. an beiden,'wenn Tt- = O M s , bzw. T~ + = O M j , bzw. T~- u Tt + = O M j . - 
Es braucht nicht (und es daft sogar nieht) vermerkt werden, die ,,wie- 
vielte" Randfl/iche von Mj T~-, etc., ist, da es zu zwei Randfl/ichen von 
Mj einen Hom6omorphismus gibt, der sie vertauscht. 

Ist M~ nicht ein Vollring, so wird/t j  mit dem Tripel (g j,  r j, s j) be- 
wertet. Das Vorzeichen von gj sagt aus, ob die Basis yon Mj orientierbar 
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ist, der Betrag yon gj bezeichnet ihr Geschlecht, (Torus: + 1; 2-SphP, re: 0; 
projektive Ebene: - t). r i ist  die Anzahl der in Mj liegenden Randfl~ehen 
von M. sj wird spater definiert werden; s l is t  nur erkl~irt, wenn r~=0. 

Ist Mj ein Vollring, dana wird/~ mit einem Strich bewertet. 

(9.5) Bewertung der %. 

Es liege T~- in M 1 und T~ + in 3t  2 . Noffalls werden T~- und T~ + um- 
numeriert, daher nehmen wir an, dab M1 nicht ein Vollring ist. 

Es sei k eine orientierte Kurve in T~ +, und zwar: Ist M2 ein Vollring, 
dann sei k eine Meridiankurve. /st M2 nicht ein Vollring, dann sei k 
eine vertikate Kurve; da wir ausgeschlossen haben, dab M z Torusx 
IntervaU ist, ist auch in diesem Falle k bis auf Umorientiertmg und 
lsotopie ohne Bezug auf die Faserung von Mz festgelegt, (5.5). 

Wir w~ihlen ein Koordinatensystem at, bl in der Randfl[iche T~- von 
MI, (5.6.1); b 1, als vertikale Kurve in der Randfl~iche eines Biindels, das 
weder ein Vollring noch Torus x Intervall ist, ist bis auf Umorientierung 
und Isotopie ohne Bezug auf die Faserung festgelegt. Die Orientierung 
yon a i i s t  durch die von bl (und die von T~-) festgelegt; die Homologie- 
klasse yon al ist aber nur bis auf Vielfache yon bl bestimmt. 

In U(Tt) besteht eine Homotogie ~-k,,~cti'at+137b 1, mit e / ' = + I  
oder - 1 ,  und a~>0.  Da k eine einfach-geschtossene Kurve ist, sind 
~- und ]~/- teileffremd. 

Es ist ~/" >0:  Dean ware 0~ 7 =0, dann w~ire/~7 = ---1, und es folgte, 
dab die Reduktionsforderung (6.2.4) bzw. (6.2.2) verletzt ware. - 
Also k6nnen wir durch Addition eines geeigneten Vielfachen yon bt zu 
einer neuen horizontalen Koordinate at iibergehen, so dab e~-k,-, ~ at + 
/~-bt, re.it 0<fl~- <~7. Durch diese Normierung ist die Homologieklasse 
von at (bis atff gemeinsame Umorientierung yon b t und al) eindeutig 
bestimmt, ccf trod ~/- h~ingen nicht ab vonder  Orientierung von k oder 
yon der Orientierung yon bl und at. (Dagegen hiingt/~/- ab yon der 
Orientierung yon T~-, d.h. von der Orientierung yon M, und w~e  bei 
Umorientierung yon M durch cq--/~/- zu ersetzen, wenn fit-" 4:0.) 

(9.5.1) M2 ist ein Vollring. 

z~ wird so orientiert, dab/~t mit dem Anfangspunkt und #z mit dem 
Endpunkt yon z~ inzident ist. "q wird mit (~-, fl~-) bewertet. - Wegen 
der Reduktionsforderung (6.2.3) ist ~7 > 1, daher ~-  >0. 

(9,5.2) M2 ist kein Vollring. 

Sei [a2], [b2] das bis auf gemeinsame Umorientierung eindeutig 
bestimmte Koordinatensystem in der Randfl~che T~ + yon Mz, fiir das 
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gilt e+ bl N ~+ a2 + fl~+ b2, mit 0 < fl+ < ~+, (diese und die folgenden Homo- 
logien in U(Ti)). 

Wir k6nnen jedes der beiden Koordinatensysteme durch das andere 
ausdriicken, wir haben also in Matrizenschreibweise: 

Die beiden Matrizen sind zueinander invers; da die natfifliche Projektion 
T i- ~ Tff orientierungsumkehrend ist, haben sie die Determinante - 1. 
Ausrechnen zeigt, dab ~- =~t+; b~- =6+;  ~- = - f l + ;  7 + = -fl~-. (Dabei 
haben wir benutzt, dab e l  = e~-, s.u.) 

Also k6nnen wir die beiden Matrizen schreiben als: 

ct i 

Die Determinantengleichung ist el- 6~-+fit B + = 1. Hieraus und aus den 
Beziehungen 0<fl~- < ~ -  und 0<f l  + <~i- folgt: 

1st ~i- = 1, so ist f17 = fl+ = 0 und 6 7 = 1. 

1st c~[- > 1, so ist f l[  ~-0 und fl+ :FO, und die Determinantengleichung 
wird fiquivalent zu der Gleichung f f tr  inverse prime Restklassen f17 und 
fl+ modulo ~7" 

Daher ist die Verklebung entlang der gerichteten Strecke zi (die 
Homologie am ,,Endpunkt" Tff ausgedrtickt durch die Homologie am 
,,Anfangspunkt" Ti- ) eindeutig gekennzeichnet durch das Paar (~t-, ill).  
Wird die Richtung der Strecke zi ge/indert, so bleibt ~7 unge/indert, 
und f17 ist durch fl+ zu ersetzen, also dutch den normierten Repr/isen- 
tanten der inversen Restklasse modulo ~7. 

Wir haben noch zu zeigen, dab e/- = e+. DaB diese Gleichung stimmt, 
zeigt folgende Interpretation: Wir projizieren die Kurve b 2 nach T~-, es 
folgt dann aus der Homologie 8i- b2 = ~7 al + flF bl, dab e~- a i- die Schnitt- 
zahl yon bi mit b2 - in dieser Reihenfolge - ist, (5.6.1). Andererseits 
ist e+a + die entsprechende Schnittzab_l v o n  b 2 mit b 1. Um yon einer 
Schnittzahl zur andem iiberzugehen, miissen wir einerseits die Faktoren 
vertauschen und zum andern vonde r  Orientierung yon T,- zu der von 
Tff iibergehen: das ergibt zwei Minuszeichen. 

(9.6) Definition yon H i ( A *  ) ~ Z 2 . 

Sei M* die (m6glicherweise unzusammenh~ingende)Teilmannigfaltig- 
keit yon M, die entsteht, wenn wir aus M =  U ( T ) u  M 1 u ... W Mm alle 
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S~-Biindel fiber einer nicht-orientierbaren F1/iche und die daran an- 
stoBenden U(Ti) fortlassen. HI(M*)--*HI(A*) ist surjektiv; der Kern 
wird erzeugt von den HI(Mj). 

Geh6rt Mj zu M*,  dann ist es sinnvoll, zu sagen, dab zwei vertikale 
Kurven in verschiedenen Randfl~ichen yon Mj gleich orientiert seien. 
Wir nehmen nun nachtr~iglich an, dab die Koordinatensysteme in (9.5) 
so gew~ihlt worden seien, dab die vertikalen Koordinaten in einem M i, 
dessen Basis orientierbar ist, s/imtlich gleich orientiert sind. 

Fiir einen geschlossenen Weg l in M*  werde p'(l) definiert als 

p' (1) = ~ tr(l, T/) ei; 
i 

dabei ist a(l, Tt) die Schnittzahl mod 2 von l und Ti, und eieZ2 der 
,,Logarithmus" von e/-- = e +, (9.5), also el = 1 oder 0, je nachdem ei-- = - 1 
oder + 1. 

p: Hi(A* ) ~ Z  2 wird definiert als Erg/inzung in dem untenstehenden 
kommutativen Diagramm; p existiert. 

Hi(M* ) , Hi(A* ) 

Z2 

Der Homomorphismus p beschreibt die Abh/ingigkeiten zwischen den 
Orientierungen der vertikalen Koordinaten in den Randfl/ichen der Mj: 
Ist M i ein S~-Bfindel fiber einer nicht-orientierbaren Fl~iche, dann sind 
diese Orientierungen wegen der Existenz des Hom6omorphismus (5.7.4) 
irrelevant; also genfigt es, wenn wir uns auf die Teilmannigfaltigkeit M*  
beschr/inken. Und bier kommt es, wegen des Hom6omorphismus (5.7.3), 
auch nicht eigentlich auf die Orientierung der vertikalen Koordinaten an, 
sondern nur darauf, ob bei der Verklebung T i die vertikalen Koordinaten 
,,koh~irent" orientiert sind oder nicht, d.h. ob e~ = ei + + 1 ist oder - 1. 

Bezeichnen wir ffir den Moment als einen ,,Zykel" eine geschlossene 
Kurve in A*, die jeden Punkt und jede Strecke h6chstens einmal durch- 
1/iuft, so erreichen wir mit Hilfe von Hom6omorphismen des Typs 
(5.7.3), (nur solche stehen uns nach (5.8) zur Verffigung), dab entlang 
einem vorgegebenen Zykel entweder an genau keiner oder an genau einer 
Verklebung die vertikalen Koordinaten nicht koh/irent orientiert sind; 
im zweiten Falle kann noch die Verklebung vorgegeben werden, an der die 
vertikalen Koordinaten nicht koh/irent orientiert sind. Die beiden M6g- 
lichkeiten sind dadurch charakterisiert, dab das Bild des Zykels unter 
p: H I ( A * ) ~ Z 2  das triviale Element oder nicht das triviale Element ist. 
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(9.7) Definition der sj. 

Sei Mj nicht ein Vollring. Wir definieren s: als Hindernis, die Basis 
von Mj so als Schnitt in M~ einzubetten, dab die in (9.5) konstruierten 
horizontalen Kurven Randkurven werden; ist ~Mj= ~, dann ist s~ das 
tibliche Hindernis fiir einen Schnitt. 

Seien R1, ..., Rt die Randfl~ichen yon Mj, t>0 ;  von diesen m6gen die 
ersten t' in U(T) liegen, t '< t ,  und die iibrigen in dM. 

Wir bezeichnen die in (9.5) konstruierten Koordinaten mit al, 
b l ,  . . . ,  a t ,  , b~, .  

Wir w~ihlen ein Koordinatensystem fiir dMi, (5.6.2), und bezeichnen 
die einzelnen Koordinaten mit a~, b~, ..., a;, b~. 

(9.7.1) Es ist t> t ' .  - Wir diirfen annehmen, dab bl=b'~, b2=b'2, 
usw. (vgl. die analoge Argumentation in (5.8.2)); und wir k6nnen dann 
erreichen, dab a~=a" fiir i< t', indem wir HomSomorphismen vom Typ 
(5.7.6) jeweils mit der /-ten und t-ten Randfl~iche ausfiihren. - Ein 
Hindernis existiert in diesem Falle nicht, und sj wird nicht erkl/irt. 

(9.7.2) Es ist t= t ' .  - Sei Vein vertikaler Vollring in Mj,  und sei v 
eine orientierte Meridiankurve auf a V. Sei M j = M j - V .  Da uns jetzt 
die zusiitzliche Randfl~iche a V in Mj zur Verftigung steht, k6nnen wir wie 
in (9.7.1) ein Koordinatensystem ftir ~Mj linden, so dab die in den Rand- 
fl/ichen RI . . . . .  R t liegenden Koordinaten gerade die ursprtinglich vor- 
gegebenen sind. Seien a o, bo die zu diesem Koordinatensystem ftir dMj 
geh6renden Koordinaten, die in aV liegen. Naeh (5.8) gehen alle Ko- 
ordinatensysteme aus einem vorgegebenen durch Hom6omorphismen 
vom Typ (5.7) hervor: Nachschauen zeigt (da die Orientierung vorgegeben 
ist und da Hom6omorphismen vom Typ (5.7.6) jetzt verboten sind), dab 
gleichzeitiges Umorientieren von a 0 und bo die einzige allenfalls noch 
m6gliche Ab/inderung von ao, bo ist. 

Wir definieren sj als das Produkt der Schnittzahlen yon v mit bound 
yon v mit ao - beide in der angegebenen Reihenfolge. s~ bleibt unge/indert, 
sowohl wenn v umorientiert wird, als auch wenn (gleichzeitig) b o und a o 
umorientiert werden. 

In der Definition von sj steckt noch die Wahl eines vertikalen Voll- 
rings in Mj, also die Wahl der Isotopieklasse einer Faser" Nach (5.5) 
gibt es, yon welaigen Ausnahmen abgesehen, in My nur eine solche Iso- 
topieklasse. Von den Ausnahmen kommen hier nur zwei in Frage, 
niimlich die Biindel tiber dem Torus bzw. Kleinschen Schlauch, die einen 
Schnitt besitzen. In diesen F~illen sind aber je zwei Faserungen der unter- 
liegenden Mannigfaltigkeit/iquivalent als Faserbtindel, und sj h/ingt hier 
nur yon dieser ,~quivalenzklasse ab, da gar keine Randfl~ichen vorhanden 
sind. 
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10. Seiiertsche Faserr/iume 

Ein orientierbarer gefaserter Raum im Sinne yon SE~FERT [12], ist 
eine orientierbare (kompakte, zusammenhgngende) 3-dimensionale 
Mannigfaltigkeit, deren Punkte so auf 1-Sph/iren (,,Fasern") verteilt 
sind, dab jede Faser eine ganz aus Fasern bestehende Umgebung besitzt, 
die fasertreu hom6omorph einem gefaserten Vollring ist. - Mit ,,hom6o- 
morph" meinen wir auch hier ,,semilinear hom6omorph". SEIFERT macht 
diese Annahme nicht; aber er konstruiert auf einer gefaserten topologi- 
schen Mannigfaltigkeit eine semilineare Struktur, so dab jede Faser 
semilinear eingebettet ist. 

Ein gefaserter Vollring ist wie folgt definiert: Das 2-Element 19 sei 
identifiziert mit den komplexen Zahlen vom Betrag =< 1 ; die 1-Sph/ire S 1 
mit den komplexen Zahlen vom Betrag 1. Seien #, v teilerfremde ganze 
Zahlen, 0_< v<p. Sei z eine Erzeugende yon Z~, der zyklischen Gruppe 
der Ordnung/~. z operiere auf D durch Multiplikation mit exp(2ni v/l~) 
und auf S 1 durch Multiplikation mit exp(2ni 1/#). Dann sei V(/~, v) der 
Quotientenraum (D • SI)/Z~; V ~ ,  v) ist ein Vollring; V(/~, v) ist auf 
natiJrliche Weise gefasert durch die Bilder der d x S  ~, d~D. - Die 
mittlere Faser von V(#, v) hat mit einer Meridianfl~iche yon V(p, v) die 
Schnittzahl + 1 ; jede andere Faser abet die Schnittzahl + ~t. Ist/~ > 1, 
so heiBt die mittlere Faser von V(p, v) eine Ausnahmefaser der Ordnung tt; 
ist p = 1, so heiBt sie eine gewi~hnliche Faser. - V(p, v) hat eine solche 
semilineare Struktur, dab jede Faser semilinear eingebettet ist. 

Sei M ein im Seifertschen Sinne gefaserter Raum. Der Quotienten- 
raum yon M nach den Fasern ist eine kompakte 2-dimensionale Mann@ 
faltigkeit F, die Zerlegungsfliiche. Wir k6nnen F eine solche semilineare 
Struktur aufpr~igen, dab die Projektion P: M ~ F  semilinear ist. Da M 
kompakt ist, gibt es in M h6chstens endlich viele Ausnahmefasern; wir 
bezeichnen ihre Bilder unter P a l s  Ausnahmepunkte von F. - Auf OM 
liegen keine Ausnahmefasern. 

(10.1) Satz. Seien M und N orientierbare Seifertsche Faserrdume. 
Weder M noch N sei eine der Ausnahmen (10.1.1)-(10.1.3). M sei nicht 
eine der Ausnahmen (10.1.4). (M, N)  sei nicht eines der Paare (10.1.5)- 
(10.1.10). 

q~ : M ~ N sei ein Homi~omorphismus. 
Dann gibt es einen HomiSomorphismus ~: M ~ N mit den Eigenschaf- 

ten: 
a) ~ bitdet jede Faser yon M auf eine Faser yon Nab.  
b) ~k ist isotop zu q~. 

Bemerkung. Es ist nicht schwierig, aber l~istig, ,,Weder M noch N sei 
eine der Ausnahmen (10.1.1)- (10.1.3)" zu ersetzen dutch , ,M sei nicht 
eine der Ausnahmen (10.1.1)- (10.1.4)". 
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A usnahmen: 

( 1 0 . 1 . 1 )  V(,u, v). 

(10.1.2) Geschlossene Seifertsche Faserr~iume mit der 2-Sph/ire als 
Zerlegungsfl/iche und mit h6chstens zwei Ausnahmefasern. - Jeder 
solche ist hom6omorph einem Linsenraum (bzw. S a oder S ix  $2). Zu 
jedem gibt es unendlich viele homSomorphe, die paarweise nicht fasertreu 
hom6omorph sind. 

(10.1.3) Geschlossene Seifertsche Faserr~iume mit der projektiven 
Ebene als Zerlegungsfl~iche und mit h6chstens einer Ausnahmefaser. - 
Einer yon ihnen ist hom6omorph zur zusammenh~tngenden Summe zweier 
projektiver R~iume. Jeder andere ist hom6omorph zu einem (geeigne- 
ten) Faserraum aus (10.1.4), (vgl. im Beweis von (6.3.3) ,,zu (6.2.10)"). 

(10.1.4) Geschlossene Seifertsche Faserdiume mit der 2-Sph~ire als 
Zedegungsfliiche und mit genau drei Ausnahmefasern. 

( 1 0 . 1 . 5 )  S 1 x S 1 x I. 

(10.1.6) S ~ x S 1 x S 1. 

(10.1.7) Das Bfindel fiber dern Kleinschen Schlauch, das einen Schnitt 
besitzt. 

(10.1.8) Der Seifertsche Faserraum mit dem 2-Element als Zedegungs- 
fl~.che und mit zwei Ausnahmefasern der Ordnung 2. Und das S<Bfindel 
fiber dem MSbiusband. - Diese beiden sind hom6omorph; denn wir 
k6nnen (in der Notation yon w 3) V 1 und V2 als V(2, 1) fasern, und zwar 
so, dab die auf den a Vj induzierten Faserungen tibereinstimmen mit den 
yon der Produktfaserung S ~ x B ~ B induzierten Faserungen. 

(10.1.9) Bilden wit die Verdopplung der beiden Seifertschen Faser- 
rfiume (10.1.8), so erhalten wir zwei hom/5omorphe Mannigfaltigkeiten, 
deren eine ein Seifertscher Faserraum fiber der 2-Sph~ire mit vier Aus- 
nahmefasern der Ordnung 2 ist, und deren andere ein Si-Biindel fiber dem 
Kleinschen Schlauch (und zwar dasjenige, das einen Schnitt besitzt). 

(10.1.10) Die beiden Seifert-Faserungen der Mannigfaltigkeit (10.1.8) 
lassen sich so w/ihlen, dal3 auf dem Rande jede Faser der einen Faserung 
jede Faser der ~andern Faserung genau einmal schneidet. Es gibt also einen 
involutorischen Hom6omorphismus der Randfl/iche auf sich, der die 
beiden Faserungen vertauscht. Bilden wir mit Hilfe dieses Hom6omor- 
phismus die ,,schiefe Verdopplung" der Mannigfaltigkeit, so erhalten 
wit eine Mannigfaltigkeit, die auf natfirliche Weise als Seifertscher Faser- 
raum rnit der projektiven Ebene als Zedegungsfl~iche und mit zwei 
Ausnahmefasern der Ordnung 2 gefasert ist: aber auf zwei Arten. Die 
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beiden Seifert-Faserungen sind hom6omorph, aber nicht isotop, 
(vgl. (7.8.2)). 

Bemerkung. Das Ergebnis von (10.t) - mit (a) statt (a+b) - wurde 
auf anderem Wege von OgLIK, VO6T und ZI~CHANG erhalten [9]. Sie 
zeigen: Wenn es einen Isomorphismus des Gruppensystems von M auf 
das von N gibt, dann gibt es - v o n  Ausnahmen abgesehen - einen 
fasertreuen Hom6omorphismus von M a u f  AT. (Das Gruppensystem ist die 
Fundamentalgruppe zusammen mit einer Klasse konjugierter Unter- 
gruppen ftir jede Randfl/iche. Ein Isomorphismus des Gruppensystems ist 
ein Isomorphismus der Fundamentalgruppen, der die Klassen konju- 
gierter Untergruppen aufeinander abbildet. - Ein Hom6omorphismus 
induziert natfirlich immer einen Isomorphismus des Gruppensystems.) 
Die in [9] ausgesehlossenen F/ille sind ,,minimal", d.h. es sind genau die, 
von denen man explizit zeigen kann, dab (10.1.a) f/Jr sie nicht stimmt. 
tnsbesondere passiert in (10.1.3) und (10.1.4) genau alas, was dort ange- 
geben ist. 

Es ist in Spezialf/illen schon seit lfingerem bekannt, dab eine Seifert- 
Faserung ,,i. a." eine topologische Invariante ist: SEIFERT [12] gibt einen 
Beweis ftir Homologiespharen (~e $3). BRODY [2] behandelt Faserr/iume 
mit h6chstens zwei Ausnahmefasern. 

Beweis yon (10.1): Sei P: M ~ F die Projektion des Seifertschen Faser- 
raumes M atff seine Zerlegungsfl/iche F. Seien D1 . . . .  , D~, disjunkte 
2-Elemente im Innern von F, deren jedes genau einen Ausnahmepunkt 
im Innern enthiilt, und so dab jeder Ausnahmepunkt in einem von ihnen 
enthalten ist. Sei Iv/' = P - 1 ( F -  U D~); sei Vj = P -  1 (D j). M '  mit der 
Projektion P[ M '  ist ein Si-BiJndel; die Vj sind Vollringe. Damit ist eine 
Graphenstruktur fiir M definiert. 

(10.2) Lemma. Ist M nicht eine der Ausnahmen (10.1.1)-(10.1.3), 
dann ist diese Graphenstruktur reduziert. 

Beweis. Das ist trivial fiir die Punkte (6.2.t) und (6.2.5)-(6.2.t0). - 
Sei V(p, v) die ausgebohrte Umgebung einer Ausnahmefaser: DaB fiir 
die Verklebung an O V(#, v) die verbotene Situation (6.2.4) vorliegt, ist 
nicht m6glich, da # 4:0. H/itten wit die verbotene Situation (6.2.3), dann 
folgte # =  1, was nicht stimmt, da wir eine Ausnahmefaser und nicht eine 
gew6hnliche Faser ausgebohrt haben; mit (6.2.3) ist auch (6.2.2) erledigt. 

Auf die gleiche Weise konstruieren wir zu N eine Graphenstruktur; 
wir schreiben analog N =  N '  u W1 u . . .  u W,. 

Nach einer der Voraussetzungen von (10.1) und nach (10.2) sind die 
M und N zugeordneten Graphenstrukturen reduziert. Also ist entweder 
(M, N) eines der Ausnahmepaare aus (8.1), oder wir k6nnen naeh (8.1) ~o 
so deformieren, dab ~p ( M ' ) =  N'.  
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Wir behandeln zuerst den zweiten Fall: Es sei also ~o(M')=N' .  Wir 
wenden (5.5) an auf den Hom6omorphismus ~o[M'. Die in (5.5) aufge- 
fiihrten Ausnahmen sind auch in (10.1) aufgeffJhrt, also diirfen wir 
annehmen, dab der Hom6omorphismus cplM' fasertreu ist. Zum SchluB 
wenden wir (5.4) an auf die Hom6omorphismen ~01 Vj. 

Nun zu dem Fall, dab die M und N zugeordneten Graphenstrukturen 
auf eine der Ausnahmen zu (8.1) fiihren: Wir kommen auf ein Paar 
(8.1.1) genau dann, wenn sowohl der Faserraum M als auch der Faser- 
raum N zu (10.1.3) oder (10.1.4) geh6rt. - (8.1.2) kann nicht vorkommen. 

Die Paare (8.1.3)-(8.1.5) entsprechen genau den Paaren (10.1.8)-  
(10.1.10). 

(10.3) Es sei noch vermerkt, dab sich (2.8) und (2.9) mit einigen 
kleinen Anderungen auf Seifertsche Faserr/iume iibertragen lassen. 

Die Anderungen sind folgende: 

An die Stelle der Biindelprojektion tritt die natiJrliche Projektion auf 
die Zerlegungsfl/iche, P: M ~ F. 

In (2.8.1) ist ,,G is vertikal" zu interpretieren als: G besteht aus Fasern, 
enth/ilt aber keine Ausnahmefaser. 

In (2.8.2) ist ,,12berlagerung" zu ersetzen durch ,,verzweigte Ober- 
lagerung"; die ~berlagerung ist verzweigt fiber den Ausnahmepunkten 
der Zerlegungsfl~tche. 

In der Voraussetzung yon (2.9) wird ,,piG lokal hom6omorph"  for- 
muliert als ,,G vom Typ (2.8.2)". 

In (2.9.1) ist , ,Hom6omorphismus" zu ersetzen durch ,,f2berlagerung 
der B1/itterzahl#"; dabei ist # die Ordnung der x enthaltenden Ausnahme- 
laser, bzw./~ = 1, wenn diese Faser eine gew6hnliche Faser ist. 

Wir geben keinen Beweis; ein solcher w/ire i.w. eine Zusammenstel- 
lung bereits friiher gegebener Details. Einige Spezialf/ille sind auch 
schon behandelt worden (vgl. die Beweise zu (3.1), (3.2), (7.9.3)). 
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