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Walther Kindt

Uber Sprachen mit Wahrheitsprﬁdikat*/ **

0. Einleitung

In der beriihmten Arbeit ,Der Wahrheitsbegriff in den formalisierten Spra-
chen®, in der sich Tarski (1935) mit dem Antinomienproblem und der Mog-
lichkeit, den Wahrheitsbegriff zu definieren, beschiftigt, wird fir den Fall der
Umgangssprache folgendes Fazit gezogen:

»Der Versuch, eine strukturelle Definition des Terminus ,,wahre Aussage* aufzubauen,
stofit — auf die Umgangssprache angewendet — auf Schwierigkeiten, die wir nicht
tiberwinden kénnen.™ (p. 17/18)

»i- - .] 80 scheint selbst die Moglichkeit eines konsequenten und dabei mit den
Grundsdtzen der Logik und dem Geiste der Umgangssprache iibereinstimmenden Ge-

E X

Die vorliegende Arbeit ist im Zusammenhang mit wissenschaftstheoretischen Uber-
legungen entstanden, die ich im Rahmen des DFG-Projekts ,, Theoretische und empi-
rische Implikate einer Theorie der Literarischen Kommunikation* angestellt habe.
Die Grundgedanken dieser Arbeit sind von mir erstmalig im Dezember 1974 auf ei-
nem Kollequium vorgetragen worden, das von dem Projekt in Bielefeld veranstaltet
wurde. Eine erste, schriftlich fixierte Fassung meiner Arbeit habe ich im Februar 1976
vorgelegt. Erst nach Fertigstellung dieser Fassung wurden mir die Uberlegungen von
Kripke und ihre Verdffentlichung in dem Aufsatz von November 1975 bekannt.
Kripke’s Arbeit basiert auf derselben Idee und kommt im wesentlichen zu demselben
Gesamtergebnis wie meine Arbeit; in der Durchfithrung, der Schwerpunktsetzung so-
wie den erzielten Einzelergebnissen unterscheiden sich die beiden Arbeiten jedoch
erheblich voneinander.

Auf die Frage nach den wissenschaftstheoretischen Konseguenzen dieser Arbeiten
werde ich an anderer Stelle eingehen.

Seit Fertigstellung der fiir den Druck vorgesehenen Fassung meiner Arbeit (April
1976) sind weitere, fiir das Thema ,Sprachen mit Wahrheitspridikat™ einschEigige
Arbeiten erschienen bzw. mir zuginglich geworden; ich verweise u.a. auf Martin/
Woodruff 1976 und Feferman 1976 (dem Papier von Feferman sind weitere Angaben
iiber derartige Arbeiten zu entnehmen. Im itbrigen sei hier angemerkt, da die
Methode einer induktiven Wahrheits-/Giiltigkeitsdefinition, wie sie hier dargestellt
wird, nichts grundsitzlich Neues ist; was mich selbst betrifft, so habe ich diese
Methode in aligemeiner Form schon in Kindt 1972 fiir Dialogspiele angewendet, auch
wenn dort der Fall von Sprachen mit Wahrheitspridikat nicht gesondert behandelt

wird.



206 Walther Kindt

brauchs des Ausdrucks ,,wahre Aussage* und, was daraus folgt, die Méglichkeit des
Aufbaus irgendwelcher korrekter Definition dieses Ausdrucks sehr in Frage gestelit.
(p. 19)

Die aufgrund dieser Zweifel Tarskis oftmals geduferte Vermutung, es sei fiir
die Umgangssprache unmoglich, eine befriedigende Definition des Wahrheits-
priadikats anzugeben (vgl. z.B. Stegmiiller 1968: 23), ist sehr wenig plausibel
und es zeigt sich, daB sie auf Voraussetzungen beruht, von denen es nicht
selbstverstindlich ist, daB sie fiir die Umgangssprache erfiillt sind. Es ist daher
notwendig, genauer zu untersuchen, welche dieser Voraussetzungen ggf. in-
adiquat sind und ob ihre Zuriickweisung das Auftreten von Widerspriichen ver-
hindert. Dariiber, wie diese Frage beantwortet werden muf}, konnte bislang
kein Konsens erzielt werden. Noch in jingster Zeit sind eine Reihe von Arbei-
ten erschienen, die diesbeziiglich sehr unterschiedliche Losungen vorschlagen
(vgl. z.B. Bar-Hillel 1966, Davis 1974, Martin (ed.) 1970, Parsons 1974, Tho-
mason 1973). Die in den hier aufgezihiten Arbeiten enthaltenen Vorschlige
bieiben jedoch noch unbefriedigend ; teils sind sie nicht geniigend konstruktiv,
teils nicht ausreichend empirisch motiviert, teils fehlt ihnen eine systematische
Grundlage oder sie beruhen sogar auf elementaren Mifiverstindnissen. Vor al-
lem aber gehen diese Vorschlige zu wenig auf das Problem ein, auf welche
Weise Spracherweiterungen zur Einfilhrung eines Wahrheitspridikats explizit
durchgefiihrt werden miissen und welche Bedingungen sich daraus fiir eine
korrekte Verwendung dieses Pridikats ergeben. Aus diesem Grund kann in
diesen Vorschlidgen auch nicht erkliart werden, weshalb gerade im Zusammen-
hang mit Wahrheitspridikaten Antinomien auftreten. Ich will mich nicht im
einzelnen mit diesen Vorschligen auseinandersetzen. Vielmehr geht es mir um
den Versuch, fiir die genannte Frage eine systematisch begriindete Antwort
zu geben und zu zeigen, daf die mit der Verwendung von Wahrheitsprddika-
ten verbundenen Schwierigkeiten zuriickzufiihren sind auf bestimmte bisher
nur unzureichend analysierte Probleme der zugehorigen Spracherweiterungen.

1. Bedingungen fiir die Widerspruchsfreiheit von Sprachen mit Wahrheitspridikat

Beim alltiglichen Gebrauch natiirlicher Sprachen sind Antinomien wie die
Antinomie des Liigners oder die Antinomie von Grelling ohne Belang. Zu-
gleich darf man wohl behaupten, dal auch im Alltag ein konsistenter Gebrauch
von dem Begriff ,wahre Aussage“ gemacht werden kann und daf} es sinnvoll
ist, Begriffe wie ,autolog“ und ,heterolog“ einzufithren. Allgemeiner ist m.E.
die Annahme, daf natiirliche Sprachen als formale Sprachen mit widerspruchs-
freier Semantik rekonstruiert werden konnen, intuitiv ausreichend zu recht-
fertigen. Im folgenden sei daher vorausgesetzt, dafl diese Annahme zutrifft
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und daf es insbesondere moglich ist, formale Sprachen zu definieren, die
iiber einen Wahrheitsbegriff verfugen.

Nun ist es z.B. vollkommen unproblematisch, in einer aussagen- oder priidi-
katenlogischen Sprache einen Wahrheitsjunktor W durch das aus
allen Biimplikationen der Form

Wop<sp
bestehende Axiomensystem zu definieren.

Es diirfte unbestritten sein, daf diese Definition intuitiv adiquat ist, und
sie filhrt auch zu keinerlei Widerspruch. Das Antinomienproblem tritt erst
dann auf, wenn man einen Wahrheitsbegriff W einfithren will, der den Status
eines Pradikats hat'. Genau dieser Fall ist bei der Rekonstruktion na-
tiirlicher Sprachen zu beriicksichtigen, weil in ihnen Sitze wie ,Diese Aussage
ist wahr® vorkommen. Da diese Sprachen aulerdem iiber die Moglichkeit der
Zitatbildung verfiigen (beispielsweise sind Sitze wie ,Die Aussage ,Schnee ist
weifd® ist wahr“ zuldssig), mu die Rekonstruktion iiber formale Sprachen mit
Zitatfunktion und Wahrheitspridikat erfolgen. Nun kann man aber aufgrund
der Ergebnisse von Tarski 1935 z.B. fiir formale Sprachen, die Erweiterung ei-

ner pridikatenlogischen Sprache erster Stufe sind, folgendes Theorem aufstel-
len:

(T) Esgibt keine formale Sprache L, die Erweiterung einer pridikateniogischen
Sprache erster Stufe ist, insbesondere eine Zitatfunktion ,y', eine Pridika-
tenkonstante W und mindestens eine Individuenkonstante enthilt und die
zugleich die folgenden drei Bedingungen erfillt:

(1) fiir jede Aussage ¢ von L ist ,p‘ ein Term von L, der in den zu L gehori-
gen Strukturen durch ¢ interpretiert wird?.

(2) die zu L gehérigen Strukturen und die jeweils iiber einer Struktur er-
klirten Interpretationen sind, was die pradikatenlogischen Anteile von
L anbetrifft, in iiblicher Weise und ohne zusitzliche Einschrinkungen
definiert; insbesondere gibt es fiir die Strukturen keine Restriktionen
beziiglich der Interpretation von Individuenkonstanten.

(3) fiir jede Aussage ¢ von L ist W ¢* «— o allgemeingiiltig.

1 Eine unzulissige Vermischung der Junktor- und der Pridikatauffassung ist z.B. bei
Davis 1974 festzustellen. Syntaktisch gesehen ist der dort eingefiihrte Wahrheits-
begriff Tr ein Pridikat (p. 231). Demgegeniiber wird in dem angegebenen Wider-
spruchsfreiheitsbeweis (p. 233) die Zitatfunktion Q als Identitiit interpretiert; das be-
deutet aber, da® Tr in der Formel TrQp semantisch den Status eines Junktors erhiilt.

2 Das bedeutet, daB die Zitatfunktion nicht-extensional ist.
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(T) kann folgendermafien durch einen Widerspruchsbeweis hergeleitet wer-
den:

Angenommen, es gibt eine Sprache L, fiir die (1) - (3) erfiillt ist. Aus (1)
resultiert zundchst, dafd L Teilmenge des Individuenbereichs jeder zu L geho-
rigen Struktur ist. a sei eine Individuenkonstante. Wegen (2) gibt es zu a eine
Struktur S, in der a durch die Aussage "1Wa interpretiert wird. Durch Anwen-
dung von (3) auf "1Wa erhilt man, da in S die Aussage ¢: = (W, "TWa’ & 71 Wa)
gilt. Wegen (1) wird neben a auch , 1 Wa‘ durch 71 Wa interpretiert, so dal in
v gemiB (2) ,”1Wa* durch a substituiert werden kann und folglich Wa «+ T1Wa
in S gilt. Letzteres steht aber i Widerspruch dazu, dafl nach (2) in S alter-
nativ entweder Wa oder ~1Wa gilt.

Beziiglich solcher, fiir eine Rekonstruktion von natiirlichen Sprachen geeig-
neten formalen Sprachen sind nun zwei Moéglichkeiten denkbar. Entweder gilt
fir solche Sprachen kein dem Theorem (T) vergleichbares Resultat. Oder (T)
ist zwar auf diese Sprachen iibertragbar, aber wenigstens eine der Bedingungen
(1) — (3) ist fiir sie nicht erfiillt. Gegen die erste dieser beiden Alternativen
spricht die Tatsache, daf man bestimmte einfache Fragmente natiirlicher
Sprachen relativ gut durch pridikatenlogische Sprachen bzw. durch geeignete
Erweiterungen von ihnen approximieren kann. Vermutlich ist also die zweite
Alternative richtig. Wie in O. schon erwihnt, gibt es nun die unterschiedlich-
sten Vorstellungen dariiber, welche der drei Bedingungen (1) — (3) bzw. wel-
che derin (1) — (3) enthaltenen und fiir den Beweis von (T) verwendeten Teil-
bedingungen aufgegeben werden soliten. Wir wollen daher die verschiedenen
in den Beweis eingehenden Voraussetzungen der Reihe nach auf ihre Adiquat-
heit hin itberpriifen.

Zunichst diirfte klar sein, dafl die Bedingung (1) genau der Gebrauchskon-
vention fir Zitate in natiirlichen Sprachen entspricht und damit eine Zuriick-
weisung von (1) nicht in Frage kommt. Was die Bedingung (2) anbetrifft, so
gehen in den Beweis zu (T) vier verschiedene, aus (2) entnommene Vorausset-
zungen wesentlich ein, die wir nachfolgend unter den Punkten (a) — (d) dis-
kutieren.

(a)Im Beweis von (T) wird von der Moglichkeit der Selbstreferenz von Aussa-
gen Gebrauch gemacht; nach (2) ist es namlich zulissig, daB die in einer
Aussage ¢ (2) vorkommende Individuenkonstante a gerade durch ¢ (a) in-
terpretiert wird (man kann also sagen, daB y (a) auf ,sich selbst* referiert).
Zunichst wird man vielleicht vermuten, da die — etwas ungewohnliche —
Annahme der Existenz selbstreferenter Aussagen fiir das Auftreten von Wi-
derspriichen verantwortlich ist und da man auf diese Annahme verzichten
kann, ohne damit eine wesentliche sprachliche Ausdrucksmdoglichkeit zu
verlieren. Gegen ein Verbot der Selbstreferenz von Aussagen spricht aber
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erstens die Tatsache, daB eine solche Restriktion in den wichtigsten der bis-
her untersuchten formalen Sprachen nicht vorgesehen und auch nicht not-
wendig ist. Zweitens wird an Beispielen wie ,Diese Wortfolge ist ein Satz“
deutlich, daB es durchaus vertretbar zu sein scheint, Interpretationen mit
Selbstreferenz prinzipiell zuzulassen, selbst wenn solche Interpretationen
in der Alltagskommunikation keine besondere Rolle spielen?.

(b) Beim Beweis von (T) wird in der Aussage ¢ der Term ,”1Wa* durch die
identisch interpretierte Konstante a substituiert. Gegen diese Substitution
konnte hochstens dann etwas eingewendet werden, wenn sie innerhalb ei-
nes intensionalen Kontextes durchgefiihrt werden wiirde. Dieser Fall liegt
aber mit Sicherheit nicht vor, weil sowohl die Biimplikation als auch das
Wahrheitspridikat als extensional anzusetzen sind, wie durch Substitutions-
tests begriindet werden kann.

(c)Da im Beweis von (T) die iibliche Interpretation der Negation und der Bi-
implikation zugrundegelegt wird, diirfte unproblematisch sein. Vorsichtiger
gesagt: Es gibt jedenfalls gegen diese Interpretation insoweit keine Einwiin-
de, als sie erlaubt, aus der fiir eine Struktur angenommenen Giiltigkeit ei-
ner Biimplikation ¢ «— p im Fall der Giiltigkeit von ¢ die Giiltigkeit von
p und im Fall der Giiltigkeit von 71y die Giiltigkeit von ~1p zu erschliefen.

(d) Von den aus (2) verwendeten Voraussetzungen bleibt schlieflich die An-
nahme zu diskutieren, daf fir jede Aussage ¥ in jeder Struktur immer ent-
weder ¢ oder 71y gilt, eine Annahme aus der sich die Allgemeingiiltigkeit
des Gesetzes vom ,,ausgeschlossenen Dritten (tertium non datur) ergibt.
Dieses Gesetz wird einerseits von vielen Logikern fiir eine unverzichtbare
Grundlage logischen Schliefens gehalten. Andererseits ist von Linguisten
und Sprachphilosophen schon oft darauf hingewiesen worden, daf dieses
Gesetz nicht ohne weiteres auf natiirliche Sprachen iibertragbar ist; als Ar-
gument hierfiir kann z.B. die Tatsache angefiihrt werden, dal bei der Be-
handlung des Prisuppositionsproblems héchst unplausible Komplikationen
auftreten, wenn man die Allgemeingiiltigkeit des ,tertium non datur* vor-
aussetzt. M.E. reicht dieses Argument fiir eine Zuriickweisung des tertium
non datur“ bei der Rekonstruktion natiirlicher Sprachen bereits aus. So-
fern man dieses Argument also akzeptiert, hat man — wie gewiinscht — ei-
ne in den Beweis von (T) eingehende Voraussetzung gefunden, die von den
natiirlichen Sprachen her beurteilt als inaddquat abzulehnen ist. (Um Mif3-
verstindnisse zu vermeiden, muf an dieser Stelle prizisiert werden, daf es

3 Bei einer sprechakttheoretischen Behandlung natiirlicher Sprachen sind Selbstrefe-
renzerscheinungen hingegen von grofier Wichtigkeit; beispielsweise kann Selbstrefe-
renz vorliegen, wenn im Rahmen einer Sprechhandlung der Satz ,Hiermit ist die Sit-
zung erdffnet” geiduBert wird.
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hier nicht um eine prinzipielle Ablehnung jeglicher Form des ,tertium non
datur“ geht; dieses Gesetz ist nur inadidquat bei einer konstruktiven Inter-
pretation der Negation, also der Interpretation, die m.E. in der Umgangs-
sprache in der Regel anzusetzen ist). Trotzdem ist das von uns aufgewor-
fene Problem damit noch nicht geldst. Es ist nimlich zu bedenken, da} die
Inadidquatheit dieses Gesetzes mit einem Argument begriindet worden ist,
das von dem Problem der Verwendung des Wahrheitspriadikats zunichst
vollkommen unabhiingig ist; anders ausgedrniickt, es wire moglich, da} es
Ausschnitte aus einer natiirlichen Sprache gibt, die iiber das Wahrheitspra-
dikat und die Zitatfunktion verfiigen und auferdem das ,tertium non da-
tur® erfiillen, fur die sich aber eine andere in den Beweis von (T) eingehen-
de Voraussetzung als inadidquat erweist. Wir wollen diese Moglichkeit
nicht weiter verfolgen, weil sie aufgrund der Diskussion von Bedingung (3)
ohnehin ausgeschlossen werden kann.
L
Bei der Suche nach einer Auflosung der Antinomie des Liigners wurde die
Bedingung (3) bisher kaum beachtet. Das hat vermutlich folgenden Grund. Ei-
nerseits ist es verniinftig, von folgenden beiden Annahmen auszugehen:

(A1) Wenn in einer Struktur eine Aussage ¥ gilt, dann gilt dort auch W ,y*.
(A 2) Wenn in einer Struktur die Aussage W, gilt, dann gilt dort auch .

Andererseits weifs man, daB} in pridikatenlogischen Sprachen durch die Forde-
rung nach der Allgemeingiiltigkeit einer Biimplikation der Form

Pv < y(v)

die Interpretation von P eindeutig bestimmt ist, sofern P nicht in ¢ vorkommt.
Folglick scheint mit (3) ein notwendiges Kriterium fur die Adiquatheit der
Interpre.ation von W und eine fiir den Bereich der Aussagen vollstindige Cha-
rakterisierung dieser Interpretation gegeben zu sein. Genau diese Schlufdfolge-
rung erweist sich bei niherer Betrachtung als voreilig. Die Problematik von (3)
wird allerdings erst deutlich, wenn man die Einfihrung von Wahrheitspradika-
ten als einen sprachdynamischen Vorgang explizit zu machen versucht.

Ganz allgemein muf die Einfiihrung eines neuen Begriffs in eine Sprache L
als ein Spracherweiterungsproze aufgefat werden, den man in zwei Schritte
untergliedern kann. In einem ersten Schritt wird die Syntax von L durch
eine Regel erweitert, die explizit angibt, zu welcher syntaktischen Kate-
gorie der neue Begriff gehoren soll bzw. in welchen syntaktischen Kon-
struktionen dieser Begriff vorkommen darf. Im zweiten Schritt werden die se-
mantischen Regeln von L durch eine Vorschrift erginzt, die bestimmt, wie
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der neue Begriff in den zu L gehorigen Strukturen jeweils interpretiert werden
soll. Insgesamt erhdlt man durch diese beiden Erweiterungsschritte eine neue
Sprache L’.

Was nun speziell die Einfiihrung eines Wahrheitspridikats W in eine Sprache
L betrifft, so ist intuitiv zwar einigermaflen klar, welche Vorgehensweise hier-
fiir gewdhlt werden muf ; insbesondere steht fest, dal man die Interpretation
von W so anlegen wird, dafl die beiden Annahmen (Ay)und (Az) gelten. Erst
bei einer genaueren Analyse des fiir die Einfithfung von W vorzunehmenden
zweiten Schrittes zeigt sich aber, da} die Interpretation von W durch einen re-
kursiven und u.a. auf sukzessiver Anwendung von (Al) basierenden Defini-
tionsproze bestimmt werden mufl und dal W dabei verniinftigerweise im all-
gemeinen nur einem Teil der Aussagen der erweiterten Sprache L’, nicht je-
doch allen Aussagen von L’ zu- oder abgesprochen werden kann. Das bedeu-
tet erstens, dafl W nicht in jedem Fall ein total definiertes Pridikat ist und
zweitens ergibt sich, daf fiir L’ das ,,tertium non datur® nicht generell gilt. Da-
mit haben wir jetzt — im Gegensatz zu der Diskussion in (d) — eine aus der
Einfilhrung von W resultierende Begriindung dafiir gefunden, warum das , ter-
tium non datur® als inadiquat zuriickgewiesen werden muf.

In den folgenden Abschnitten soll nun anhand der Diskussion von speziel-
len formalen Sprachen genauer dargestellt werden, welche Probleme bei Sprach-
erweiterungen zur Einfilhrung eines Wahrheitspridikats auftreten, wie der be-
reits angedeutete Definitionsprozefs im einzelnen durchgefiihrt werden kann
und welche allgemeinen Konsequenzen sich aus einer solchen Definition erge-
ben.

2. Pridikatenlogische Sprachen, Spracherweiterungen und eingeschriinkt ver-
wendbare Wahrheitspridikate

Die in 1. angefiihrten Argumente legen es nahe, genauer zu untersuchen
auf welche Weise die fiir die Einfilhrung eines Wahrheitspriadikats notwendi-
Definitionsschritte explizit durchgefithrt werden kénnen. Die Schwierigkeiten
einer solchen Definition lassen sich teilweise schon am Fall von pradikatenlo-
gischen Sprachen erster Stufe? verdeutlichen, weshalb zunichst diese Spra-
chen betrachtet werden sollen.

Mit L, L’, ... werden im folgenden prdadikatenlogischen Sprachen erster
Stufe ohne Identitit und ohne Funktionskonstanten angedeutet. Jede solche

4 Fiir eine Darstellung dieser Sprachen vgl. z.B. Hermes 1972, Shoenfield 1967; fir die
im folgenden verwendeten mengentheoretischen Begriffe und Symbole vgl. z.B.

Suppes 1960.
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Sprache L ist definiert als geordnetes Paar aus einer Konstantenmenge K (L)
und einer Menge von zu K (L)) passenden Strukturen. Bei Konstanten unter-
scheidet man zwischen Individuenkonstanten (angedeutet durch a, 2’, ...)
und Pridikatenkonstanten (angedeutet durch P, P’, . . .). Allen betrachteten
Sprachen gemeinsam ist die Menge der logischen Zeichen und eine abzihlbare
Menge V von Individuenvariablen; die Elemente von V werden durch v, v’, .
angedeutet, als logische Zeichen werden zugrundegelegt die Negation 1, die
Alternation V und der Existenzquantor 3. Zu jeder Konstantenmenge K wird
nun die Menge der Terme T (K), die Menge der Formeln F (K) und die Men-
ge der Aussagen A (K) iiber K erklirt. Als Terme iiber K bezeichnet man die
Individuenkonstanten von K und die Individuenvariablen ; Terme werden durch
t, t’, ... angedeutet. Die Formeln iiber K werden in iiblicher Weise aus den
Pridikatenkonstanten von K, den Termen iiber K und den logischen Zeichen
gebildet; Formeln sollen durch ¢, ¢, p, . .. angedeutet werden. Formeln oh-
ne freie Variablen heifien Aussagen. Bezogen auf eine Sprache L, wird die Men-
ge der Terme iiber L (K) mit T (L), die Menge der Formel mit F (L) und die
Menge der Aussagen mit A (L) bezeichnet.

K sei eine Menge von Konstanten. S = (X I ist eine K-Struktur genau dann,
wenn X von der leeren Menge verschieden ist (X 5 O) und wenn I eine Funk-
tion ist, die jeder Individuenkonstanten von K ein Element von X und jeder
n-stelligen Pridikatenkonstanten von K eine n-stellige Relation iiber X zuord-
net. X ist der Individuenbereich und I die Interpretationsfunktion von S. Ist
S = (X, I) eine K-Struktur, so bezeichnet man die Elemente von xV (X
die Menge der Funktionen von V nach X) als Variablenbelegungsfunktionen
fiir S; solche Funktionen sollen durch 8, §’, ... angedeutet werden. Fir K-
Strukturen S, Belegungsfunktionen g fiir S und Formeln ¢ iiber K wird in iib-
licher Weise die Giiltigkeitsrelation definiert: S i3 ¢ bedeute, da ¢ in S bei
der Belegung g gilt; speziell besage S F ¢, dafl ¢ eine Aussage ist und da®
S |= ¢ fur ein B und damit nach dem Koinzidenztheorem® fiir jedes .

Wie bereits angedeutet ist eine Sprache L das geordnete Paar aus einer Kon-
stantenmenge K (L) und einer Menge von K (L)-Strukturen. Die zu L gehori-
gen Strukturen werden kurz L-Strukturen genannt. Besonders wichtig fiir das
folgende ist der Begriff der Spracherweiterung.

2.1 Definition: L’ ist eine Erweiterung von L genau dann, wenn
(1) K(L)CK((L).
(2) Es gibt eine umkehrbar eindeutige Zuordnung der L-Strukturen zu
den L’-Strukturen mit der Eigenschaft, daf jeder L-Struktur

5 vgl Hermes (1972:81).
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S = (X, I) genau eine L’-Struktur S’ = (X, I') entspricht, die eine
Erweiterung von S ist (d.h. da X =X’ und daf I = I’ | K (L), also
I die Restriktion von I’ auf K (L) ist).

Nach diesem terminologischen Vorspann soll nun das Problem der Einfiih-
rung eines Wahrheitspridikats in eine Sprache L behandelt werden. Von In-
teresse ist eine solche Einfilhrung in dem Fall, dafl zu den Individuenbereichen
einiger L-Strukturen auch Aussagen von A (L) gehoren. In diesem Fall liegt es
nahe, K (L) durch eine neue einstellige Pridikatenkonstante zu erweitern und
jeweils durch diejenige Teilmenge Y des Individuenbereiches X einer L-Struk-
tur S = (X, ) zu interpretieren, die genau aus den in S geltenden Aussagen von
A (L) N Xbesteht. Das hat namlich zur Folge, da} dann fiir jedesp € A (L) N X
gilt.

¢ € Y genau dann, wenn S |= ¢-

Beziiglich A (L) N X und S beschreibt die neue Konstante also in addquater
Weise den Bereich der ,wahren“ Aussagen. Daf eine solche Spracherweiterung
immer moglich ist, besagt in prizisierter Form folgendes, leicht nachweisbare
Theorem.

2.2 Theorem: W sei eine beziiglich K (L) neue einstellige Pridikatenkon-
stante. Zu L wird eine Erweiterung L’ definiert durch:
KL):=K@L)u{w};
S’ =(X’, I') ist eine L’-Struktur genau dann, wenn es eine L-Struktur S=
(X, Dgibtmit X’=Xund P=1U {W, {oe A(L)NX;SEp}))}
Dann hat jede L’-Struktur 8’ = (X, I’) fiir alle ¢ € A (L) die Eigenschaft:
(E) Falls ¢ € X, so gilt:
w € I’ (W) genau dann, wenn S’ [ ¢.

Statt (E) kann man in 2.2 auch schreiben:
(E") Fiir alle t € T (L”) und alle 8 e XV mit
TV p) () = pgilt:
S’ %Wt genau dann, wenn S’ i‘-é«p.

Wenn man auflerdem wie iiblich Y < pals Abkiirzung fiir(C1y V p)A(C1p V )
und ¥ A p als Abkiirzung fiir "1 (1 ¢ V 71 p) verwendet, dann ist die letzte Zei-
le in (E’) weiter umformulierbar in: S’ F Wt < o.

Mit dieser Formulierung ist eine weitgehende Parallelisierung zu Bedingung
(3) in Theorem (T) von Abschnitt 1. erreicht; der wesentliche Unterschied
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zwischen (3) und 2.2 liegt demnach in der Tatsache, dal (E) nur fiir die Aussa-
gen von A (L) und nicht fiir alle Aussagen von A (L) erfiillt ist.

Nun ist es denkbar, dal in den Individuenbereichen der L-Strukturen ne-
ben einigen Aussagen von A (L) auch Aussagen aus A (L) — A (L) liegen. In-
sofern kann man sich fragen, ob man L’ auch so hitte definieren kénnen, dafl
sogar jede Aussage in A (L) die Eigenschaft (E) hat. Diese Frage ist weder ge-
nerell zu bejahen, noch generell zu verneinen; wie sie zu beantworten ist,
hiingt von den speziellen Eigenschaften der L-Strukturen ab. Wenn es niimlich
in K (L) eine Individuenkonstante a gibt, die bei einer L-Struktur § = (X, I}
durch die Aussage "1 Wa interpretiert wird (T1Wa entspricht dem Satz vom
Liigner) und wenn Wa in X liegt, dann hat Wa fir kein L’ die Eigenschaft (E).
Der Annahme von (E) fiir Wa und die zu L’ gehorige Erweiterung S’ = (X, I')
von S widerspricht nidmlich die aus I’ (a) = I (a) = "1Wa und aus der Defini-
tion der Giiltigkeitsbeziehung resultierende Folgerung, da® S’ = Wa genau
dann, wenn “1Wa e I’ (W). Die Antwort auf unsere Frage fillt also negativ aus.
In anderen Fillen ist die Frage demgegeniiber zu bejahen. Wenn nimlich bei-
spielsweise fiir jede L-Struktur S = (X, I} alle in X liegenden Aussagen aus
A (L) — A (L) die Form Wa haben und dabei I (a) zu A (L) gehort, dann
kann I jeweils folgendermafien erweitert werden:

:=1U {(W,Y)} , wobei
Y:= { goeA(L)ﬂX;Sng} U{c.peX;esgibtamitcp=WaundS }=I(a)}.

Es ist klar, daf} bei einer nach dieser Vorschrift definierten Spracherweite-
rung fiir alle ¢ € A (L) die Eigenschaft (E) erfiillt ist.

Aus der gegebenen Antwort geht erstens hervor, dal L nicht in jedem Fall
so zu einer Sprache L’ mit K(L)=K (L) U {W} , erweitert werden kann,
daB alle L’-Strukturen fiir jede Aussage in A (L) die Eigenschaft (E) haben.
Man muf also bei einer Einfilhrung von W in L mit der Moglichkeit rechnen,
daB bei den Strukturen der erweiterten Sprache (E) nur fiir einen Teil der Aus-
sagen aus A (L) erfiillt ist. Allgemein wollen wir sagen, W sei in L’ relativ zu
der Menge ® C A (L) als Wahrheitspriadikat fiir die L’-Struktur S’ = X, I')
verwendbar, wenn (E) fiir alle ¢ € ® erfiillt ist. W soll aber nur dann ein Wahr-
heitspridikat in L’ genannt werden, wenn (E) bei jeder L’-Struktur S’ fiir alle
Aussagen von A (L) gilt.

Zweitens ergibt sich, daf} (E) allein i.a. nicht zur Auszeichnung einer
bestimmten Erweiterung von L ausreicht, weil nicht feststeht, relativ zu wel-
cher Aussagenmenge W jeweils als Wahrheitspriadikat verwendbar gemacht wer-
den soll. Damit stellt sich aber die Frage,ob es iiberhaupt mdéglich ist, in natiir-
licher und eindeutiger Weise eine bestimmte Erweiterung L’ von L und zu je-
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der L-Struktur S eine bestimmte Teilmenge $ von A (L’) so auszuzeichnen,
dafl W in L’ relativ zu & als Wahrheitspridikat fiir die zu S gehorige L>-Struk-
tur verwendbar ist. Der Beantwortung dieser Frage gelten folgende Uberlegun-
gen.

Wie in 2.2 werde im folgenden vorausgesetzt, dafl die einstellige Pridikaten-
konstante W nicht zur K (L) gehort, und es werde gesetzt K*: = K (L) U {W} .
Weiter sei S = (X, I) eine beliebige L-Struktur. Wenn es nun eine natiirliche
und eindeutig bestimmte Art der Erweiterung von L zu einer Sprache der ge-
wiinschten Art gibe, dann mii3ten sich genaue Richtlinien dafiir formulieren
lassen, wie S zu einer K’-Struktur 8’ = {X, I) erweitert, d.h. wie I’ (W) definiert
werden soll. Weichen Inhalt konnten diese Richtlinien haben? Zweifellos ist
nur eine solche Interpretation von W akzeptabel,bei der (E) wenigstens fiir ei-
nen Teil der iiber K’ gebildeten Aussagen erfiillt ist; es bleibt aber vorerst un-
klar, welcher Teil hierfiir anzusetzen ist.

Nun diirfte es zwar einerseits unstrittig sein, daf I' (W) nicht nur Aussagen
aus A (L) umfassen sollte; z.B. spricht nichts dagegen, daf man unter der Vor-
aussetzung von S F ¢, I (a) = ¢ und Wa € X neben ¢ auch Wa in I’ (W) auf-
nimmt. Andererseits ist aber beispielsweise im Falle 1 (a) = Wa zunichst weder
die Annahme Wa € I’ (W) noch die Annahme Wa ¢ I’ (W) zu begriinden ; beide
Setzungen sind offensichtlich moglich, ohne daBl dabei Widerspriiche auftreten
miissen.

Am Vergleich dieser beiden Beispiele kann man bereits den fiir eine intuitiv
addquate Einfilhrung von Wahrheitspriadikaten wesentlichen Punkt deutlich
machen. Im ersten Beispiel ist nur eine der beiden Setzungen Wa e I’ (W) und
Wa ¢ I’ (Wa) mit (E) und den Giiltigkeitsbeziehungen in S vertriglich und zwar
ist die Entscheidung fiir Wa € I’ (W) mit Hilfe von (E) zuriickfilhrbar auf S F ¢.
Demgegeniiber kann man sich im zweiten Beispiel fiir eine Entscheidung iiber
Wa ¢ I' (W) nicht auf (E) und die Giiltigkeitsbeziehungen in S berufen; der
Versuch, diese Entscheidung zu reduzieren, fithrt nimlich wieder auf die Be-
dingung Wa ¢ I’ (W) zuriick:

Wa e I’ (W) genau dann, wenn S’ = Wa genau dann, wenn
I(a) e I' (W) genau dann, wenn Wa ¢ I’ (W).

Im Prinzip laf3t das zweite Beispiel drei Moglichkeiten offen. Entweder kann
keine der beiden Setzungen Wa € I’ (W) und Wa ¢ I’ (W) vor der anderen
ausgezeichnet und S folglich nicht auf eindeutige Weise erweitert werden.
Oder die Entscheidung iiber Wa e I' (W) ist nach bestimmten zusitzlichen von
(E) und den Giiltigkeitsbeziehungen in S unabhiingigen Kriterien vorzunehmen.
Drittens schlie8lich kann die aufgezeigte Unmoglichkeit einer Entscheidungsre-



216 Walther Kindt

duktion als Begriindung dafiir dienen, daf nicht Wa € I’ (W) gesetzt werden
darf. M.E. ist ausschlieBlich die Wahl der dritten Méglichkeit intuitiv adiiquat.
Denn es scheint generell geboten zu sein, nur solche iiber K’ gebildeten Aussa-
gen in I’ (W) aufzunehmen, fiir die eine solche Entscheidung unter Berufung
auf (E) und die Giiltigkeitsbeziehungen in S gerechtfertigt werden kann. Ak-
zeptiert man diese Forderung, dann hat man auch eine Bedingung gefunden,
durch die in eindeutiger Weise eine Definition von I’ (W) bestimmt ist. Um dies
nachweisen zu kénnen, muf die Bedingung allerdings zunichst prizisiert wer-
den. Bevor wir eine solche Prizisierung angeben, sei aber schon auf eine Kon-
sequenz hingewiesen, die sich aus der Bedingung ergibt. Unter Voraussetzung
von I (a) = Wa mufl der Bedingung gemifi sowohl Wa ¢ I’ (W) als auch
“1Wa ¢ I’ (W) angesetzt werden. Aus Wa ¢ I’ (W) erhiilt man aber nach Definition
der Giiltigkeitsbeziehung S’ = 71 Wa. Folglich ist (E) fiir TWa nicht erfiillt. Das
zeigt wiederum, daB es i.a. auch nicht sinnvoll sein kann, den Bereich von Aus-
sagen zu maximalisieren, relativ zu dem W in L’ als Wahrheitspradikat fiir S’
eingefithrt werden kénnte.

Um die genannte Reduzierbarkeitsbedingung prizisieren zu kénnen. wird
bezogen auf eine beliebige L-Struktur S = (X, I) eine Reihe von Definitionen
angegeben. ’ '

2.3 Definition: Zu S wird eine zweistellige Relation R (S) erklirt und zwar
wird fiir alle

@,V €F(K),alle feX",alle t e T(L),alle x ¢ X und alle v e V gesetzt:
(1) Fallspe A(K)und(1UB)(t) = ¢, s0
Wt, HR(S) {¢, B} und OOWt, HR(S) {(ly, B} .

In den folgenden Bedingungen sei der Reihe nach vorausgesetzt, daﬁ @
bzw. ¢ V ¢, bzw. dvp ¢ F (L).
(D17, PR(S) {, B} .

3) Vv w,mR(S)gﬁp,ﬁ)},
WV Y,BRE){Y,R},
e V), RSy, B, Ty, B}

@) avy, HR(S) {, B},
(M@ v g, BYR(S) {(ﬂﬁZﬁ’v’xyex ).
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Dabei sei B;‘ in (4) definiert durch

B:r‘(v’) = B(v’) fir v’ # v und ﬁ:(v) =X.
Gilt fiir eine Indexmenge J

@ OR(S) {4 B)jel},

dann kann dieser Sachverhalt wie folgt interpretiert werden: Eine Entschei-
dung iiber die Wahrheit von ¢ bei der Belegung § ist reduzierbar auf die Ent-
scheidung iiber die Wahrheit jeweils von ¢ bei der Belegung ﬁj.

2.4 Definition: M (S) sei die Menge der geordneten Paare (o, B mit p e F (K")
und fe XV. — Weiter sei B C M (S) x M (S) und mg, € M (S). {B, m )
heifit R (S)-Reduktionsbaum fiir m, wenn gilt:

(1) Fiirjedesm e M (S),zu demeinm’ e M (S) mit m B m’ odermitm’ B m
existiert, gibt es eine endliche B-Kette f : n - M (S) mit f (0) =m,
und f (n-1) = m®.

(2) Fiir jedes m, zu dem ein m’ mit m B m’ existiert, gibt es ein M’ C M (S)
mit m R (8) M’ und der Eigenschaft, daf fiir alle m” ¢ M (S):

m B m” genau dann wenn m”’ € M.

2.5 Definition: Ein R (S)-Reduktionsbaum (B, mo) heifit endlich genau dann,
wenn es keine unendliche B-Kette gibt.

2.6 Definition: (B, m) sei ein R (S)-Reduktionsbaum. m € M (S) ist ein
Punkt von (B, mo) genau dann, wenn m = m,, oder wenn ein m’ ¢ M (S)
mit m’ B m oder mit m B m’ existiert. Ein Punkt m von (B, m,) heifit
Endpunkt genau dann, wenn es kein m’ € M (S) mit m B m’ gibt.

2.7 Definition: Zu S wird eine Menge G (S) C M (S) definiert durch
@, B € G (S) genau dann, wenn es fur (g, 8) einen endlichen R (S)-Reduk-

tionsbaum derart gibt, daf S F’ Y fiir jeden Endpunkt {y, 8") des Baumes.

6 Eine Folge f ist eine B-Kette genau dann, wenn fir jedes Paar aufeinanderfolgender
Glieder £(j) und f(j+1) gilt: £() B f(j+1).



218 Walther Kindt

Auf der Basis der angegebenen Definitionen kann jetzt der Reduzierbarkeits-
begriff erklirt werden.

2.8 Definition: Es sei ¢ € A (K°). Die Entscheidung, ¢ relativ zu S als wahre
Aussage einzustufen, ist reduzierbar genau dann, wenn es ein 8 mit

{p, B € G (S) gibt.

Die oben formulierte Reduzierbarkeitsbedingung wird nun folgendermafien
prizisiert:
S ist so zu einer K-Struktur S’ = (X, I’) zu erweitern, daB I (W) C A (K’)
und daB fiir jedes pe I’ (W) die Entscheidung, ¢ relativ zu S als wahre Aus-
sage einzustufen, reduzierbar ist.

2.9 Definition: Zu S werden zwei Mengen C (S) und D (S) erklirt.
C(S):={veAK)NX;esgibt fmit(p, e G(S) } ;
D(S): = { v € A (K'); es gibt § mit ¢, B € G (S) oder (1, H e G(S) }.

C (S) ist der relativ zu S maximale Bereich von Aussagen, die in einer die Re-
duzierbarkeitsbedingung erfiillenden Erweiterung von S mit W als wahr be-
schrieben werden konnen. Die optimale Erweiterung S’ von S ist also bestimmt

durch:
S’ =(X, I’)und I’ (W)= C(S).

Zugleich kann gezeigt werden, daB8 S’ auch als ,schwichste® unter den Erwei-
terungen von S charakterisierbar ist, bei denen (E) fiir jede Aussage von D (S)
erfiillt ist.

2.10 Theorem: W sei eine beziiglich K (L) neue einstellige Pradikatenkonstan-
te. Zu L wird eine Erweiterung L’ definiert durch:

K(L):=K@DU {W};
S’ = (X, I’) ist eine L’-Struktur genau dann, wenn
S’ | K (L) eine L-Struktur ist und wenn

r(W)=C (S’ 1 K(L)).”

Dann gilt:

7  Fiir Strukturen S = {X,I) und Konstantenmengen K wird gesetzt S | K: = (X, 1| K).
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(1) Fiir jede L’-Struktur S’ = (X, I’) und fiir jedes p e D (S’ | K (L)) ist (E)
erflillt.

(2) L” sei eine Erweiterung von L mit der Eigenschaft, da K (L") = K (L")
und daB (E) fiir jede L”-Struktur S =(X,I"Yund jedesp e D (S | K (1))
erfiillt ist. Dann gilt fiir alle L’-Strukturen S’ = (X’, I’) und alle L”-
Strukturen S” = X, ") mit 8" [ K(L) =S | K (L), da I' (W) C I’ (W).

Zum Nachweis von 2.10(1) zeigt man allgemeiner fiir jede L’-Struktur
S’ = (X, I), fiir jedes (¢, 8% € G (8’ | K (L)) und fiir jeden gemif 2.7 die Zugeho-
rigkeit zu G (S | K (L)) garantierenden Reduktionsbaum fiir (¢, 8>, daB fiir alle
Punkte (Y, §7 dieses Baumes S’ =, J erfiillt ist. Der Beweis hierfiir kann durch
Induktion iiber den jeweils betr:E:hteten Reduktionsbaum fiir (¢, 8) gefiihrt wer-
den. Die nachgewiesene Eigenschaft ist dann insbesondere fiir (y, 8) erfiillt. Hier-
aus erhilt man speziell im Falle ¢ e D (8’ | K(L)) daf sich S’ = ¢ aus
¢eC(SIK(L))und 8’ = "1y aus p € X—C (S’ | K (L)) ergibt. Letzteres ist dqui-
valent dazu, da} (E) fiir ¢ erfiillt ist.

Zum Nachweis von 2.10 (2) zeigt man in dhnlicher Weise wie bei (1) fiir
die jeweils betrachteten Strukturen S” und S’ und fiir jedes {p, 8) € G (S’ | K(L)),
dal S” k. Damit ergibt sich insgesamt fiir jedes (p, 8) € D (8’ | K (L)),
da® S’ E p genau dann, wenn S” tEap. Bei Ausnutzung von (E) erhilt man
schlie8lich I' (W) C 1’ (W).

Die in 2.10 jeweils relativ zu einer L-Struktur S gewiihlte Interpretation
von W durch C (S) ist unter Riickgriff auf die Bedingung definiert, da be-
stimmte endliche Reduktionsbiume existieren. Es sei hier ohne Beweis er-
wihnt, dal es noch eine andere Charakterisierung von C (S) gibt, aus der her-
vorgeht, da C (S) durch einen induktiven Definitionsprozef gewonnen wer-
den kann. Genauer gilt, da® sich G (S) durch eine rekursive Definition bestim-
men i3t und daf danach C (S) wie in 2.9 definiert wird.

2.11 Theorem: Fiir S sei G’ (S) C M (S) definiert durch:

Falls S ¢, 50 (g, ) ¢ G (S);
fails {< . B3 jeJ } CG’(S) und
W, HRIS) {lop, B35 €T} ;50

(¥, B e G’ (5).
Dann gilt G’ (S) = G (8S).

2.11 besagt gerade, dal man G (S) ausgehend von der Menge der Formeln von
L, die in S bei einer Belegung gelten durch AbschluB gegeniiber der zu R (S)
inversen Relation erhiilt.
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3. Wahrheitspriidikate in partiell interpretierten pridikatenlogischen Sprachen

Die Diskussion in 2. hat ergeben, dafl es prinzipiell nicht moglich ist, be-
liebige pridikatenlogische Sprachen — diese Sprachen werden im folgenden
kurz PL-Sprachen genannt — durch Einfithrung einer neuen einstelligen Pridi-
katenkonstanten W so zu einer PL-Sprache L’ zu erweitern, daft W in L’ ein
Wahrheitspridikat ist. Man kann allerdings immer eine Erweiterung L’ derart
finden, da® W jeweils relativ zu einer Teilmenge von A (L’) als Wahrheitspri-
dikat verwendbar ist. Dies trifft insbesondere fiir den Fall zu, daf man W in
der Erweiterung jeder L-Struktur S durch C (S) interpretiert, was am ange-
messensten zu sein scheint; in diesem Fall ist W fiir die zu S gehorige Erwei-
terung relativ zu D (S) als Wahrheitspridikat verwendbar.

Angesichts dieser Ergebnisse steht man vor der Alternative, entweder die
Vorstellung aufzugeben, es miisse generell moglich sein, PL-Sprachen zu Spra-
chen mit Wahrheitspridikat zu erweitern, oder aber an dieser Vorstellung
festzuhalten und die Konsequenz zu ziehen, dafl PL-Sprachen im aligemeinen
nicht fiir eine addquate Einfilhrung von Wahrheitspridikaten geeignet sind.
M.E. ist nur die zweite Moglichkeit akzeptabel. Von den Ausdrucksmoglichkei-
ten der natiirlichen Sprachen her beurteilt ist nimlich einerseits nicht einzu-
sehen, warum man darauf verzichten sollte, die von einer Sprache in einer
Struktur jeweils geltenden Aussagen in der Sprache selbst als wahr zu bezeich-
nen. Andererseits ist es wenig sinnvoll, in PL-Sprachen partiell verwendbare
Wahrheitspridikate einzufiihren und dann zuzulassen, da es Aussagen gibt,
die in einer Struktur gelten, dort aber nicht als wahr beschrieben werden kén-
nen. Und es scheint schlieBlich auch nicht zu rechtfertigen zu sein, sich auf
die Betrachtung von PL-Sprachen zu beschrinken, zu denen ausschlieflich
Strukturen gehéren, in deren Individuenbereich jeweils héchstens solche Aus-
sagen liegen, fiir die entweder selbst oder fiir deren Negation die in 2. formu-
lierte Reduzierbarkeitsbedingung erfiillt ist; zumindest ist die dieser Restrik-
tion zugrundeliegende Bedingung sehr kompliziert und geht in hohem Mafie
auf spezielle Eigenschaften der Strukturen ein, so dal man sich eine einfache-
re und globale .6sung wiinschen wiirde.

Damit stellt sich die Frage, welcher Typ von formalen Sprachen ggf. fur ei-
ne Einfithrung von Wahrheitspridikaten geeignet ist bzw. im Rahmen welchen
Sprachtyps eine Erweiterung von PL-Sprachen zu Sprachen mit Wahrheitspra-
dikat moglich ist. Aufgrund der vorangegangenen Uberlegungen liegt es nahe
zu fordern, dafd der gesuchte Sprachtyp eine vollstindige Kompatibilitidt der fiir
eine Struktur bestehenden Giiltigkeitsbeziehung mit der in 2. vorgeschlagenen
Interpretation von W gestatten mufl. Eine solche Kompatibilitit ist aber in ei-
ner Sprache L’ nur dann zu erreichen, wenn zugelassen wird, daf} fiir einige
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der Aussagen o, die bei dieser Interpretation in einer L -Struktur S’ = (X, I»
nicht als wahr zihlen, weder S’ |F p noch S’ E "¢ zutrifft. Beispielsweise miis-
sen nimlich nach den Uberlegungen in 2. unter der Voraussetzung von ¢ = Wa
und I (a) = Wa die Beziehung ¢ ¢ I' (W) und Tl ¢ I’ (W) angesetzt werden;
im Fall einer zugrundeliegenden PL-Sprache gilt dann aber S’ | ¥, was mit
"l ¢ I' (W) inkompatibel ist. Fiir eine Sprache der gewiinschten Art diirfte al-

so weder S’ = ¢ noch S’ F 1y erfiillt sein. Das 8’ | "1y zutrifft, ist aber unter
den gegebenen Voraussetzungen nur zu verhindern, falls man den Schiu von
¢ ¢ ' (W)und I’ (a) = g auf S’ = "1 Wa verbietet. Fin derartiges Verbot kann
z.B. ausgesprochen werden, wenn man W als nicht total definiertes Pridikat
ansetzt, was im Rahmen von Sprachen mit partiell definierten Pridikaten (vgl.
Ebbinghaus 1969) gestattet ist®. Man kann nun zeigen, daB in bestimmten Ty-
pen dieser Sprachen immer eine adiquate Einfiihrung von Wahrheitspridika-
ten moglich ist. Wir wollen dies im folgenden am Beispiel von Sprachen bewei-
sen, die partiell interpretierte pridikatenlogische Sprachen (abgekiirzt: PIPL-
Sprachen) genannt werden sollen.

3.1 Definition: K sei eine Menge von Konstanten. S = (X, I ist eine K-Struk-
tur mit partieller Interpretation genau dann, wenn

(HX+0;

(2) Iist eine Funktion, deren Definitionsbereich eine Teilmenge von K ist;
I ordnet jeder Individuenkonstante aus dem Definitionsbereich ein Ele-
ment von X zu und ordnet jeder n-stelligen Pridikatenkonstante aus
dem Definitionsbereich ein geordnetes Paar ( Z,, Z1) von n-stelligen

Relationen iiber X mit Z0 N Z1 = 0 zu.

Ist S = (X, I) eine K-Struktur mit partieller Interpretation und gilt fiir die Pri-
dikatenkonstante P: I (P) = (Z,, Z,), so heifit Zl Zutreffensbereich und Z,
Nichtzutreffensbereich von P. Mit I ist einerseits insofern eine partielle Inter-
pretation der Konstanten aus K gegeben, als I bzgl. K eine partielle Funktion
ist. Andererseits ist I auch insofern partiell, als nicht notwendigerweise jedes
n-Tupel von Elementen aus X entweder im Zutreffensbereich oder im Nicht-
zutreffensbereich einer n-stelligen Pridikatenkonstante liegt; m.a.W. die Pri-

8 Der Vorschlag, solche Sprachen zugrundezulegen, wird auch in dem von Martin selbst
verfaBten Beitrag des Sammelbandes Martin 1970 gemacht; der genauere logische Zu-
sammenhang zwischen diesem Vorschlag und der Einfithrung von Wahrheitspridika-
ten wird dort jedoch nicht untersucht.
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dikatenkonstanten werden bzgl. X als partiell definierte Eigenschaften inter-

pretiert.

Die Belegungsfunktionen fiir Strukturen mit partieller Interpretation seien
wie in 2. gewihlt; die Giiltigkeitsbeziehung wird dann folgendermafien rekur-
siv definiert.

3.2 Definition: K sei eine Menge von Konstanten und S = (X, I) sei eine K-

Struk\t,ur mit partieller Interpretation. Auffierdem sei im folgenden jeweils
BeXY.

(1) P sei eine n-stellige Pridikatenkonstante aus K und es seien
tgs ---stp €T (K). Weiter sei
I U g fur t, fiir jedes i < n definiert.
Falls (1 U B) (to), .., (TuUp) (tn_l)) e (1(P)),
(im Falle n = O bedeute dies O € (I (P))¢),

soS}EPtO ety

Falls (1 U B) (t,), ..., (AUP) (t, N eI (P)),, 50

SETTPL, .ty

In den folgenden Bedingungen seien jeweils v, ¢ e F(K)undve V.

(2)FallsSEp,s0S E 1y

B B
3) FallsS% ‘poderSIE- \D,SOSIE&QV v,

FallsS;E "prundSiE—kw, soS;E RICAA) ]

(4) Falls Sib—'x pfireinxeX,soS IE dv .
v

Falls Sﬁ( "Igaﬁirallexex,soSFB TTdve.
v

In 3.2 wurde die mit 2.3 kompatible und die sich in vielen Fillen als besonders
zweckmiBig erweisende Kleene-Interpretation® fiir Jund V und die zu V ana-
loge Interpretation fiir 4 gewihlt; die Ergebnisse der vorliegenden Arbeit gel-
ten jedoch auch noch fiir andere Festlegungen.

Mithilfe von 3.2 wird eine Definiertheitsbeziehung erklirt.

9 Vgl hierzu Kleene (1952:334).
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3.3 Definition: Unter den Voraussetzungen von 3.2 wird gesetzt:

S def 8 ¢ genau dann, wenn S £ @V Tg;
S def ¢ genau dann, wenn ¢ € AE (K) und S def g ¢ fiir ein 8.

Partiell interpretierte pridikatenlogische Sprachen werden nun durch folgen-
de Definition bestimmt.

3.4 Definition: Eine PIPL-Sprache L ist das geordnete Paar aus einer Kon-
stantenmenge K (L) und einer Menge von K (L)-Strukturen mit partieller
Interpretation.

PL-Sprachen koénnen in naheliegender Weise als spezielle PIPL-Sprachen aufge-
fafit werden:

Eine PIPL-Sprache L ist eine PL-Sprache genau dann, wenn jede L-Struk-
tur S = (X, I) die Eigenschaft hat, da K (L) der Definitionsbereich von I ist
und daf} fiir jede n-stellige Pridikatenkonstante P aus K (L) die Beziehung
(I @), VI P); = X" erfiillt ist.

Der Unterschied zwischen dieser Bestimmung der PL-Sprachen und der Be-
stimmung in 2. liegt nur darin, daB bei den Strukturen im Sinne von 2. die
Nichtzutreffensbereiche der Pridikatenkonstanten nicht gesondert aufgefiihrt
werden, da sie sich als die Komplemente der Zutreffensbereich berechnen las-
sen.

* Im weiteren werden die in 2. fiir PL-Sprachen eingefiihrten Notationen in
entsprechendem Sinne auch fiir PIPL-Sprachen verwendet.

Die PIPL-Sprachen scheinen auf den ersten Blick gegeniiber den PL-Spra-
chen den Nachteil zu haben, daf fiir sie relativ zum klassischen Pridikatenkal-
kiil das wichtige Vollstindigkeitstheorem verloren geht (genauer gesagt: der
Kalkiil ist zwar vollstindig, aber nicht korrekt). Dies trifft zwar zu, wenn man
als Folgerungsbegriff fiir die PIPL-Sprachen die folgende sich zunichst anbie-
tende Verallgemeinerung des klassischen Folgerungsbegriffs wihlt:

Es seien K eine Menge von Konstanten, pe A (K) und ® C A (K). ¢ folgt
aus ¢ genau dann, wenn jede PIPL-Sprache L mit K (L) =K fiir alle L-
Strukturen S = (X, I) und alle e XV die Eigenschaft hat:

Stﬁgp,fallsSIEwﬁirallewetb.

Wenn man aber in das Definiens als zusitzliche Primisse die Bedingung
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S def 8 v aufnimmt — was naheliegend zu sein scheint, dann gilt nach wie vor
ein Volistindigkeitstheorem.

35 Theorem (Vollstindigkeit): Es seien K eine Menge von Konstanten,
v€ A (K)und ® C A (K). Dann gilt:
@ ist im klassischen Pridikatenkalkiil ableitbar aus ¢ genau dann, wenn je-
de PIPL-Sprache L mit K (L) = K fiir alle L-Strukturen S = (X, I) und alle
Be XV mit S def B ¢ die Eigenschaft hat:

StEgp,fa]lsSIE ¢ fiir alle y € .
Zum Beweis des Theorems geniigt es wegen des bekannten Vollstindigkeits-
theorems, daf man die Richtung von links nach rechts zeigt. Fiir den Beweis
dieser Richtung verwendet man einen schnittfreien Ableitungskalkiil, z.B. den
Kalkiil G 3 in Kleene (1952: 480); damit zeigt man durch Induktion, daf} fiir
alle Formelsequenzen X, Z, gilt:

Wenn 2, > Z, ableitbar ist, dann gibt es fiir alle L-Strukturen S = (X, I}
und alle 8 € XY mit S def B v fiir jedes Y in Z, und mit S = p fiir jedes p in
Z,eingin T, mit S [z . 8
Im folgenden wird nun dargestellt, wie PIPL-Sprachen zu Sprachen mit Wahr-
heitspridikat erweitert werden konnen. Dabei soll im wesentlichen die schon
in 2. fiir mogliche Wahrheitspridikate vorgeschlagene Interpretation tibernom-
men werden und es soll begriindet werden, warum ausschlieBlich diese Inter-
pretation als addquat anzusehen ist.

Die Bestimmung, wann eine Pridikatenkonstante in einer PL-Sprache ein
Wahrheitspridikat ist, muft m.E. folgendermafien fiir PIPL-Sprachen verallge-
meinert werden (dabei sei fiir Formelmengen ® gesetzt ® : = { Te;wed } ).

3.6 Definition: L’ sei eine PIPL-Sprache und W sei eine einstellige Pridika-
tenkonstante aus K (L’). W ist ein Wahrheitspriadikat in L’ genau dann,
wenn jede L’-Struktur S’ = (X, I’) die Eigenschaft hat:

EDN@T W), = {eeAL)NX;S Fo };
@ (W)= (W),
Statt (E*) kann man in 3.6 auch schreiben:

(E**) Fiir alle g € A (L), alle v e V und alle 8 ¢ XV mit § (v) = ¢ gilt:

S’ FEWV genau dann, wenn S’ I’E ¥v;
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S’ lrE “1Wv genau dann, wenn S’ IE e

Die Definition 2.1 fiir den Begriff der Spracherweiterung kann wortwortlich
fiir PIPL-Sprachen iibertragen werden. Fiir den Vergleich von Spracherweite-
rungen untereinander sollen zwei neue Begriffe eingefiihrt werden.

3.7 Definition: K sei eine Menge von Konstanten und S = (X, D, =X, )
seien zwei K-Strukturen mit partieller Interpretation. Weiter sei X = X°. §
heifit grober als S’ genau dann, wenn gilt:

(1) Der Definitionsbereich von I ist eine Teilmenge des Definitionsbereiches
von I,

(2) Fiir jede Individuenkonstante a, fiir die I definiert ist, gilt I (a) = I" (a).

(3) Fiir jede Pridikatenkonstante P, fiir die I definiert ist, gilt
(A (), C T (P)g und (1 (B)); C (I’ (P)),.

3.8 Definition: L, L’ und L seien PIPL-Sprachen, L’ und L” seien Erwei-
terungen von L und es gelte K (L°) = K (L”). L’ heif}t schwicher als L” ge-
nau dann, wenn fiir alle L’-Strukturen S’ = (X’, I') und alle L”-Strukturen
S”=(X",T"ymit 8’ t K(L)=S8"|K (L) gilt: S ist grober als S™,

Schliefilich sollen bezogen auf eine PIPL-Sprache L, eine L-Struktur S und die
Konstantenmenge K’ = K (L) U { W} die Definitionen 2.3 — 2.9 iibernommen
werden.

3.9 Theorem: L sei eine PIPL-Sprache und W sei eine bzgl. K (L) neue ein-
stellige Pradikatenkonstante. Weiter sei L’ diejenige Erweiterung von L mit
der Eigenschaft, da K (L") = K (L) U {W} und daf
(A) Fiir jede L’-Struktur S’ = (X, I') gilt:

P (W)= (T (W) und I' (W), = C(S' | K (L)).
Dann gilt:
(A’) L ist die schwichste unter den Erweiterungen von L, zu denen die

Konstantenmenge K (L) gehort und in denen W ein Wahrheitspridikat
ist.
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Man beachte, daB L’ als Erweiterung von L auch durch die Bedingungen

K (L) =K (L)U {W} und (A’) eindeutig bestimmt ist. Aufgrund von (A)
hat L’ auBerdem die Eigenschaft, daB in jeder L’-Struktur 8’ genau die Aussa-
gen aus A (L’) im Zutreffensbereich bzw. im Nichtzutreffensbereich von W
liegen, fiir die die Entscheidung, sie bzw. ihre Negation relativ zu der L-Struk-
tur S’ | K (L) als wahre Aussage einzustufen, reduzierbar ist; m.a.W. W be-
schreibt in einer L’-Struktur genau diejenigen Aussagen von A (L’) als wahr
bzw. als falsch, fiir die dieser Sachverhalt in den Verhiltnissen der restringier-
ten Struktur begriindet liegt. Von L’ aus gesehen fiihrt diese Eigenschaft zu
folgender Definition.

3.10 Definition: L’ sei eine PIPL-Sprache und W sei eine einstellige Pradika-
tenkonstante aus K (L’). Weiter sei L die Restriktion von L’ auf
K@) — {W} , d.h. L sei definiert durch:

K(L):=K(L)— {W};

S ist eine L-Struktur genau dann, wenn es eine L’-Struktur 8’ mit

S =8| K (L) gibt. ‘ '

W ist eine fundiertes Wahrheitspridikat in L’ genau dann, wenn (A) erfiillt
ist.

Bei Voraussetzung von 3.9 ergibt sich, daf ein fundiertes Wahrheitspridikat
in einer PIPL-Sprache L’ insbesondere ein Wahrheitspridikat ist.
Zum Nachweis von 3.9 zeigt man zunichst folgendes Theorem.

3.11 Theorem: Unter den Voraussetzungen von 3.9 gilt:

(A”) Jede L’-Struktur S8’ = (X, I’) hat fiir alle ¢ ¢ F (L") und fur alle $ e xV
die Eigenschaft:

{p, B € G (S8’ | K (L)) genau dann, wenn §’ IE ¥.
3.11 kann bei Verwendung der in 2.11 angegebenen Definition fir G (S’ | K (L))
sehr leicht durch Induktion bewiesen werden. Man beachte im iibrigen,
daf L’ als Erweiterung von L auch durch K (L") =K (L) U {W} und (A")
eindeutig bestimmt ist, weil mit der Giiltigkeitsbeziehung einer L’-Struktur
auch die Interpretation von W festliegt.
3.9 ergibt sich nun unmittelbar aus 3.11 und dem folgenden Theorem.
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3.12 Theorem: L sei eine PIPL-Sprache, W sei eine bzgl. K (L) neue einstel-
lige Pridikatenkonstante und L’ sei diejenige Erweiterung von L, fiir die
K(L)=K(L)U {W} und (A”) gilt.

Dann ist (A’) fiir L’ erfiillt.

Zum Nachweis von 3.12 zeigt man fiir jede L’-Struktur S’ = (X, I’) unter Aus-
nutzung der Definition von G (8’ | K (L)), da (E**) fiir S’ erfiillt ist. Zu-
gleich ist aufgrund dieser Definition klar, daf in jeder K (1.’)-Erweiterung S”
von 8’ | K (L), die (E**) erfiillt, fiir alle ¢ € F (L") und alle 8 € XV mit

S’ E pjeweils auch S i ¢ zutrifft; damit erhiilt man aber, daf S’ gréober als S”
ist . Zusammengefafdt liefern die bisherigen Ergebnisse folgendes Resultat.

3.13 Korollar: L sei eine PIPL-Sprache, W sei eine bzgl. K (L) neue einstelli-
ge Pridikatenkonstante und L’ sei eine Erweiterung von L mit
KOL)=K@L)U{Ww } . Dann gilt, daB die Bedingungen (A), (A”) und (A™)
paarweise dquivalent zueinander sind.

Eine andere, sehr einfache und in ihrer Natiirlichkeit unmittelbar einleuch-
tende Art der Konstruktion fiir die durch (A), (A’) oder (A’") bestimmte
Spracherweiterung wird im folgenden Theorem angegeben.

3.14 Theorem:. L sei eine PIPL-Sprache und W sei eine bzgl. K (L) neue ein-
stellige Pridikatenkonstante. L’ werde durch K (L’): = K (L) U{W }und da-
durch definiert, dafl zu jeder L-Struktur S = (X, I) auf folgende Weise eine
Struktur S’ konstruiert wird:

8 =X, 1V {W,(Z,,Z,))} ), wobei

Z,:= Z qund Z; rekursw definiert wird durch:
FalistpeA(L)ﬂXundSI-——(p,soweZI,
fallspe A(L)NX, 2 CZ; und

X, 1U {W, @, ®)})i=p,s0peZ,

Dann ist (A’) fur L’ erfiillt.

Der Beweis fiir 3.14 ist ohne Schwierigkeiten und kann dhnlich wie der fiir
3.12 gefiihrt werden.

Nach den obigen Ergebnissen ist es insbesondere immer méglich, eine PIPL-
Sprache zu einer Sprache mit Wahrheitspridikat zu erweitern, und es bedarf
bei der Bildung der Formeln der erweiterten Sprache auch keiner zusitzlichen
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Sortenbeschrinkung, um zu verhindern, dafl das Wahrheitspradikat aufer den
Aussagen unerwiinschterweise noch anderen Individuen zu- oder abgesprochen
wird. Eine solche Spracherweiterung ist m.E. aber nur dann adiquat, wenn sie
zu einer Sprache mit fundiertem Wahrheitspridikat fithrt. Genau in diesem
Fall ist ndmlich garantiert, da® fiir die Aussagen, auf die das Wahrheitspridi-
kat zutrifft, die in 2. formulierte Reduzierbarkeitsbedingung gilt ; iiber die Not-
wendigkeit einer Erfiillung dieser Bedingung ist bereits ausfiihrlich in 2. disku-
tiert worden. Die Berechtigung der Forderung, ausschlieflich fundierte Wahr-
heitspridikate als addquat gelten zu lassen, zeigt sich neben der mit Hilfe von
(A) formulierten Definition der Fundiertheitseigenschaft auch an den ande-
ren, fiir sie angegebenen Charakterisierungen.

So ist es m.E. verniinftig, fiir die Erweiterung einer PIPL-Sprache L zu ei-
ner Sprache L’ mit Wahrheitspridikat zu fordern, daB in jeder L’-Struktur nur
solche Formeln von F (L’) bei einer Belegung gelten, fiir die dieser Sachver-
halt auf die Giiltigkeitsbeziehungen der zugrundeliegenden L-Struktur zurick-
gefiihrt werden kann; nach 3.13 ist diese Forderung nur bei fundierten Wahr-
heitspridikaten erfiillt. In anderer Formulierung besagt diese Forderung, dafs
es moglich sein muB, die Giiltigkeitsbeziehungen in jeder L’-Struktur konstruk-
tiv aus den Giiltigkeitsbeziehungen der zugehérigen L-Struktur zu gewinnen;
fiir eine solche Konstruktion ist gerade die in 2.11 angegebenen Definition von
G (S) einschligig. SchlieBlich ist es auch natiirlich und — wie wir gesehen ha-
ben — fiir eine eindeutige Bestimmung der Spracherweiterung hinreichend,
wenn man verlangt, dafd die Interpretation des Wahrheitspridikats in einer L’-
Struktur S’ =(X, I') durch einen Definitionsprozef zu bestimmen sein muf},
der auf der sukzessiven Anwendung einer Regel basiert, die ungefihr folgen-
dermafien lautet:

Wenn S’ ¢, so g € (I' (W)),.

Eine solche Definition fiir (I' (W)), ist in korrekter Formulierung in 3.14 be-
schrieben und fithrt zu fundierten Wahrheitspridikaten.

4. Wahrheitspriidikate in Sprachen mit Zitatfunktion

Im nichsten Schritt soll nun das Problem der Einfithrung von Wahrheits-
pradikaten am Beispiel von Sprachen mit Zitatfunktion behandelt werden.
Und zwar wollen wir hier diejenigen Sprachen untersuchen, die man erhilt,
wenn man in PIPL-Sprachen zusitzlich fiir alle Arten von Zeichenreihen die
Bildung von Zitaten gestattet und die Zitate als normiert zu interpretierende
Terme auffafit. Dabei ist es zweckmifig, das Zitatzeichen nicht als Funktions-
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konstante anzusehen sondern diesem Zeichen eine intern syntaktische Rolle
fiir die Bildung von Individuenkonstanten zuzuweisen. Damit ist es auch mog-
lich, PIPL-Sprachen mit Zitatfunktion (abgekiirzt: PIPLZ-Sprachen) als spezi-
elle PIPL-Sprachen aufzufassen und das Problem der Einfithrung von Wahr-
heitspriidikaten in PIPLZ-Sprachen auf das entsprechende Problem fiir die
PIPL-Sprachen zu reduzieren.

Im folgenden werde vorausgesetzt, daf fiir beliebige Zeichenreihen ¢, die
aus logischen Zeichen, dem Zitatzeichen » , Individuenvariablen oder Kon-
stanten zusammengesetzt sind, stets ,{* als eine Individuenkonstante gilt.

4.1 Qefinition: Fiir beliebige Konstantenmengen K sei die Konstantenmen-
ge K definiert durch:

(DKCK
(2) Falls¢e ({,V, d, UV UK)* s0 ¢ e R®

4.2 Definition: Eine PIPL-Sprache L ist eine PIPLZ-Sprache genau dann,
wenn

() K (L) =K (L)

(2) Fiir jede Individuenkonstante, die von der Form ,$ ¢ ist, und fiir jede L-
Struktur S = (X, I) gilt:

(a) 1 ist definiert fiir ,$‘ genau dann, wenn ¢ € X;
(b) wenn I fiir ,{* definiert ist, dann I GEY=¢

Man beachte, daf in 4.2 nicht vorausgesetzt wird, daB in jeder L-Struktur
S=(X, D) die Funktion I fiir alle Zitate in K definiert ist; folglich ist es auch nicht
notwendig, daf} alle Zitate in X liegen. Diese Art der Definition hat fiir uns den
Vorteil, da bei der Erweiterung von PIPLZ-Sprachen zu Sprachen desselben
Typs eine Erweiterung der Individuenbereiche nicht erforderlich ist.

Nach den Ergebnissen von 3. 148t sich jede PIPLZ-Sprache L zu einer PIPL.-
Sprache mit fundiertem Wahrheitspridikat erweitern. Die durch den Erweite-
rungsprozefd gewonnene Sprache ist aber i.a. selbst keine PIPLZ-Sprache. Da-
mit stelit sich die Frage, ob es auch moglich ist, L zu einer PIPLZ-Sprache mit

10 Die *-Operation bewirkt den Ubergang von einer Zeichenmenge zur Menge der zuge-
horigen Zeichenreihen.
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fundiertem Wahrheitspridikat zu erweitern, und zwar sollte die erweiterte
Sprache L’ gerade die Bedingung K (L") = m} erfiillen, wenn W als
Wahrheitspriidikat fiir L’ gewihlt wird. Daf eine solche Erweiterung immer
existiert, besagt folgendes Theorem.

4.3 Theorem: L sei eine PIPLZ-Sprache und W sei eine bzgl. K (L) neue ein-
stellige Pridikatenkonstante. Dann gibt es genau eine _lllPLZ-Sprache L’ der-
art, da L’ Erweiterung von L ist, K(L’) = K/(’IJTLT{W} und dal W ein
fundiertes Wahrheitspradikat in L’ ist. L’ ist zugleich die schwéchste unter
den Erweiterungen L” von L mit der Eigenschaft, daf L.” eine PIPLZ-Spra-

/””“.\
che ist, daB K (L") = K(L) U { W } und dafl W ein Wahrheitspridikat in
L” ist.

Zum Beweis von 4.3 definiert man zu L zunichst eine Erweiterung LY mit
K(LH: = (m) — {W}, indem man in den zu definierenden Lt
Strukturen,die nicht zu K (L) gehorigen Individuenkonstanten von K (L+) ge-
maf 4.2 (2) interpretiert. L* kann anschliefend nach 3.9 zu einer Sprache L’
erweitert werden, die die in 4.3 gewiinschten Eigenschaften besitzt.

Im Bereich der PIPLZ-Sprachen lifit sich fiir Sprachen mit Wahrheitspri-
dikat folgende vereinfachte Charakterisierung angeben.

4.4 Theorem: L’ sei eine PIPLZ-Sprache und W sei eine einstellige Prédika-
tenkonstante aus K (L’). Dann gilt: W ist ein Wahrheitspridikat in L’ ge-
nau dann, wenn jede L’-Struktur

S’ = (X, I’} die Eigenschaft hat:

(E ***) Fir alle p € A (L) gilt:

S’ E W ,¢° genau dann, wenn S’ F ¢;

S’ F T1W ,¢* genau dann, wenn 8’ = "1y.

Der Beweis fiir 4.4 ist ohne Schwierigkeiten und soll daher nicht ausgefiihrt
werden.

Von Bedeutung ist die Tatsache, da® es nicht moglich ist, die metasprachli-
chen Aquivalenzbeziehungen in (E***) vollstindig in die Objektsprache zu
iibertragen und auf die Bedingung S’ F W »‘ © v zu reduzieren. Und zwar ist
dies deshalb nicht moglich, weil in dem gewihlten Junktorensystem die Bi-
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implikation < nicht so definiert werden kann, daf ¢ < Y auch dann in einer
Struktur gilt, wenn fiir sie ¢ und ¢ nicht definiert ist*!. Wie sich leicht zeigen
1a8t, ist nur folgende Umformulierung von 4.4 erreichbar.

4.5 Theorem: L’ sei eine PIPLZ-Sprache und W sei eine einstellige Pridika-
tenkonstante aus K (L’). Dann gilt: W ist ein Wahrheitspradikat in L’ ge-
nau dann, wenn jede L’-Struktur S’ = (X, I’} fiir alle ¢ € A (L) die Eigen-
schaft hat:

Wenn S’ def W ,¢* oder (S def ¢ und ¢ €X),
dann S EW , ¢ <.

Insgesamt erhilt man mit 4.3 und 4.5 das fiir einen Vergleich mit den Diskus-
sionsergebnissen in Abschnitt 1. wichtige Resultat, dal in PIPLZ-Sprachen ei-
ne Einfiihrung von fundierten Wahrheitspradikaten immer méglich ist, daB a-
ber zur Charakterisierung der Interpretation dieser Priadikate weder die Bedin-
gung (E***) in 4.4 schon ausreicht noch dal (E***) durch die Forderung nach
der Allgemeingiiltigkeit von W jo° « ¢ ersetzt werden kann.

5. Die Behandlung des Pridikats ,Heterolog“

In diesem Abschnitt soll gezeigt werden, da in PIPL-Sprachen auch der Be-
griff ,heterolog“ widerspruchsfrei eingefiihrt und die Antinomie von Grelling
aufgelost werden kann.

L sei eine PIPL-Sprache und H sei eine bzgl. K (L) neue einstellige Pridika-
tenkonstante. Gesucht wird eine Erweiterung L’ von L derart, dafd
K(L)=K (@)U { H} und daB jede L’-Struktur S’ = (X, I') die Eigenschaft
hat:
(F) Fiir jede einstellige Priadikatenkonstante P € K (L’) und fir jedes i < 2 gilt:

P ¢ (I’ (H)); genau dann, wenn P e (I’ ®n,_

(F) kann dquivalent umformuliert werden in:

11 Man kann zwar im Gegensatz zu unserer Vorgehensweise auch ein J unktorensystem
wiihlen, in dem eine solche Implikation definierbar ist. In diesem Fall muB aber bei
der Interpretation von W ein neuer Typ von Undefiniertheit eingefiihrt werden,
der nur metasprachlich und nicht zugleich objektsprachlich ausdriickbar ist. Somit
verschiebt sich das Problem nur auf eine andere Ebene.
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(F°) Fiir jede elnstelhge Pridikatenkonstante P ¢ K (L’), fiir jedes v € V und
fiir jedes S € XV mit g(v)=Pgilt:

S’ & Hv genau dann, wenn S’ & 71Pv;

B B8
S’ [E “1Hv genau dann, wenn S’ % Pv.

Es ist nun sofort zu sehen, dafl S’ durch (F) bzw. (F’) eindeutig bestimmt ist,
falls man zusitzlich fordert, daB in (I’ (H), V(@ (H)) ; nur einstellige Priadika-
tenkonstanten aus K (L’) liegen. Die so deﬁmerte Sprache L’ ist zugleich die
schwiichste Erweiterung von L mit der Konstantenmenge K (L) U { H} und
der Eigenschaft, dafl jede der zu ihr gehdrigen Strukturen (F) erﬁillt. Dariiber-
hinaus ist klar, dafl die Pradikatenkonstante H selbst bei keiner L’-Struktur
$=XDin@ H),U T (H)), liegt. Die gegenteilige Annahme wiirde niim-
lich zu einer der Antlnorme von Grelling entsprechenden Antinomie fiihren:

es miifte dann eine L’-Struktur S’ = (X, I’) existieren, fiir die entweder

H e (I’ (H)), oder H e (I’ (H)) erfiillt wire; in beiden F allen wiirde sich aber
ein Wlderspruch ergeben, weil nach (F) gilt:

H e (V' (H)), genau dann, wenn H e (I’ (H))i.

Falls L eine PL-Sprache ist, kann die zu L bestimmte Erweiterung auch nur
dann eine PL-Sprache sein, wenn fiir keine L-Struktur S = (X, I) die Konstan-
te H in X liegt. Anders ausgedriickt: nicht jede PL-Sprache kann zu einer PL-
Sprache erweitert werden, die ein Pridikat zur Beschreibung der ,heterolo-
gen“ Pridikate besitzt. Das zeigt erneut, dal eine Beschrinkung auf PL-Spra-
chen nicht sinnvoll ist, wenn man von der Méglichkeit Gebrauch machen will,
in einer Sprache auch iiber deren eigene sprachliche Ausdriicke zu sprechen.
Ist L eine PIPLZ-Sprache, dann ist die oben zu L bestimmte Erweiterung
i.a. nicht selbst eine PIPLZ-Sprache. Aufgrund der Diskussion in Abschnitt 4.
diirfte aber klar sein, daf es zu L auch eine schwichste Erweiterung L’ derart
gibt, daB L’ eine PIPLZ-Sprache ist, daB K (L) = m und daB (F) fiir
jede L’-Struktur S’ erfuillt ist. Statt (F) kann fir S’ auch gefordert werden:

(F”) Fiir jede einstellige Pridikatenkonstante P € K (L) gilt: Wenn
S’ defH P‘oder S’ defP P, dann S’ = H P‘ o TP P-.

Analog zu dem Ergebnis fiir fundierte Wahrheitspridikate ist aber weder L’
durch die Bedingung, da} (F*°) fiir alle L’-Strukturen erfiillt ist, schon eindeu-
tig bestimmt, noch kann diese Bedingung durch die Forderung nach der All-
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gemeingiiltigkeit von H ,P* <+ 1P P* fiir alle einstelligen Pridikatenkonstanten
P ¢ K (L’) ersetzt werden.

6. Allgemeine Bemerkungen iiber Spracherweiterungen

AbschlieBend soll mit einigen Bemerkungen auf die generellen Konse-
quenzen eingegangen werden, die sich aus der Diskussion iiber die Einfiihrung
der Pridikate ,wahr“ und ,heterolog“ ergeben. Bei dieser Diskussion diirfte
deutlich geworden sein, da} fiir das Auftreten der Antiomienprobleme der
Umstand verantwortlich gemacht werden kann, daf die Problematik von
Spracherweiterungsprozessen allgemeiner Art bisher nicht genau genug analy-
siert worden ist. Solche Prozesse kénnen sehr unterschiedlich strukturiert sein.
Relativ unproblematisch ist im Rahmen einer PIPL-Sprache L z.B. der Fall,
wo unter Bezug auf eine fest vorgegebene Wahl von Variablen Vor -3 Vno1
und unter Riickgriff auf eine Formel ¢ € F (L) eine neue n-stellige Pradikaten-
konstante Q dadurch eingefiihrt wird, dafl jede L-Struktur S = (X, I) so zu ei-
ner K (L) U {Q }—Struktur S” = (X, I') mit partieller Interpretation erweitert
wird, daB S’ die Bedingung erfiillt:

(B) Fiir alle 8 ¢ XV gilt:

S’ |{=3 Qv, ... v,.1 genau dann, wenn S’ E Vs
S’ IE 1Qv, ... v, genau dann, wenn S’ Ig Y.
In dem speziellen Fall, dal in L die Aussage dv, ... d Vher WV T9)

allgemeingiiltig ist, kann (B) durch die Bedingung

SETdv, ... 8 V1 Qv ... Vp-1 7 V) ersetzt werden. Bei PL-Spra-
chen liegt dieser Fall generell vor und damit ist ersichtlich, dafl die hier ange-
sprochene Art der Einfiihrung von Pridikatenkonstanten gerade eine Veralige-
meinerung des fiir PL-Sprachen einschligigen Definitionstyp ist, bei dem Q
durch die Forderung nach der Allgemeingiiltigkeit des Definitionsaxioms

1dv, SN _I(Qvo ceeVpp e Y)

eingefilhrt wird.
Die jeweils zu einer L-Struktur S zu definierende Erweiterung S’ ist durch
(B) bereits eindeutig bestimmt. Und zwar liegt das hauptsichlich daran, daf

man in (B) statt S’ lE Y bzw. §’ rE "1y auch S IE 1y schreiben kann. Aus die-
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sem Grund ergeben sich auch keine Schwierigkeiten daraus, da® man den fiir
die Einfithrung von Q durchzufiilhrenden Spracherweiterungsprozef verkiirzt
darstellt als den Ubergang von L zu der PIPL-Sprache L’, die die Eigenschaft
hat,daB K(L) =K (L) U {Q} und daB fiir jede L’-Struktur S’ = (X, I’) erstens
(B) erfiillt ist und zweitens S’| K (L) eine L-Struktur ist. Diese Darstellung ist
deshalb verkiirzt, weil aus ihr nicht unmittelbar hervorgeht, daB L’ eine Er-
weiterung von L ist und daB es nicht zwei L’-Strukturen S’ und S”’ mit
S*#8”und 8’ | K (L) =S| K (L) geben kann. Dafl bei diesem Typ von Sprach-
erweiterung besonders einfache Verhiltnisse vorliegen, zeigt sich auch daran,
daf} folgendes Eliminationstheorem gilt.

6.1 Theorem: Esseien L eine PIPL-Sprache y e F(L)und v, ...,v, ;€ V.
Weiter sei Q eine bzgl. K (L) neue n-stellige Pridikatenkonstante und L’
sei die eindeutig bestimmte Erweiterung von L mit der Eigenschaft, daf3
K(L)=K(L)U { Q} und daB(B) fiir jede L’-Struktur S’ = (X, I) erfiillt ist.
Schlieflich sei die Funktion e : F (L") — F (L) definiert durch:

(a)e(p):=ypfiralle p e F (L).

t

' Lot i ;
(B)e(Qty ...t D=y n-l firalle tg, ...ty €T (L)%
- v

o " Vn1

(@e(Tlp):="le(p)e(pV p):=e(v)Ve(p)und
e(dvyg):=Hve(p)firaley, pe F(L)Y) —F(L)undalleveV.

Unter diesen Voraussetzungen gilt fiir jede L ’-Struktur
S’ = (X, I}, fiir jedes v € F (L") und fiir jedes g e X" :
S’ t—E ¢ genau dann, wenn S’ | K (L) iE e(y).

Auf die Durchfiihrung eines Beweises fiir 6.1 sei hier verzichtet.
Die in der vorliegenden Arbeit beschriebenen Spracherweiterungen zur Ein
flihrung der Pridikate ,wahr“ und ,heterolog“ sind von allgemeinerem als dem

soeben besprochenen Typ. Und zwar wird hier nach folgendem Schema ver-
fahren:

12 w:o' o -ttnhll entsteht aus J dadurch, daB in Y durch verallgemeinerte Substitution
0- D n...—
der Reihe nach von links nach rechts tg fiir vg,. . . und tg_ 1 fir v 1 substituiert

wird ; vgl. Hermes (1972:114f).
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Eine PIPL-Sprache L wird durch Einfithrung einer bzgl. K (L) neuen n-stel-
ligen Pradikatenkonstanten Q zu einer PIPL-Sprache L’ mit K (L") =(L) U {Q}
erweitert. Dieser Erweiterungsprozef wird unter Bezug auf eine fest vor-
gegebene Wahl von Variablen Vgs - - » ¥p.1 und unter Riickgriff auf die iiber
einer Menge Y definierte n-stellige Funktion f: Y™ - F (L°) vollzogen. Jede L-

Struktur S = (X, I soll nun so zu einer L’-Struktur S’ = (X, I') erweitert wer-
den, daf S’ die Bedingung erfiillt:

(B’) Fiir alle p € F (L), alle Yo» ---»>Yp.1 €Yundalle e XV mit
f(ygs --- ¥p.1) =vund g (vp) =y; fur jedes i <n gilt:
S’ IE Q Vo - - - Vp. 8enau dann, wenn S’ fﬁ Y3
S’ IE 1Qv, ... V.1 genau dann, wenn S’ }E .

Im Gegensatz zum oben besprochenen Fall ist S’ im allgemeinen noch nicht
eindeutig durch (B’) bestimmt, wie die Beispiele der Pridikate ,wahr* und
»heterolog“ belegen. An diesen Beispielen wird aber auch deutlich, dal unter
den Erweiterungen von S, die (B’) erfiillen, eine als ,natiirliche“ Erweiterung
ausgezeichnet werden kann. Und zwar handelt es sich dabei um die grébste
Erweiterung S’ von S, fur die (B’) erfiillt ist (die Existenz einer solchen Erwei-
terung kann nachgewiesen werden). Die Natiirlichkeit dieser Wahl 148t sich auf
verschiedene Arten rechtfertigen; wir haben das am Beispiel des Wahrheitspri-
dikats in Abschnitt 3. ausfithrlich diskutiert. Eine der méglichen Rechtferti-
gungen besteht darin, da einzig und allein die genannte Wahl garantiert, dafl
anstelle eines Eliminationstheorems wie 6.1 wenigstens noch das folgende Re-
duktionstheorem gilt.

6.2 Theorem: Es seien L eine PIPL-Sprache, Vor «- -5V € V und Q eine
bzgl. K (L) neue n-stellige Priadikatenkonstante. Weiterhin sei eine Menge Y
und eine Funktion f: Y? - F(K (L) U { Q } ) gegeben und L’ sei die schwich-
ste Erweiterung von L mit der Eigenschaft, daB K (L) =K (L) U { Q }und
daf (B’) fiir jede L’-Struktur S’ = (X, I') erfiillt ist. SchlieBlich sei fiir jede L-
Struktur S = (X, I} die Relation R (S) definiert durch

(1) Fallsty, ...t 1 €T(L), ¥y ... ¥,.1€Y,BeX" und
(IUﬁ)(ti)=yirflliri<n, SO ¢ ¢
Qty .- t, . ORE) &y -y, © nlogy

VO .. 'vn“}.



236 Walther Kindt

(2) Fallsg e F (L) —F (L) und Be XV, SO
70, HR(S) {@.B}.

(3) FallspV y e F(L) —F (L) und Be XY, s0

WV Y, HR(ES) (o),
(cpvw,ﬁ)R(S) Y @} und
CMeVILBORE) (g, B, ¢, ).

(9 FallsdvypeF (L) —F(L), e XY und x € X, so
(dv g, HR(S) {{(tp,ﬁif)} und .
v, PR, BYy e X).

Unter diesen Voraussetzungen hat jede L’-Struktur S’ = X, I} fiir jedes
v € F (L) und fiir jedes 8 ¢ xV die Eigenschaft:

S’ FE ¢ genau dann, wenn es fiir {p, 8) einen endlichen R (8’ | K (L))-Re-
duktionsbaum derart gibt, daB S’ | K (L) r6= » ¥ fur jeden Endpunkt <y, 87
des Baumes erfiillt ist.

6.2 kann durch Verallgemeinerung der in Abschnitt 3. durchgefiihrten Uber-
legungen bewiesen werden. Der Hauptgrund, warum fiir den zweiten Spracher-
weiterungstyp kein 6.1 entsprechendes Theorem gilt, ist darin zu sehen, dafl
die Giiltigkeit solcher Formeln ¢ der erweiterten Sprache, in denen der Exi-
stenzquantor und die neue Pridikatenkonstante vorkommen, i.a. nicht durch
die Giiltigkeit einer einzigen, ¢ zugeordneten Formel der zugrundeliegenden
Sprache beschrieben werden kann. Beispielsweise ist es im Falle des in 5. dis-
kutierten Pridikats H nicht moglich, die Aussage 9 v Hv durch eine Aussage
der zugrundeliegenden Sprache L zu ersetzen, sofern in K (L) unendlich vie-
le einstellige Pridikatenkonstanten liegen. Wenn L allerdings nur endlich viele
solcher Konstanten P, ..., P besitzt und z.B. auRerdem eine Sprache mit
Zitatfunktion ist, dann kann 9 v Hv durch —IPO ,PO’ V ... V] Pn",Pn‘ ersetzt
werden. Bei.dem Vorhandensein unendlich vieler einstelliger Pridikatenkon-
stanten miifite in L auch die Bildung unendlicher Alternatienen zulidssig sein,
wollte man eine Elimination von H erreichen. Im Falle einer Sprache mit fun-
diertem Wahrheitspridikat W ist es demgegeniiber prinzipiell unméglich, einen
geeigneten Ersatz fiir die Aussagedv Wv zu finden, weil die Anwendung von
W weder auf die Aussagen der zugrundeliegenden Sprache beschriinkt ist noch
Sprachen definiert werden konnen, welche die Bildung von Alternationen
iiber die Menge aller ihrer Aussagen erlauben.
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An den eben diskutierten Beispielen diirfte deutlich geworden sein, daf
der Verlust des Eliminationstheorems fiir Spracherweiterungen des zweiten
Typs mit einem erheblichen Gewinn an Ausdrucksstirke einhergeht. In die-
sem Zusammenhang stellt sich die generelle Frage, wie ausdrucksstark PIPL-
Sprachen durch Spracherweiterungen dieses Typs gemacht und welche theo-
retisch oder empirisch wichtigen Pridikate im Rahmen dieses Typs eingefiihrt
werden konnen. Dariiberhinaus legen die Ergebnisse unserer Diskussion die
Aufgabe nahe, das Spracherweiterungsproblem unter noch generellem Aspekt
zu untersuchen und u.a. etwa die folgenden Fragen zu erértern:

— Welche Spracherweiterungstypen sollten theoretisch unterschieden werden?

— Welche Eigenschaften haben die einzelnen Typen und welche Ausdrucks-
stirke kann mit ihnen erzielt werden?

— Welche Probleme ergeben sich bei einer Nacheinanderausfiihrung von meh-
reren Spracherweiterungen im Hinblick auf die AnschlieBbarkeit und Fort-
setzbarkeit der verschiedenen neu eingefiihrten Begriffe?

— Welche unter den méglichen Spracherweiterungstypen miissen z.B. fiir eine
Rekonstruktion natiirlicher Sprachen in Betracht gezogen werden und in
welcher Reihenfolge kénnen die notwendigen Erweiterungen durchgefiihrt
werden?

Eine Beantwortung der hier aufgeworfenen Fragen muf anderen Untersuchun-
gen vorbehalten bleiben; das Ziel der vorliegenden Arbeit war es diesbeziiglich
nur, auf die Notwendigkeit solcher Untersuchungen hinzuweisen.
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