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Definitionen und Symbole
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{a,b,c, .o } lienge, bestehend aus den Ele-

menten a,b,Cc,...

" leere HMenge
N Menge der natviiriichen zahien

1 ’ 2, * P
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AUB Vereinigunz der Men-en A und B
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ACB Menge A ist Teilmenge der Menge B



Einleitung

Eine Schule kann wie jeder andere organisatorische Kom-
plex, der zur Erfiillung planvoller Entscheidungen dient,
unter Okonomischen Gesichtspunkten analysiert werden.
Fihrt man sich vor Augen, daB es bei einer Anzahl s von
Schiilern 25-1 Moglichkeiten gibt, die Gesamtmenge der
Schiiller zu Klassen zu gruppieren - bei 10 Schiilern sind
dies 1023 Moglichkeiten -, so liegt die Prage nahe, o0b
alle diese Moglichkeiten, selbst wenn jede von ihnen
bestimmte pddagogische Ziele gleich gut erfiillt, im Hin-
blick auf zusidtzliche tkonomische Zielsetzungen Aquiva-
lent sind. Geht man davon aus, dafl die Schiiler unterschied-
lich begabt sind, d.h. daB ihre Pdhigkeit zu lermen un-
terschiedlich entwickelt ist, dann ergibt sich die Frage,
ob aus der stochastischen Verteilung der Lernfahigkeit
bestimmte Regeln abgeleitet werden kdnnen, die zu einer
Klasseneinteilung fiihren, bei der beispielsweise die von

allen Schiilern aufzuwendende Lernzeit minimal ist.

Un derartige Pragen untersuchen zu kionnen, bedarf es einer
-moglichst prdzisen Bestimmung des Begriffes Lermen bzw.
Lernfahigkeit. Bei der Vérwendung dieser Begriffe in den
Wirtschaftswissenschaften, beispielaweise zur Brklirung
des Phinomens des technischen Fortschrittsl), wird von

1) Arrow, K.J., "The Economic Implications of Learning
by Doing", in: Review of Bconomic Studies, Vol. 29,
1961-62, S. 155-173; Weizsicker, v., C.Chr., "Zur dko-
nomischen Theorie des technischen Portschritts™, Got-



den Autoren auf eine Fundierung ihrer lerntheofetischen
Primissen weitgehend verzichtet. Ahnliches gilt fiir den
Bereich der bildungstdkonomischen Literatur: "... the
model of student flows divided the educational system
up into branches but did not try to get inside the
branches and see what was going on there: in other
words the educator and the psychologist were left out

of the models“.l)

Da die Relevanz der Gkonomischen Deduktionen entaschei-
dend davon abhéngt, in welchem MaBe die lerntheoreti-
schen Prédmissen zutreffen, wurden im ersten Kapitel die-
ser Arbeit zunidchst die wichtigsten Bausteine der sto-
chastischen Theorie des Lernens diskutiert. Dieser Zweig
der Lerntheorie verfiigt iiber ein gut ausgebaﬁtes formal-
analytisches Instrumentarium und schien als Grundlage

dieser Arbeit am besten geeignet.

Portsetzung PuBn. 1) von der vorigen Seite:
tingen, 1966; Wright, T.P., "Factors Affecting the
Cost of Airplanes™, in: Journal of Aeronautical Sciences,
Vol. 3, No. 4, Pebr. 1936, S. 122-128; Hirsch, W.Z.,
"Pirm Progress Ratios", in: Econometrica, Vol. 24,
April 1956, S. 136-143; ders., "Manufacturing Progress
Punctions™, in: Review of Economics and Statisties,
Vol. 34, Mai 1952, S. 143-155; Gody, C.S., "Productivi-
ty Changes in Selected Wartime Shipbuilding Programs",
in: Monthly Labor Review, Vol. 61, Dez. 1945, S. 1132;
Asher, H., Cost-Quantity Relationship in the Airframe
Industry", Project RAND Paper R - 291, RAND Corp.,
Santa Monica (Calif.), Juli 1956.

1) Stone, R., "A View of the Conference", in: Mathemati-
cal Models in Educational Planning, OECD: Education
and Development, Technical Report, Paris 1967, S. 14.



Nach der Diskussion der lerntheoretischen Modellbaustei-
ne werden im zweiten Kapitel die wichtigsten lerntheore-
tischen Primissen und die Gkonomischen Zielfunktionen zu-
sammengestellt. Dabei wird davon ausgegangen, dal die ge-
gebene Grundgesamtheit der Schiiler so in Klassen zusam-
mengefaBt werden muB8, daB (a) die pddagogische Zielset-
zung, jeder Schiiler miisgse am Ende des Iernprozesses die
gestellte Lernaufgabe mit einer bestimmten Mindest-Er-
folgswahrscheinlichkeit beherrschen, erfiillt wird, und

(b) dariiber hinaus die jeweilige tkonomische Zielfunktion
optimiert wird. In den Kapiteln 3 bis 7 werden nacheinan-
der notwendige und hinreichende Bedingungen des optimalen
Elassensystems, das die Porderungen (a) und (b) erfiillt,
fliir folgende alternativen Zielfunktionen abgeleitet: Mini-
mierung der von den ILehrern aufzuwendenden Zeit, Minimie-
rung der von den Schiilern aufzuwendenden Zeit, Maximierung
der Ausbildungsertrige, Minimierung der Ausbildungskosten,
Maximierung der Nettoertrige der Ausbildung. Dariiber hin-
aus werden einige der Zielfunktionen danach differenziert,
ob (&) nur eine, (b) eine endliche Anzahl oder (c) eine
unendliche Anzahl von Kohorten in jeder Klasse auszubil-
den ist.

Fragen, die damit zusammenhingen, ob ein Schiiler aus-
gehildet werden soll oder nicht, bzw. in welchem Fach

er ausgebildet werden soll, sind in dieser Untersuchung
ausgeklammert worden, d.h. es wurde davon ausgegangen,

da8 iiber derartige Fragen bereits Entscheidungen gefal-

len sind.



1.1

Kapitel 1: Abrifl der stochastischen Theorie
des Lernens
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Einleitende Bemerkungen

Ehe die Axiome der stochastischen Lerntheorie er-
ldutert undrihre wichtigsten Hypothesen auseinan-
dergesetzt werden, ist es angebracht, auf einige
Griinde einzugehen, die zur Wahl gerade der sto-
chastischen Terntheorie als Ausgangspunkt dieser
tkonomischen Untersuchung den Ausschlag gegeben
haben.

Die stochastische Lerntheorie wurde bisher iiber-
wiegend in der experimentellen Tierpsychologle an-
gewandt. Daraus wurde hin und wieder der SchluB ge-
zogen, daB sie auf das Phénomen des menschlichen
Lernens nicht anwendbar sei. Dieser Schluf ist vom
logischen Standpunkt aus betrachtet nicht begriind-
bar, Ob er vom sachlichen Gesichtspunkt her gerecht-
fertigt ist, soll in dieser dkonomischen Arbeit nicht
entschieden werden. Um Milverstédndnissen vorzubeugen,
sel betont, dall die Ergebnisse dieser Arbeit nicht
im mindesten auf der Voraussetzung basieren, daB sich
beispielsweise das bei Ratten experimentell festge-
stellte ILernverhalten auf den Menschen iibertragen
1aBt. Die Prémissen, die fiir die abgeleiteten Ergeb-
nisse entscheidend sind, haben vielmehr die Eigen-
schaft, daB sie mit den unterschiedlichsten Lern-

theorien vertriglich sind, Die wichtigste Prémisse



lautet hierbei, daB unterschiedliche Iernsubjekte
einen unterschiedlich lang bemessenen Unterricht
bendtigen, um das gleiche Iernproblem mit der
gleichen Erfolgswahrscheinlichkeit 2zZu 18sen. Ie-
diglich um zeigen zu kdnnen, welche Probleme sich
ergeben, wenn diese individuell verschiedenen Iern-
zeiten als stochastische GrtSen angesehen werden,
wurde die stochastische Ierntheorie als formales

Geriist iibernommen.



1.2.}.

Bausteine linearer Lernmodelle

Zur Definition des Begriffes Lernen

Der Begriff Lernen wird in der Psychologie auf vie-
lerlei Art definiert. Dabei konnen zwei grofie Grup-
pen von Definitionen unterschieden werden: theore-
tische und empirische Definitionen. Paychologen,

die mit theoretischen Definitionen arbeiten (z.B.
Hunter und Hull), versuchen zumeist, das "wahre We-
sen" dessen, was sie Lernen nennen, 2zu entschleiern.
Ihre Theorien sind wenig operabel und schwer falsi-
fizierbar. Operable Instrumente und exakie Methoden
wurden vor allem von denjenigen Psychologen erarbei-
tet, die empirische Definitionen des Begriffs Lernen
verwenden. Von diesen Definitionen wird im folgenden

ausgegangen.

Die empirischen Definitionen werden von Hilgard und
Marquis folgendermaBen gekennzeichnet: ",,, there

has always be general agreement among authorities

on the subject that learning refers to a more or less
permanent change in behavior which occurs as a result
of practice. In such a statement, both the dependent
variable (changes in behavior) and the independent
variable (practice) are reasonably objective. The term
learning itself has the status of an intervening, un-
observed variable linking these two sets of obser-

vals“.l) Die Gruppe der empirischen Definitionen um-

1) Hilgard und Marquis, "Conditioning and Learning"
New York 1961, S. 2 "8 e



fadt ihrerseits zum groBten Teil sogenannte stocha-
stische Definitionen des Lernens, die wie folgt cha-
rakterisiert werden kdnnen. (Auf andere empirische
Definitionen, die beispielsweise in der Automaten-

1)

theorie verwendet werden, soll im Rahmen dieser

Untersuchung nicht eingegangen werden).

Geht man davon aus, daB ein bestimmter Organismus
(Lernsubjekt) - sei es ein menschlicher oder tieri-
scher Organismus - in einer bestimmten Entscheidungs-
situation mit einer Reihe von Verhaltensweisen reagie-
ren kann, wobel keine dieser Verhaltensweisen mit Ge-
wiBheit, sondern jede einzelne von ihnen nur mit einer
bestimmten Wahrscheinlichkeit suftritt, so kann Lernen
allgemein als eine bestimmte Verdnderung der Wahr-
scheinlichkeit definiert werden, mit der eine Ver-
haltensweise in einer Folge von Entscheidungssituatio-
nen auftritt, wenn diese Veridnderung als eine Auswir-
kung kontrollierter Einflilsse interpretierbar ist.
Vollzieht sich die Veridnderung der Wahrscheinlichkei-
ten unter der Aufsicht eines Experimentators (Instruk-
tors, Lehrers etc.), so spricht man in bezug auf die
Bedingungen und Einfliisse, denen das Lernsubjekt in
einer Entscheidungssituation unterworfen ist, von ei-

" nem Lernexperiment.

In der Lerntheorie wird unter einem Lernexperiment

1) Vgl. Menzel, W., "Theorie der Lernsysteme", Berlin
1970; Feichtinger, G., "Stochastische Automaten
als Grundlage linearer Lernmocdelle”, in: Statisti-
sche Hefte, N.F., 10. Jg., 1969, Heft 1, S. 5-21



dariiber hinaus auch die Gesamtheit einer Reihe von
Lernversuchen (trials) verstanden. Der Ablauf eines
jeden Lernversuchs 1&B8t sich dabei folgendermaSen

schematisieren:

(a) Die'Versuehsperson (Schiiler) wird dazu veran-
laBt, auf eine bestimmte Situation zu antworten, in-
dem man ihr eine Reihe von Moglichkeiten, auf die
Situation zu reagieren, vorgibt, Jeder dieser Moglich-
keiten entspricht eine besondere Art und Weise, sich

zu verhalten.

(b) Bezeichnet man mit Ay Ayy .euy AL die verschie-
denen Verhaltensweisen bzw. Reaktionen (responses),
die im Lernexperiment kontrolliert werden, dann ist
die Wahrscheinlichkeif, mit der die Reaktion Ai von
der Versuchsperson im ersten Lernversuch gewdhlt wird,
Pi» 1i=1,2, +v.y, r. Die Wahrscheinlichkeiten Piv Poy
eers Pp des ersten Lernversuches werden dabei als Kon-
stante angesehen, die vom Organismus der Versuchsper-

son und der Art des Entscheidungsproblems abhingen.

{¢) Hat die Versuchsperson mit einer bestimmten Ver-
haltensweise reagiert, z.B. eine bestimmte Handlung
ausgefihrt oder unterlassen, dann tritt als Folge

der individuellen Reaktionsweise ein bestimmtes Ereig-
nis (event) auf. In bezug darauf, welche Wirkung ein
Ereignis auf die Wahrscheinlichkeit ausiibt, mit der
eine bestimmte Verhaltensweise in dem darauf folgen-

den Lernversuch ergriffen wird, unterscheidet man fol-



gende rreignisgruppens:

1. mit E, wird ein Ereignis symbolisiert, das die Wahr-
scheinlichiteiten aller alternativen Reaktionsweisen
unverdndert 1ift.

2, Verindert ein bestimmtes Ereignis die Wahrscheinlichkeit,
mit der eine bestimmte Alternative in einem Iernver-
such gewdhlt wurde, so, dafl diese Alternative im niich-
sten Iernversuch mit einer grdBeren Wahrscheinlichkeit
auftritt als im vorangegangenen Versuch, so spricht man

von einem verstidrkenden Ereignis (reinforcing event).

e

3. Davon zu unterscheiden ist wiederum ein Ereignis, das
nicht die Wahrscheinlichkeit der jenigen Alternative
verstirkt, die zZusammen mit diesem Ereignis aufgetreten

ist, sondern die Wahrscheinlichkeit irgend einer anderen
Alternative.

Zur Konstruktion eines Lernmodells ist es keineswegs ndtig,
Jjeder Alternative genau ein verstirkendes Ereignis zuzu-
ordnen, Die Anzahl der definierten Ereignisse und Alter-
nativen muf deshalb nicht {ibereinstimmen, Ob einer be-
stimmten Alternative genau ein verstérkendes Ereignis zu-
geordnet werden muf oder mehrere, hingt davon ab, wie die
konkreten Bedingungen des Iernexperiments beschaffen sind.
Bei dem in Schulen systematisierten Lernen, bei dem es
darauf ankommt, die Wahrscheinlichkeit des Auftretens
einer bestimmten erwiinschten Verhaltensweise zu erhthen,

kann man in der Regel von mehreren verstirkenden Ereig-
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nissen fiir die gleiche erwiinschte Alternative ausgehen.

Die verstédrkenden Ereignisse ktnnen dabei verschiedene
Arten der Belohnung filir eine bestimmte Alternative sein,
wobei diese Alternative als Erbringung einer bestimnmten
Leistung durch den Schiller definiert sein kann. Zur Defini-
tion eines Ereignisses 1883t sich verallgemeinert sagen,

daB unter diesem Begriff in der Literatur stets Sachver-
halte bezeichnet sind, die sich objektiv feststellen las-~
sen., Ein Breignis, fiir das die Definition “ein Schiiler
findet eine Erklirunsg einleuchtend® gegeben wird, wire
beispielsweise in diesen Sinne nicht objektiv feststell-
bar, weil es allenfalls durch indirekte Beobachtung erkenn-
bar ist. Dasselbe gilt in bezug auf die Definition des Be-
griffes Alternative. Auch unter diesem Begriff werden vor-

wiegend direkt beobachtbare Sachverhalte verstanden.

um bestimmte modelleigenschatten transparent zu machen, wird
im folgenden auch der Spezialfall herangezogen, dall jede
Alternative genau ein verstirkendes Ereignis besitzi. Es

igt dann Ei,:ie{(h1,2,...,x} dasjenige wnreixznis, das die

i
Wanrscheinlicnxzeit 1] der alternative Asy itﬁ,a,...,r},
verstirst,

suchen ablZuft, kann unter Verwendung dieser Definiti-~
onen in einer knappen Symbolik dargestellt werden. Be-
schreibt man jeden Iernversuch durch ein geordnetes
Zzhlenpaar (i, k), wobei die Zahl i € {1,2,...,r}

die Reaktionsweise A; und die Zahl ke{o,1,2,...,q}

das Ereignis E, angibt, die in einem Iernversuch fest-

gestellt wurden, dann enispricht jedem Iernprozel eine



bestimmte Sequenz von geordneten Zahlenpaaren. Wer-
den in einem Lernexperiment drei Reaktionsweisen
und damit vier Ereignisse (Eo, Eq4y Ep, E3) unter-
schieden, so kann ein Iernexperiment beispielsweise
zu folgendem Lernproze8 fiihren:
(1, 3), (1, 0), (3, 1), ...

Die Beispiele, mit denen die abstrakten Begriffe
Lernversuch, Reaktionsweise und Ereignis in der Li-
teratur illustriert werden, beziehen sich fast immer
auf Tierexperimente. Am hiufigsten findet man dabei
die verschiedenen Anwendungsmdglichkéiten des sog.
*"T-maze experiment®, durch das ein Tier gezwungen
wird, nach dem Durchlaufen einer geraden Strecke,
die an ihrem Ende eine T-formige Gabelung aufweist,
sich entweder nach rechts oder links zu wenden. In
einem derartigen Experiment kann man beispielsweise
definieren:

A1 = Rechtswendung

A2 = Linkswendung
Fitterung am Ende der rechten Gabelung

1 =
E, = Fiitterung am Ende der linken Gabelung
E, = Fitterung weder nach einer Rechts- noch

nach einer Linkswendung
In diesem Beispiel kann ein ILernexperiment beispiels-
weise zu folgender Sequenz von Lernversuchen fiihren:

(1,1, (2,0), (2,0}, (1,1), (2,¢), (1,1), (1,1), ...
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Werden die Ereignisse Eo’ E1, E2 vom Experimentator
kontrolliert (die andere Moglichkeit, daB das Lern-
subjekt sie kontrolliert, wird weiter unten behan-
delt), und vollzieht sich diese Kontrolle so, dal
die Alternative A1 immer nur mit dem Ereignis E1 und
die Alternative A2 immer nur mit Eo auftritt, dann

ist zu erwarten, dafB der Lernprozel nach einer aus-
reichend grofen Anzahl von Lernversuéhen mit immer
groferer Wahrscheinlichkeit zur Wahl der Alternative
A1 fithrt. Dieses Experiment kann in allen méglichen
Abwandlungen angewandt werden. So 1&8t sich beispiels-
weigse bestimmen, daB in allen Versuchen mit der Alter-

native A, das Ereignis E, in 60% der Fille und das

1

Ereignis E, in 40% der Pille auftritt, wihrend in al-

2
len Versuchen mit A, das Ereignis E, und E, zu je 50%
erscheinen. Bei all diesen Anwendungsmiglichkeiten

wird dann die Frage gestellt, wie sich aus der Kennt-
nis einer endlichen Sequenz von Versuchen der Ablauf
des Prozesses voraussagen l&dBt. Besonders interessant
ist u.a. die Prage, nach wieviel Versuchen eine be-
stimmte Alternative Ai mit einer Mindestwahrscheinlich-

keit p von beispielsweise 0,8 £ p £ 1 auftreten wird.

Bei der Anwendung der Lerntheorie in den Wirtschafts-
wissenschaften wurde die Frage, inwieweit das mensch-
liche Lernen aus einer Sequenz identischer Entschei-
dungssituationen besteht, so gut wie iiberhaupt nicht

Uberprift. In dem oben dargestellten Beispiel steht



1.2.2
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das Iernsubjekt in jedem Lernversuch vor identi-

schen Reaktionsmdglichkeiten 11, Asy ovey ‘r‘ Diese
Primisse ist sicherlich fiir viele Phénomene des
menschlichen Iernens gerechtfertigt, fiir andere nicht.
Da die Ergebnisse dieser Untersuchung nicht davon
abhiéngen, ob diese Pridmisse zutrifft (- zur Ablei-
tung der Untersuchungsergebnisse wird ein einfache-
res Jernmodell zugrunde gelegt, fiir das diese Pramisse
nicht konstitutiv ist -), soll diese primir psycho-
logische Fragestellung hier nicht diskutiert werden.
Zur Illustration des Problems mag es genfigen, darauf
hinzuweisen, daB z,B, die Alternative eines Schiilers,
in einer Klausur eine schriftliche Ieistung zZu erbrin-
gen, nicht ohne weiteres mit einer Alternative bzw, Lei-
stung gleich gesetzt werden kann, die aus einer miind-
lichen Priifung resultiert.

Axiome linearer Iernmodelle ~ Formulierung des all-
gemelnen linearen Modells

Mit den bisher definierten GrifSen Ai, Ei und Py kann
zwar ein konkretes Lernexperiment beschrieben werden,
aber eine Theorie iiber den zu erwartenden Ablauf sol-
cher Experimente ist daraus nicht ableitbar. Die blo8
beschreibende Funktion dieser Begriffe mull daher zu
einer erklérenden erweitert werden. Dafiir sind indes-

sen eine Reihe weiterer Definitionen erforderlich.

Jedes lernexperiment besteht aus einer Sequenz von
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diskreten lernversuchen, wobei jeder Iernversuch
durch ein bestimmtes Zahlentupel (i, k), 1 =1,2,...,r,
k = 0,%1,2,...,r, reprisentiert werden kann. Bezeich-
net man mit X die Menge all dieser geordneten Se-
quenzen nit einer unendlichen Anzahl von Zahlen-
tupeln und mit x ein Element dieser Menge, z.B., die
Sequenz
(1, 2), (1, 1), (1, 0), ...,
dann ist X ={x} .
AuBlerdem sollen folgende Mengendefinitionen verwen-
det werden:
{Ai,n} = Menge aller Sequenzen, bei denen im n-ten
Lernversuch die Alternative A, erscheint.
{Ek,n} = Menge aller Sequenzen, bei denen im n-ten
lernversuch das Breignis Ek auftritt.
{xn] = Menge aller Sequenzen, die bei den ersten
n Lernversuchen dieselben Alternativen und
Ereignisse aufweisen wie eine bestimmte
vorgegebene Sequenz x,
Die Wahrscheinlichkeiten fiir das Auftreten bestimmter
Alternativen und Ereignisse in bestimmten Jernversu-
chen werden wie folgt definiert:
Pyn =P (Ai,n) = Wahracheinlichkeit, da8 im n-ten
Iernversuch die Alternative A; auftritt,
Pri,n = P(Li,nlxn_.' ) = bedingte Wahrscheinlichkeit,

daB im n-ten Iernversuch die Alternative
Li auftritt, wenn die vorangegangene Se-
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quenz von Alternativen und Ereignissen
gegeben ist.
P = P(xn) = Wahrscheinlichkeit, mit der eine Se-
quenz zu erwarten ist, die fiir die ersten
n Iernversuche mit einer gegebenen Sequenz x
iibereinstimmt,.
K= P(B, ,) = Wahrscheinlichkeit, da8 im n-ten

Lernversuch das k-te Ereignis auftritt,

T

ik, = P(Ek’nlAi’n) = Wahrscheinlichkeit, daB im

n-ten Lernversuch das Ereignis Ek auftritt,

wenn im gleichen lernversuch die Alternative

Ai erschienen ist, |
Anhand dieser Definitionen ist es m8glich, durch Po-
stulierung bestimmter Zusammenhinge zwischen den Wahr-
scheinlichkeitsvariablen ein Lernmodell gzu definieren.
Den Zusammenhingen selbst wird der Rang von Axiomen
zugeschrieben, deren Gliltigkeit als gegeben vorausge-
setzt werden muB, (was nicht hindert, daB sie erfor-

derlichenfalls durch andere Axiome ersetzt werden kénnen),

Definition1): Ein Ein-Parameter-Lernmodell wird durch

V4

’ pi,n’ Pxi,n’ Px,n' k,n?
0, 0 C o £ 1, konstituiert, wenn fiir jedes x € X mit
<

die GroBen X ﬂik, n und

der Eigenschaft Px > 0 und flir jedes i, 1 €3 r,
’

n

1) Vgl. auch Estes, W.K. und Suppes, P., "Poundations
of Iinear Models", in: Studies in Mathematical
learning Theory, Hrsg.: Bush, R.E. und Estes, W.K.,
S;anford (Calif.): University Press, 1959, S.
137-179
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und jedes k, O €x £ r, die folgenden Axiome gelten:

-

Axiom 1. Riir xe{E. gilt:

LS L i,n]

(1.1) Pyi,n+1 © (1_9)pxi,n+0

Axiom 2. Bir xe{Ek 1A x, x A0 gl
]

(1.2) p = (1-0)p

xi,n+1 xi,n
Axiom 3. Fir xe{fo’n} giit:

xi,n+1 xi,n

Wie eine Interpretation der Axiome ergibt, sind die
hypostasierten Zusammenhinge nicht unplausibel.

Axiom 1 besagt: Wenn innerhalb einer bestimmten‘Se—
quenz in einem bestimmten Lernversuch die Alterna-
tive Ai und im selben Lernversuch das verstdrkende
Ereignis E, erschien, dann wird die Alternative A;

im darauffolgenden Lernversuch mit einer groBeren
Wahrscheinlichkeit auftreten als fiir ihr Auftreten

im vorangegangenen Lernversuch zu erwarten war. Ist
die Alternative Ai nicht zusammen mit Ereignis E;,
sondern mit Ereignis E., k # 1, k # 0, aufgetreten,
das die Wahrscheinlichkeit einer anderen Alternati-
ve Ak vergrofBert, dann folgt aus Axiom 2, daB im dar-
auffolgenden Lernversuch die Alternative Ai mit gerin-
gerer Wahrscheinlichkeit auftreten wird als fiir ihr
Auftreten im vorangegangenen Lernversuch zu erwarten
war. Axiom 3 schlieBlich nimmt bezug auf den Fall,
daf im n-ten Versuch einer bestimmten Sequenz die Al-

ternative A; zusammen mit dem neutralen Ereignis E
o]
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erschien. Die bedingte Wahrscheinlichkeit, mit der
Ai in diesem Versuch auftrat, ist dabei gleich groB
wie die bedingte Wahrscheinlichkeit, daB Ai auch im

(n+1)-ten Versuch auftritt.

In der Pormulierung dieses Lernmodells sind eine Rei-
he wichtiger Pramissen enthalten, die kurz zusammen-

gefat werden sollen:

(1) Das Spektrum aller Verhaltensweisen, die vom
Lernsubjekt in einer durch das Lernexperiment gege-
benen Entscheidungssituation ergriffen werden konnen,
wird durch die Definition von r Entscheidungsalter-
nativen A1, A2, csey Ar ausgeschopft. Diese Primisse
ist in bezug auf die Anwendung des Modells weniger
restriktiv, als es den Anschein hat. Denn es ist im-
mer moglich, eine der r Alternativen so gzu definieren,

daB sie die Menge "“alle iibrigen Entscheidungsalterna-
tiven" enthidlt.

(2) Aus der Prémisse, daB die r Entscheidungsalterna-
tiven das Spektrum aller moglichen Entscheidungen aus-
schopfen, 1&aB8t sich folgende Bedingung ableiten, die

in jedem Lernversuch erfiillt sein muB

(1.4) s E Pj o =13 n= 1,2,...
i=1 ’

In bezug auf die Ereignisse K, Bi' Eyry vees E. gilt

die entsprechende Bedingung
k=r

(1.4.1) £% Wk’n =13 n = 1,250.s
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(3) Aus Priémisse (2) folgt wiederum, daB immer dannm,
wenn die Wahrscheinlichkeit einer Alternative Ai sich
erhtht

Pi,n+1?Pin
die Wahrscheinlichkeit mindestens einer anderen Al-

ternative Ak sich vermindert:

Py,n+1¢ Px,n
(4) Jede Alternative A; und jedes Ereignis E, besitazt
jn jedem Lernversuch einer Sequenz inhaltlich die glei-

che Bedeutung.

(5) Die Verinderung der Wahrscheinlichkeit, mit der
eine Alternative im n-ten Lernversuch auftrat, gegen-
iiber der Wahrscheinlichkeit, mit der dieselbe Alter-
native auch im (n+1)-ten Versuch auftritt, iéBt sich
durch eine lineare Punktion beschreiben (Axiome 1 und 2).
Piir die Wahl dieser restriktiven Primisse (5) gelten
innerhalb der Psychometrie und Lerntheorie dieselben
Griinde, die auch in der Ukonometrie zur Verwendung

von zumeist linearen Beziehungen gefiihrt haben: Bei
nicht-linearen Punktionen kinnte die Mehrzahl der Theo-

reme nicht abgeleitet werden.

Die Lernfunktion nach Estes und Suppes und die Funk-
tion nach Bush und Mosteller - ein Vergleich
Der Parameter © in der Gleichung

= “-g)pxi,n +

des Axioms 1 wird in der Literatur als Lernrate (rate

P e

xi,n+1
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of learning) bezeichnet, weil die Wahrscheinlichkeit,
mit der eine bestimmte Alternative Ai nach einer Reihe
von Lernversuchen auftritt, sich als Folgewirkung des
verstdrkenden Ereignisses Ei erhdht, Fiir die Funktion
selbst, die das AusmaB der Erhdhung bestimmt, wird
der Begriff Lernfunktion verwendet. Beide Begriffe
sind indessen nicht fest fixiert; ihre jeweilige Be-
deutung ist davon abhédngig, auf welches spezielle

Lernmodell sie sich beziehen.

Die von Bush und Moatellerl) einerseits und Estes

und Suppes andererseits verwendeten Modelle, auf de-
nen die Mehrzahl der lerntheoretischen Arbeiten ba-
giert, sind weitgehend identisch. Abweichungen erge-
ben sich nur in den Fiéllen, in denen Bush und Mostel-
ler statt einer Ereignisgruppe Ej zwel Gruppen von
Ereignissen unterscheiden: (a) eine Gruppe, die die
Klassen OJ (outcomes) enthidlt, und die inhaltlich mit
den bisher verwendeten Ereignisklassen EJ identisch
gind und (b) eine Gruppe von zusitzlichen Ereignissen,
- die aus abstrakten, inhaltlich nicht fixierten Ereig-
nisklassen Eﬁ bestehen. Dabei wird angenommen, daB
nicht nur die verschiedenen Ergebnisse (ocutcomes) 0j

eines Lernversuchs auf die Wahrscheinlichkeiten der

Alternativen einwirken, sondern zusdtzlich auch die

1) Bush, R.R. u. Mosteller, F., "Stochastic Models
for Learning", New York 1955
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Ereignisklassen Ei. Jeder Ereignisklasse Ei wird

eine stochastische Natrix -

W, M2,k o0 MirLk

. . * .

ur1,k ur2,k °ec urr,k

zugeordnet, aus deren Produkt mit dem Wahrscheinlich~
keitsvektor

P,
P,

Pr
der die Wahrscheinlichkeit der eingelnen Alternativen

angibt, die Verdnderung resultiert, die dieser Vektor

durch das Auftreten des Ereignisses E; erfahrt,

Den iiberwiegenden Teil ihrer Analyse widmen Bush und
Mosteller indessen denjenigen Modellen, in denen zwi-
schen den Ereignisgruppen Oj und Ei eine eindeutige
Zuordnung besteht: Oj tritt immer zugleich mit E& auf,
so daB es geniigt, mit einer einzigen Ereignisgruppe

Ej zu arbeiten. In den Fidllen, in denen diese Bedin-
gung zutrifft, sind die von Bush und Mosteller und
Estes und Suppes verwendeten Modelle bis auf die Hy-

pothese iiber die Form der Lernfunktion identisch.

Dox Unterschied der beiden lernmodelle hinsichtlich
der verwendeten Lernfunktion wird aus Fig., 1 deutlicn,
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wobei der Fall von zwei Alternativen 11 und 12 und

zwel verstidrkenden Ereignissen E1 und E2 zum Vergleich
herangezogen wurde.

In Fig. 1a) wurde die Iernfunktion nach Estes und Suppes
gugrunde gelegt, in Pig. 1b) die von Bush und Mosteller.
Wihrend sich im ersten Fall die Wahrscheinlichkeit, mit
der ein Schiiler das Lernproblem 18st, beliebig nahe der
Wahrscheinlichkeit 1 annihern 148t, kann die maximale
Wahrscheinlichkeit in Fig. 1b) nicht iiber den Fixpunkt A

hinaus erhsht werden.

Fig. 1
a) Estes u. Suppes b) Bush und Mosteller

1
P
0 s 1J OL;LW_, 1" |
P P

Un mit einer bestimmten endlichen Folge von Lernversu-
chen eine maximale Erhthung von Py ZU erreichen, ist es
niitig, daB in jedem lernversuch das verstirkende Er-

eignis E1 auftritt., Unter dieser Voraussetzung ist die
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Form der Treppenkurve, mit der sich der Lernprozel dar-
stellen 1Bt (Fig. 1), stets dieselbe, ganz gleich in
welcher Reihenfolge die Alternativen A4 und A2 in den
ginzelnen Versuchen auftreten.

Aus Pig., 1 ist ersichtlich, daB das Modell von Estes und
Suppes als Spézialfall (A =1) im Modell von Bush und
Mosteller enthalten ist. Die GriBe A, iiber die hinaus
die Wahrscheinlichkeit, eine bestimmte Alternative zu
wihlen, nicht erhtht werden kann, ist einer der wich-

tigsten Parameter in derartigen Lernmodellen.



1.2.4 Spezifizierung des allgemeinen linearen Modells

Das allgemeine Modell kann in verschiedener Hinsicht
abgewandelt, verfeinert und erweitert werden. So ist
es z.B, moglich, den Parameter 6 als Variable zu be-
handelnl), oder statt der linearen eine allgemeinere
Lernfunktion einzufithren. Die von Bush und Mosteller
aufgegriffene Mbglichkeit, die verschiedenen Ereig-

nisse in mehrere Gruppen einzuteilen, wur de bereits

erwidhnt.

Eine allgemeine Einteilung der Ansédtze, die sich der
Forachung hier bieten, hat zur Klassifizierung der
Lernmodelle in "statistische Theorien" oder "stimulus-
sampling-Modelle" einerseits und "stochastische Theo-
rien des Lernens" andererseits gefilhrt, wenngleich
auch beide Forechungsgebiete eng miteinander ver-

quickt sind.z)

Wihrend sich bei den stimulus-sampling-Modellen das
Hauptinteresse der PForschung darauf konzentriert,
durch welche Kausalgesetze Stimulus und Reaktion mit-
einander verbunden sind, wird in den stochastischen
Theorien die aus diesen GesetzméfBigkeiten resultieren-
de Form des Lernprozesses analysiert. Im Rahmen dieser

Untersuchung sind vor allem die Fragen des ProzeBab-

1) Vgl. Restle, P., "A Theory of Discrimination Learn-
ing", in: Psychological Review, No. 62, 1955, S5.11-
19; La Berge, D.L., "The Effect of Preliminary
Trials on Rate of Conditioning in a Simple Predic-
tion Situation", in: Journal of Experimental Psycho-

2) Vgl. Bush, R.R. und Estes, W.K., "Studies in Mathe-
matical Learning Theory", op.cit., S. 3-5
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laufs von besonderem Interesse. Die Probleme des
"conditioning" - des Zusammenhangs zwischen Stimulus
und Reaktion - beziehen sich auf primér psychologische
Tatbestinde; sie sollen daher hier nicht ertrtert wer-

den.

In bezug auf den Ablauf von Lernprozessen ist die Fra-
ge von groBter Bedeutung, w e r aus der als gegeben
betrachteten Ereignismenge in einem bestimmten Versuch
nach dem Auftreten einer Alternative ein bestimmtes
Ereignis guswidhlt. Drei Moglichkeiten sind denkbar:
(a) der Experimentator (Lehrer)} kontrolliert die Er-
eignisse, (b) die Versuchsperson (Schiiler) kontrolliert
die Ereignisse, (c) Lehrer und Schiiler iiben die Kon-
trolle gemeinsam aus. Der Begriff Kontrolle wird in
der Literatur zur stochastischen Lerntheorie stets an-
hand der bereits eingefiihrten Definitionen filir die

verschiedenen stochastischen Variablen prédgzisiert.

(a) Vom Experimentator kontrollierte Ereignisse

Mit .ﬂk’n wurde die Wahrscheinlichkeit bezeichnet,
daB im n-ten Lernversuch das k-te Ereignis eintrifft.
Wird das Auftreten dieses Ereignisses dadurch be-
stimmt, daB der Experimentator mittels der Versuchs-
bedingungen die GriBe J’)I{’n so beeinfluBt, daB sie in
allen Versuchen konstant ist, dann nennt man diese

Ereignisse "vom Experimentator kontrolliert".
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Dafiir ein Beispiel. Einer Versuchsperson werden nach-
einander 100 verschiedene Rechenaufgaben gestellt.
Diese Aufgaben seien inhaltlich von der gleichen Art,
es sollen beispielsweise jedes mal zwel Briiche durch
einander dividiert werden. Die L®sung kann richtig
sein (A1) oder falsch (4,), und der Experimentator
kann eine Belohnung fiir die ILSsung erteilen oder eine
Strafe. Erteilt er in v1-Prozent aller Versuche, in
denen die Losung richtig war, und in v2-Prozent aller
Versuche, in denen die Ldsung falsch war, eine Beloh-
nung (v1 + Vv, = 1), so tritt in jedem Lernversuch ei-
ner der folgenden vier Fille auf:

(i) richtige Antwort - Belohnung

(11) richtige Antwort - Bestrafung

(iii) falsche Antwort - Belohnung

(iv) falsche Antwort - Bestrafung

Nimmt man an'), daB die Falle (i) und (iv) die Wahr-
scheinlichkeit, mit der im ndchsten Lernversuch eine
richtige Idsung gefunden wird, in gleichem MaBe erhthen
und die Fglle (ii) und (iii) dieseé -Wahrscheinlichkeit
in gleichem MaBe vermindern, dann bilden (i) und (div)
das Ereignis E, und (ii) und (iii) das Ereignis E,.
Unter diesen Voraussetzungen ist die Wahrscheinlichkeit,
daB das Ereignis E1 eintrifft, in jedem Versuch Vyd Ist

die Wahrscheinlichkeit, eine richtige Ldsung zu finden,
P, dann ist im nédchsten Iernversuch die Wahrscheinlich-

1) Diese Annahme ist nicht unbedingt erfiillt.. In bezug
darauf, was mit diesem Beispiel demonstriert werden
soll, ist es jedoch unwichtig, ob die Annahme génz-

- lich gutrifft oder nicht,
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keit, daB eine richtige Losung gefunden und belohnt
wird PV, . Die Wahrscheinlichkeit, daB in diesem Ver-
such eine falsche Losung gefunden und nicht belohnt
wird, ist (1-p)(1-v,). Das Ereignis E, tritt folg-
lich in jedem Versuch mit der Wahrscheiniichkeit

pvy + (1-p)(1-v,) = pvy + (1-p)vy = v, auf,
Entsprechend ist die Wahrscheinlichkeit des Ereignis-

ses E2 in jedem Versuch konstant v,.

(b) Vom Iernsubjekt kontrollierte Breignisse

Die Ereignisse eines ILernexperiments, fiir das
_j];‘i’nz“ N i=1,2,...,‘l’

gilt, nennt man “vom Iernsubjekt kontrolliert", Diese

Bezeichnungsweise ist wenig einleuchtend, denn es las-

gsen sich immer Beispiele fiir Lernexperimente finden,

in denen Wii,n

perimentator die Ereignisse kontrolliert. Die Bezeich-

= 1 dadurch erfiillt wird, daB der Ex-
nung hat sich jedoch durchgesetzt1). Mit dem obigen

1) In den Fdéllen, in denen zwei Ereignisgruppen 0. und
Eﬁ unterschieden werden und in denen ];.’n die be-
dingte Wahrscheinlichkeit zwischen der Alternative
4, und dem Ereignis 0. bedeutet, wird die Bezeich-
nung einleuchtender, wenn 0j eine Menge von Ereig-
nissen beschreibt, die ausschlieBlich vom Lernsubjekt
hervorgerufen werden kdnnen. Beispiel: O1 = die Ver~
suchsperson folgt einer bestimmten Aufforderung, 02
= sle folgt der Aufforderung nicht. Ordnet man die
Ereignisse der zweiten Gruppe denen der ersten Gruppe
eindeutig zu, indem z.B, der Experimentator bei je-
dem Ereignis 0j ein bestimmtes Ereignis Es auftreten



Beispiel 1léBt sich auch dieser Fall illustrieren,
wenn beispielsweise angenommen wird, da8 fiir jede
richtige Losung eine Belohnung erteilt wird und bei

Jeder falschen LSsung nichts weiter geschieht,

(c) Vom Lernsubjekt und vom Experimentator kontrol-
lierte Ereignisse

Mit ,"l'ik’n wurde die bedingte Wahrscheinlichkeit be-
geichnet, dafl im n-ten Iernversuch bei Auftreten der
i-ten Alternative das k-te Ereignis eintritt, Bei r
Alternativen und r Ereignissen erhdlt man fiir jeden
Lernversuch eine Anzsahl r2 solcher GroBen, Ist jede
dieser Grdfen in allen Lernversuchen konstant, so
nennt man die Ereignisse "vom Lernsubjekt und vom Ex-
perimentator kontrolliert®™ (experimenter-subject-
controlled events). Im Unterschied zu dem Fall, daB
die Wahrscheinlichkeit, mit der eine Alternative auf-
tritt, in jedem lernversuch konstant ist ("vom Expe-
rimentator kontrolliert®™), hidngt diese Wahrscheinlich-

keit nun auch davon ab, welche Alternative das ILern-

subjekt gewdhlt hat,

Fortsetzung der FuBnote der vorherigen Seite:
148t, dann sind alle Ereignisse vom Iernsubjekt kon-
trolliert, Die Tatsache, daB die Tierexperimente,
die zur Entwicklung der stochastischen Ierntheorie
in starkem MaBe beigetragen haben, in der Regel
solche Ereignismengen enthielten, mag dazu gefiihrt
haben, daB die Bezeichnung allgemein fiir jede Er-
eignismenge iibernommen wurde, fiir die jﬁi,n = 1
gilt.
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Im Beispiel zu (a) wurde angenommen, daB vV, t vy = 1

ist. Fir jeden anderen Pall v, + v, # 1 ist die Wahr-

1
scheinlichkeit des Auftretens des Ereignisses E1 nicht
mehr in jedem Versuch konstant und gleich Vs sondern

es ergibt sich als Wahrscheinlichkeit fiir E1 nach Auf-
treten von A, die Grége pv, + (1—p)(1—v2). Da 1-v, £ v,
angenommen wurde, ist pv, + (1-ﬁX1—V2) £ v,. Die Wahr-
gcheinlichkeit, mit der das Ereignis eintritt, ist also
sowohl von p als auch von v, und v, abhéngig. Da sich

die Wahrscheinlichkeit p wiederum wihrend des Lernpro-

zesses andert, ist 5@ i keine Konstante mehr. Entspre-
;]

chendes gilt in bezug auf das Ereignis EQ.

Der Begriff Lernen im engeren Sinn -

Der Ablauf von Lernprozessen

Der Ablauf eines Lernprozesses hdngt bei sonst gleichen
Bedingungen entscheidend davon ab, wer das Auftreten

der reaktionsverstidrkenden Ereignisse kontrolliert.
Hinsichtlich der Kontrollfunktion wurden die drei PFil-
le (a), (b) und (c) unterschieden. Zur Darstellung des
ProzeBablaufs scll hier jedoch nur der Fall (b) heran-
gezogen werden. Diese Beschridnkung ist sinnvoll, weil
sich in bezug auf diejenige Eigentiimlichkeit der Ablauf-
prozesse, die in dieser Untersuchung von Interesse ist,
die drei Pédlle nicht unterscheiden: In allen drei Pillen
ergibt sich mit steigender Anzahl von Lernversuchen ein

immer breiteres Verzweigungsschema, innerhald dessen



ein bestimmter Ablaufproze wie eine Route verfolgt

werden kann.

Ausgangspunkt ist ein Lernmodell mit den Alternati-
ven AT’ A2, A3 und den verstirkenden Ereignissen E1,
E2, E3. Die Wahrscheinlichkeit, mit der vor Beginn
des ersten Lernversuchs die Alternative A1 gewdhlt
wird, sei Pqs die der Alternative A2 und A3 entspre-

chend P, und Pz, wobei py + py + p3 = 1. Perner sei

JI.

ii,n = 1,2’3.

1,2,.-.

1, i
n

non

Mit L1 wird ein linearer Operator definiert, der das
AusmaB der Erhohung der Variablen p{ beschreibt:
Als L9p, bzw. L%p, wird der Pall bezeichnet, daB der

Operator L. zwei- bzw., m-mal hintereinander angewandt

]
wird (die hochgestellten Symbole sind also keine Ex-
ponenten, die eine Potenzierung ausdriicken):

LYy = Iy (Bypy) = A+ (py +;).
In Abweichung von den bisherigen Beispielen sei ange-
nommen, da nicht nur das Ereignis E1, sondern auch
E2 und E3 eine ErhShung von p1'bewirken. Diese Annahme
‘bezieht sich auf ein Lernexperiment, in dem es dem Ex-
perimentator darauf ankommt, die Wahrscheinlichkeit
einer bestimmten Alternative (hier von A1) auf Kosten
der Wahrscheinlichkeiten aller iibrigen Alternativen

zu erhdhen. Dies kann z.B. dann der Fall sein, wenn

A1 bedeutet, eine Aufgabe richtig zu ldsen, wihrend



A2 und A3 die Menge aller iibrigen Reaktionsweisen, die
denkbar sind, beinhalten. So kann beispielsweise A2

bedeuten, daB die Aufgabe nur bis zu einem bestimmten,
genau festgelegten Mall geldst wird, wihrend A3 so viel
wie "nicht geldst®™ bedeutet. Wird die Aufgabe vollkom-

men richtig geldst, d.h. tritt A, auf, dann 18B% sich

4
auch sagen, daB das Lernsubjekt in diesem Lernversuch
"pelernt® hat, etwas Bestimmtes zu tun. Allerdings
wird der Begriff "Lernen" in diesem Beispiel dann auf
zwel verschiedene Weisen gebraucht: zum einen bedeutet
er in der bisherigen Terminologie jede Ver&nderung ir-
gendeiner der drei Ausgangswahrscheinlichkeiten Pqs Do
und p3, zum anderen bezeichnet er den davon vollig ver-
schiedenen Tatbestand, daB eine bestimmte Alternative
gewdihlt wurde ("Lernen im e.S."). Beim menschlichen
Iernen, insbesondere wenn es in Schulen systematisiert
wird, kommt es in der Hegel darauf an, die Wahrschein-
lichkeit des Auftretens bestimmter Verhaltensweisen auf
Kosten anderer zu erhdhen. Da in dieser Untersuchung
allein solche Lernexperimente interessieren, die die-
ser Aufgabenstellung entsprechen, wird im folgenden

der Begriff Lernen auch im engeren Sinne gebraucht wer-
den.

Die Wirkung der drei Ereignisse auf Py d.h, ihr Ein-
£luBl darauf, mit welcher Wahrscheinlichkeit das Lern-
subjekt im nichsten lernversuch lernen wird (= die Al-

ternative A, wihlen wird), moge sich durch die folgen-
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den drei Operatoren beschreiben lassen:

£
Lypy=d4py + (ot %4 < (
= <
(1.8) L,pi=tp; + B | 0<@ £1 ~
. | { 1=1,2,3
Lzpy=dsp, + fiz | fir ot;=0 ist f3;=1
r'4
Ldi + pi=1 L

Unter diesen Voraussetzungen ergeben sich folgende
Mdglichkeiten fiir den Ablauf eines Lernprozesses. Das
Resultat des ersten Lernversuches ist eine der drei
folgenden Transformationen:
Nach dem zweiten Lernversuch ergibt sich eine der
folgenden neun Méglichkeiten:

2 2
LiPyolplyPys DalyPys Ladopys LoPys D3loPgy IyDgpy,

2

Lylizpy, L3Py

Der Sachverhalt 188t sich anschaulich in Form eines

Verzweigungsschemas darstellen (vgl. Ubersich&schema 1).

Gemdl der Bedingung, daB sich die Wahrscheinlichkeiten
aller drei Alternativen in jedem Lernversuch zu 1 ad-
dieren, muB die Erhdhung von P, auf beispielsweise
L1p1 von einer Verminderung entweder wvon Ps oder wvon
p3 oder von | und P3 begleitet werden. PFir die Zwecke
der Darstellung geniigt es, in bezug auf diese Vermin-
derung von der einfachen Annahme auszugehen, daf die
Wahrscheinlichkeit von Py bzw. Pz nach einer Erhthung

von p, auf Lp1 sich auf
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vermindern, d.h, daB die Wahrscheinlichkeiten der Al-
ternativen A2 und A3 stets im Verhidltnis ay @ a3 zu-
einander stehen, wobei 85 und az beliebige positive

Konstante sind.

Mit dieser Annahme kann nun die wichtige Frage beant-
wortet werden, mit welcher Durchschnittswahrscheinlich-
keit ein Lernsubjekt im n-ten TLernversuch die Alterna-
tive A, wihlen und damit die Losung der gestellten Auf-
gabe erlernt haben wird. Diese Frage kann auch wie
folgt formuliert werden: Angenommen bei einer grofien
Anzahl N von ILernsubjekten mit jidentischen Ausgangs-
wahrscheinlichkeiten Pys Po und P3 werde das Lernexpe-
riment gleichzeitig durchgefilhrt. Wieviel Iernsubjekte
werden dann im n-ten Versuch die Alternative A1 wih-
len? Wird diese Alternative von N € N Lernsubjekten
gewdhlt, dann ist die Durchschnittswahrscheinlichkeit,
mit der ein einzelnes Jernsubjekt im n-ten Versuch
lernt, gleich Nn/N.
Im ersten Lernversuch lernen voraussetzungsgemil ‘
Ny = P4l Schiiler, und es ist p1,1 = Dy Von diesen Ny
Schiilern lernen im zweiten Versuch

(Lyp)N; = (I4pq)pyN
Schiiler. Im ersten Versuch haben p2N Schiiler die Auf-
gabe nicht vollstidndig geldst, d.h. die Alternative A2

gewihlt. Von Ihnen wird im zweiten Versuch die Anzahl

( L2p1 )p2N
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lernen, p3N Schiiler haben im ersten Versuch die Alter-
native A3 gewshlt. Von ihnen werden im zweiten Lern-
versuch

(I:3P1 )P3N
lernen.
Insgesamt lernen dann im zweiten Versuch

(IﬂP1)P1N + (L2P1)P2N + (L3P1)P3N
die Aufgabe richtig zu ldsen., Die Durchschnittswahr-
scheinlichkeit, daB ein bestimmtes TLernsubjekt im zwei-
ten Lernversuch die Aufgabe richtig 1lést, ist also
(1. 8) 1y 5 = (T4py)py + (Typq)p, + (I3D4)P5.
Dabei 1dB8t sich zeigen, daB p > D4 44 Wenn p, klei-

1,2 1,1 1

ner ist als die Fixpunkte der Operatorem.Formt man
die Ungleichung

(Iypy)py + (Topq)py + (I3py)P3 > Pg 4
in den Ausdruck

Lypq +

um, 80 stehen vor Py und p3 Koeffizienten, die beide

(LQP1) (L3P1)
D P2+ 73
1,1 1,1

p3 > 1

gréBer als 1 sind. Da definitionsgemiB p, + p, + p3 = 1,
mul die linke Seite gridfer als 1 sein,

Die Wahrscheinlichkeit, mit der ein bestimmtes ILern-
subjekt wihrend des lernprozesses einen bestimmten Ver-
zweigungspunkt im Ubersichtsschema 1 durchliuft, kann
filr jeden dieser Punkte berechnet werden., Diese Wahr-
scheinlichkeiten sind im Ubersichtsschema 2 fiir die

Verzweigungspunkte angegeben, die nach drei Iernver-
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suchen moglich sind. Anhand dieses Schemas kann je-

der beliebige Wert P10 berechnet werden, indem man

in der n-ten Spalte alle Ausdriicke summiert, die beil
den Positionen der Alternative A stehen, Der Versuch,
den Wert p1,n in einer kurzen Formel auszudriicken,
wirde seinen Zweck verfehlen: schon in diesem recht
einfachen Modell wire eine derartige Formel vermutlich
so unhandlich, da8 sich der Schreibaufwand nicht loknen
wirde., Bush und Mosteller, die diesen Versuch unternom-
men haben, scheiterten bereits an einem noch einfache-
ren Modell mit nur zwei Alternativen1). Der von ihnen
verwendete Begriff “durchschnittliche Wahrscheinlichkeit
der Alternative A" entspricht der hier gebrauchten De-
finition fiir p1,n. Der Begriff durchschnittliche Wahr-
scheinlichkeit ist sprachlich gesehen keine sehr gliick-
liche Konstruktion. Da dieser Begriff jedoch in der

Literatur eingefiihrt ist, soll er auch in dieser Arbeit

verwendet werden.

Zur Berechnung des Wertes Pin miissen 3n'1 Einzelaus-

4
driicke summiert werden, Die Ausdriicke ergeben sich aus
der paarweisen Multiplikation aller Glieder, die in der

(n-1)-ten Spalte von Ubersichtsschema 1 und 2 vorkom-

men,

1) Vgl. Bush, R.R, u. Mosteller, F., "Stochastic Models
for Iearning", op. cit., S. 78-81



Besonders wichtig fiir die Zwecke dieser Untersuchung
ist es, zu zeigen, daB die Wahrscheinlichkeit, mit der
die Alternative A1 guftritt, von Lernversuch zu lern-

)

1
versuch bestédndig bis zum niedrigsten Fixpunkt A steigt:

(1. 9) p1’n > p1’n_1: n=2,3,... fir p1 ,n-1 < A"I ’A2”‘3

Der Beweis, der im folgenden an Hand des Beispiels durch-
ceflihrt wird, flir das oben angenommen wurde, daB sich die
Wahrscheinlichkeiten der Alternativen A, und AB nach einer
ErhShung der Wahrscheinlichkeit von Ay so verringern, daB
sie im Verh#ltnis 8pi8y stehen, gilt auch allgemein.(Um
dies zu zeigen, sind in der zur Beweisfilhrung verwendeten
Ungleichung (1.10), s.u.,die speziellen Funktionen

1=-x 1-%
a, ————— y By ———m—

Tas + a3 3 ap + a3
lediglich durch zwei allgemeine Funktionen f(x) und g(x)

zu ersetzen.)

1) Wendet man n-mal hintereinander den linearen Operator
Ii auf die Grdfle P4 4 an, 8O ergibt sich
?

n _ _n B
Ty = ogpqg g + (10A -
Im Grenziibergang n-+werhilt man filir diesen Ausdruck

lim Lg = Ay
n> oo

Vgl. Bush, R.R., u. Mosteller, F., "Stochastic Models
for learning®”, op. cit., S. 59-60. Die Priémisse, das
die Ausgangswahrscheinlichkeit p4 4 kleiner ist als der
Wert A, der sich nach einer ’ Hnendlichen Anzahl
von linearen Transformationen der GrofSe Py 4

ergibt, ist nicht unrealistisch. ’
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Nach n Lernversuchen gibt es in Ubersichtsschema 1 und

2 in der n-ten Spalte jeweils 37 Verzweigungspunkte.

Die ersten 3% = 9 Verzweigungspunkte in der n-ten

Spalte von Ubersichtsschema 1 und die entsprechenden
Punkte von [bersichtsschema 2 sind zusammen in tber-
sichtsschema 3 eingetragen. Im Schema 3 stehen deshalb
an jedem Verzweigungspunkt zwei Werte iibereinander:

der obere Wert ist dem Schema 1, der untere dem Schema 2
entnommen. Dabei wurde davon ausgegangen, daB x der erste
Wert in der (n-2)-ten Spalte von Schema 1 und y der
entsprechende Wert von Schema 2 sei, Es kann nun gezeigt
werden, daB fiir jedes beliebige Paar (x,y), 0¢&zx, ¥<1,
folgende Ungleichung gilt:

1-x 1-X
{(1.10)  xy ¢ IYI4X + ya, EE?E; Iyx + yag EE:EE Lyx.

Wenn die Ungleichung

(1.11)  xy < xyL,x + ya, E%i%; X + yag E%i%; x

gilt, dann gilt auch Ungleichung (1.10), denn es ist
unter den obigen Voraussetzungen stets Lx > x und

I3x > x. Ungleichung (1.11) ist jedoch stets richtig,
wie man aus folgender Umformung von (1.11) ersieht:
(1.11.1) 1<« Tyx + (1-x),

denn IHX ist voraussetzungsgemiB groBer x. Ungleichung
(1.10) besagt nun nichts anderes, als daf die Wahr-
scheinlichkeit, mit der ein LernprozeB einen der erxr-
sten drei Verzweigungspunkte, die im n-ten Versuch der
Alternative A1 entsprechen, durchliuft, grtfer ist

als die Wanrscheinlichkeit, mit der dieser ProzeB im
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Ubersichtsschema 3
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(n-1)-ten Versuch den ersten Punkt durchléuft, der

der Alternative A1 entspricht. Dieselbe Relation gilt
beziiglich des zweiten A,-Punktes im tn—1)—ten Versuch
und den 4., 5. und 6. A,-Funkten im n-ten Versuch usf.
Da es zu jedem A ~Punkt im (n-1)-ten Versuch drei
A1—Punkte im n-ten Versuch gibt, zwischen denen die
Relation (1.10) gilt, muB auch besziiglich der Summe al-
ler A1—Punkte im {(n-1)-ten Versuch und der Summe aller
A,-Punkte im n-ten Versuch die Relation (1.1v) gelten.
Da die Summe der Wahrscheinlichkeiten aller A1*Punkte
im (n-1)-ten Versuch und die Summe der Wahrscheinlich-
keiten aller A1—Punkte im n-ten Versuch identisch sind

mit p1’n_1 bzw. p1,n, gilt stets p1’n+1 > p1,n.

Entsprechend zu dem dargestellten Fall 1dB8t sich die-
gser Beweis fiir das erweiterte Lernmodell mit r Alter-

nativen A1, A2,..., Ar’ r Ereignissen E1, E E

prece T?
bzw., r Operatoren L1, Lz,..., Lr verallgemeinern. An

Stelle von (1.10) erhdlt man dann

1.10.1 1-X
( ) xy ¢ xyL1x t v, a2+a3+..+ar L2x +

1-x
+ ya3 32+a3+"+ar L3x + ... +

1-x +
T

+ ya

1-x
+ ya L. x.
T a1+82+..+ar r

Auch in diesem Pall ist unter den obigen Annahmen

8tets Py 5 > Py poq fiir n=2,3,.., wa fir
P1,n-1¢ A Ags i AL
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Kapitel 2: Die wichtigaten Prémissen -~ Zielfunktionen
und Organisationsprinzipien

Lerntheoretische Primissen

(1) In Abschnitt 1.3 wurde ein Lernmodell diskutiert,

fiir das sich die grundlegende Beziehung

(2.1) Py,n+1” P1,n0 n#1,2,... fir py < X

ableiten lieB., Diese Beziehung galt auch fiir das er-
weiterte Modell mit r Alternativen A1, Ae,..., Ar und r
Ereignissen E1, E2""’ Er' Der Beweis wurde fiir den
Pall durchgefiinrt, daB die linearen Operatoren

A4y A und Ajungleiche Fixpunkte besitzen. Diesem Be-
weis lag die realistische Prédmisse zugrunde, daB die
Ausgangswahrscheinlichkeit p1,1,mit der im ersten Lern-
versuch die Alternative A1 gewdhlt bzw, die gestellte
Lernaufgabe gelost (oder kurz: "gelernt") wird, kleiner

ist als der kleinste Fixpunkt.

Das Modell, fiir das die Beziehung (2.1) abgeleitet wur-
de, gehdrte der Klasse von Lernmodellen an, bei denen
die Ereignisse vom Lernsubjekt kontrolliert werden. Im
folgenden wird diese Beschrénkung aufgehoben: Die Unter-

suchung der optimalen Organisation von Lernprozessen

"in den Kapiteln 3 bis 7 stiitzt sich nicht mehr auf ein

derartig spezielles Lernmodell. Alle folgenden Ablei-
tungen gehen vielmehr lediglich davon aus, daB die kon-

kreten Bedingungen des Lernens so geartet sind, daB sich
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aus ihnen auf die Beziehung (2.1) schlieBen 1l&Bt.
Lernmodelle mit dieser Eigenschaft gibt es in allen
drei Klassen von Lernmodellen {(vom Lernsubjekt kon-
trollierte Ereignisse, vom Experimentator kontrol-
lierte Ereignisse, vom Lernsubjekt und vom Experimen-
tator gemeinsam kontrollierte Ereignisse). Da mit dem
in Schulen systematisierten Lernen, das in dieser Un-
tersuchung besonders interessiert, der Zweck verfolgt
wird, die Wahrscheinlichkeit bestimmter erwiinschter
Verhaltensweisen 80 weit wie moglich zu erhthen, steht
die Pramisse (2.1) nicht im Widerspruch zum Gegenstand
dieser Untersuchung; der Rahmen, der durch diese Pri-
misse gesetzt wird, ist vielmehr so weit, daB er die
Mehrzahl aller in Schulen relevanten Lernbedingungen

und Lernph&nomene umfaft.

Beziiglich der Anzahl, Abgrenzung und Definition von

Alternativen werden lediglich folgende Bedingungen

gesetzt:

{(a) Die Menge aller moglichen Reaktionsweisen des
Lernsubjekts wird in r Alternativen A1, AQ,..., Ar

eingeteilt, wobei r = 2,

(b) Von diesen Alternativen wird nur die erste inhalt-
lich definiert: mnit A1 ist diejenige Verhaltesweise ge-
meint, die sich als "Losung des Lernproblems" oder

kurz: "Lernen" beschreiben 1&d8t. Demnach entspricht die

Wahl einer Alternative Aj, i #1, im n-ten Lernver-

such nicht dem Sachverhalt, den der Experimentator
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oder Lehrer mit dem Satz beschreiben wiirde, "das Lern-
subjekt S hat im n-ten Lernversuch das Lernproblem
gelost, d.h. eine bestimmte Verhaltensweise erlernt".
(Wirde das Lernsubjekt schon im ersten Lernversuch

die Alternative A1 wdhlen, sc wiirde ein Lehrer in

der Regel nicht geneigt sein, davon zu sprechen, daf
das Lernsubjekt vollstdndig gelernt habe, weil er ver-
mutlich annédhme, daB die richtige Ldsung der Lernauf-
gabe dem Zufall zugeschrieben werden muBl, Von "Lernen"
im gewtbhnlichen Sinn des Wortes wiirde ein Lehrer erst
dann sprechen, wenn er geniigend Griinde filr die Annshme
hétte, daB die Alternative A1 auch in allen folgenden
Versuchen mit einer bestimmten Mindestwahrscheinlich-
keit gewdhlt wiirde. Der Begriff Lernen, wie er hier
gebraucht wird, deckt sich &lso nicht immer mit dem
umgangasprachlichen Ausdruck. Durch die Vorgabe einer
bestimmten Mindestwahrscheinlichkeit fiir die Alterna-
tive A, in den folgenden Ableitungen wird jedoch ge-
widhrleistet, daB diese terminologische Inkongruenz

nicht zu sachlichen PFehlschliissen fiihrt.)

(2) Bei dem in Abschnitt 1.3 diskutierten Modell wur-

de unterstellt, daB jede Variable Py 11 p3 n'*** Poop
’ ¥ *

. eine bestimmte Funktion

(2.2) p.‘

1,n = pi’n(p1'n), i = 2,3,...1‘; n = 1,2’--.

der Variablen Pi.n ist. Die Form dieser Funktionen wur-
?

de so gewidhlt, dal die Bedingung
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i=r
(2.3) . Py oy =1 n=1,2y...
erfiillt blieb. Im folgenden wird ebenfalls angenom-
men, daB diese Bedingung stets erfiillt ist, ohne daB
iiber die Funktionen (2.2), die dieser Annahme entspre-
chen, weitergehende Voraussetzungen getroffer werden.
Auch hinsichtlich der Speéifikation und Abgrenzung
der einzelnen Ereignisse, sowie hinsichtlich der
Form der linearen oder nicht linearen Operatoren,
mit denen die Wirkung der Ereignisse beschrieben wer-

den kann, sollen keine weiteren Annahmen getroffen

werden, auBer daB (2.3) stets erfiillt ist.

Unter diesen Bedingungen l&dBt sich die Wahrscheinlich-
keit p1’n, mit der A1 im n-ten Versuch auftritt, als
eine Funktion beschreiben, in der auller den Parame-
tern der Funktionen (2.2) und den Parametern der Ope-
ratoren nur noch die Grife p1’1 enthalten ist. So er-
hdlt man beispielsweise fiir das in Kapitel 1, Ab-

schnitt 3, dargestellte Beispiel im zweiten Lernver-

such:
(2.4) Py o = (o(1p1’1 + (51)91’1 +
+ (%0, 4+ B,)a, - Z1f;,1+ 3, N
273
+ (d5py 1+ Py)ag - Z;f;;ﬁ A,

Unter der Voraussetzung (2.1) ergibt sich fiir die

Folge der Ausdriicke Py1r Py oo Py, greees Pin der in
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Fig. 2 dargestellte Verlauf. In diesem Schaubild
wurde die Annahme beriicksichtigt, da8 p1,n einen
oberen Grenzwert A besitzt, der kleiner als 1 ist.
In den folgenden Uberlegungen ist indessen auch der

Fall

}l=1im p1’n=1

n—re

mit eingeschlossen.

(3) Die Variable Zeit spielte in den bisherigen Uber-
legungen keine Holle. Diese GroBe soll nun eingefiihrt
werden, indem angenommen wird, daB fiir jeden Lernver-
such die gleiche Anzahl von %eiteinheiten zur Verfii-
gung gestellt wird.

Fig. 2
Pnt

1
A

Ferner sei eine approximierende stetige und diffe-

renzierbare Funktion



(2.5) = f(t), t =0

eingefithrt, auf der simtliche Punkte Py g0 B = 1,250
]
liegen. Die Funktion (2.5) hat dann unter Berlicksich-

tigung der bisherigen Primissen die Ligenschaften

af(t

Wy

(2.5.1) > 0, t

(2.5.2) 1im 4fi%

t = 00

=0

(2.5.3) £(0) = Py 4

Die Einfiihrung der Funktion (2.5) beruht auf folgen-
der Hypothese: Das Ausmafl, in dem sich die Wahrschein-
lichkeit der Alternative A1 erhdht, hédngt ausschlieB-
lich von der aufgewandten lLernzeit ab und ist unab-
hingig von der Anzahl der Lernversuche, die in einem
Zeitintervall durchgefiihrt werden. Oder anders ausge-
driickt: die Erhthung der Wahrscheinlichkeit der Alter-
native A1 wird ausschliefilich von dem Produkt aus der
Anzahl der ITernverscuhe und der Zeitdauer eines ILern-
versuchs bestimmt. Bugelski, der sich mit den Proble-
men befaBte, die bei der Anwendung der stochastischen
Lerntheorie auf schulische Lernprobleme entstehen,

zitiert eine Reihe von Experimenten,1) die diese plau-

1) Bugelski, R.R., "The Psychology of Learning Applied
to ZPeaching", New York 1964, S. 26
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sible Hypothese fundieren: Er hidlt die Hypothese fir
geniigend gesichert, um aus ihr praktische Folgerungen
fir die Lernpraxis zu fordern: "Some subjects learn
slowly; some rapidly. Those who learn one kind of
material slowly might not be so slow with other ma-
terials. It would, however, still take the subjects

a certain amount of time to learn anything. If this
is so, we might have a word of practical advice for
curriculum planners. They should remember that there
is only so much time in a school day (or school
year)".l) Bugelski begniigt sich mit dem Hinweis dar-
auf, daB8 praktische PFolgerungen aus dieser Hypothese
moglich sind. Eine detaillierte Ausarbeitung der prak-

tischen Konsequenzen wird von ihm nicht geliefert.

F. Restle war der erste, der die Analyse in dieser
Richtung vorangetrieben hat.2) Er ging von folgendenm
Sachverhalt aus: "Even if the students in an experi-
ment (or classroom) are about of the same ability, we
know that they will not learn at exactly the same
time...".3) Daraus ergibt sich, "that if the whole
class,.. is taught at once, a great many students will
waste a lot of time waiting until the last student
learns. If the classes are smaller, less student time

is wasted. However, with smaller classes more instruc-

1) Bugelﬂki, R.Rog Op. Cit., Sc 26-27

2) Restle, F., "The Relevance of Mathematical Models
for Education", in: "Theory of Learning and Instruc-
tion", The Sixty-third Yearbook of the National
Society for the Study of Education, Chicago 1964,
S. 111-131

3) op. cit., S. 114
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tor-time is needed, since the instructor now must
wait, separately, for the completipn of learning in
each claas“.l) Anhand eines einfachen stochastischen
ﬁernmodells leitet Restle die Bedingungen fiir die

optimale GroBe einer Klasse ab.

AuBer Restle ist G. Peichtinger der einzige Autor,

der die stochastische Lerntheorie in dieser Weise

auf die Erziehungsplanung angewandt hat.z) Feichtinger
stellte folgendes Problem. Fine Grundgesamtheit von
gleich begabten Schiilern soll N verschiedene Proble-
me (items) von gleichem Schwierigkeitsgrad erlermen.
Es wird angenommen, daB jeder Schiiler eine gewisse
Lernzeit L benttigt, um jedes dieser Probleme zu
erlernen, wobel I, eine exponential verteilte Zufalls-
groBe ist. Nun wird gefragt, wieviél Zeit zum Erler-
nen jedes Problems zur Verfiigung gestellt werden soll,
wenn jede von den Schillern zum Lernenzﬁugewandte Zeit-
periode einen bestimmten Kostensatz verursacht und

der volkswirtschaftliche Ertrag eines jeden Schiilers,
der sémtliche Probleme erlernt hat, gegeben ist. Die

N Interventionspunkte, bei denen die Unterrichtung
eines Problems zugunsten der Unterrichtung des niéchst-~
folgenden aufgegeben werden muB, damit die Differenz
zwischen Ertrag und Kosten ein Maximum wird, lassen

sich unter Anwendung der dynamischen Programmierung

1) Restle, F., op. cit., S, 121
2) Peichtinger, G., "Uber ein Entscheidungsproblem

in der Erziehungsplanung", in: Unternehm
schung, Bd. 14, Heft 1, 1970, S. 140_14791151‘01'-
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ermitteln,

Sowohl Restle als auch Peichtinger gehen in ihrer
Analyse davon aus, daB alle Schiiler gleich begabt

sind, d.h, dafl fiir jeden Schiiler dieselbe Iernfunk-

tion gilt - eine Annahme, die im folgendem durch die
realistischere Prdmisse zufallsverteilter Begabungen
ersetzt wird, Im Gegensatz zu den Ansidtzen von Restle
und Feichtinger, die die lernzeit eines Schiilers als
eine stochastische Variable behandeln, wird im folgenden
von zwar unterschiedlichen, aber nicht. stochastischen

Ternzeiten ausgegangen.

(4) Pragt man danach, wie lange es dauert, bis eine be-
stimmte Ausgangswahrscheinlichkeit p1’1 auf den Wert p‘],n
gestiegen ist, so 148t sich der dafiir benttigte Zeit-
aufwand aus der Gleichung (2.5) durch Einsetzen von
P1,n und Auflésen nach t ermitteln. Diese Fragestel-
lung entspricht inkaltlich dem folgendem Problem: bei
einer groflen Anzahl N von Schiilern mit identischen Aus-
gangswahrscheinlichkelten ist zu bestimmen, wie lange
es dauert, bis eine bestimmte Teilmenge dieser Schii-
ler die Alternative A1 wdhlt, d.h. lernt. Ist die
Anzahl der Schiiler in dieser Teilmenge in Hthe von N
vorgegeben, so igt Nn/N = p1’n derjenige Anteil an

der Gesamtheit der Schiiler, der nach dem n-ten Ver-
such die Alternative A1 gewdhlt hat, und die bendtigte
%Zeit ergibt sich dabei aus Gleichung (2.5). Die

GroBe py , ist dabei der Erwartungswert, der in tber-
s
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sichtsschema 1 in der n-ten Spalte aufgefiihrten
EinzelgriBen. Er 18t sich dadurch ermitteln, da8
die in der n-ten Spalte von {bersichtsschema 1 und
2 vorkommenden Einzelausdriicke péarweise multipli-
ziert und die Produkte anschlieBend addiert werden.
¥Wird dieser Erwartungswert vorgegeben, so resul-

tiert daraus eine ganz bestimmte Anzahl von Perioden,

Geht man bei der Interpretation der GrilBe p1’n

nicht von einer groBen Anzahl von Schiilern aus, die
identische Ausgangswahrscheinlichkeiten p1'1 be-
sitzen, sondern von einem bestimmten individuellen
Ternsubjekt mit der Ausgangswahrscheinlichkeit p1,1,
80 kann 1)1,n nach wie vor als Erwartungswert inter-
pretiert werden: p1’n ist dann der Erwartungswert
derjenigen Wahrscheinlichkelit, mit der ein individu-
elles Iernsubjekt das Iernproblem im n-ten Iernver-
such lernen wird. Die Wahrscheinlichkeit selbst, mit
der dieses Iernsubjekt das ILernproblem im n-ten Lern-
versuch 1&st, ist dabei eine Zufallsvariable. Baraus
ergibt sich, daB die zum Erreichen einer bestimmten
Lernwahracheinlichkeit erforderliche Zeitspanne eben-
falls eine Zufallsvariable ist. Stellt man nun wieder
die Frage, wie lange es dauert, bis ein bestimmtes in-
dividuelles ILernsubjekt die Iernaufgabe mit einer be-
stimnten vorgegebenen Mindestwahrscheinlichkeit Pe
von beispielsweise 0,9 1ltst, dann ist Gleichung (2.5)

zur Beantwortung dieser Frage nicht mehr anwendbar,



o
-
|

weil es sich nicht mehr darum handelt, die Zeit-
spanne zu ermitteln, die zum Erreichen eines be-
stimmten Erwartungswertes ndtig ist. Die gesuchte
Zeitspanne ist jetzt vielmehr eine Zufallsvariable,
die einer bestimmten Wahrscheinlichkeitsverteilung
unterliegt, und sie kann grdBer oder kleiner sein
als die Zeitspanne, die zum Erreichen einer bestimm-
ten Durchschnittswahrscheinlichkeit benttigt wird,
selbst wenn diese Durchschnittswahrscheinlichkeit

in der gleichen HShe vorgegeben wird wie Pg-

Um diese Zeitspanne zu finden, die notig ist, bis

der Wert P, gerade erreicht wird, kann man in Uber-
sichtsschema 1 diejenigen Spalten aufsuchen, in de-
nen mindestens eine der dort angegebenen Wahrschein-
lichkeiten den Wert Pg gerade erreicht., Je weiter
rechts die Spalten liegen, d.h. je griBer die Lern-
zeit ist, desto hdufiger werden in einer Spalte Wahr-
scheinlichkeiten auftreten, die dem Wext Pe gleich
sind oder ihn iibersteigen und umgekehrt. Da die An-
zahl der Perioden, die aufgewandt werden miissen, bis
ein individuelles ILernsubjekt den vorgegebenen Wert
P, erreicht, davon abhingt, auf welcher Route sich
der individuelle Iernproze8 im tbersichtsschema 1
bewegt, kann die Frage gestellt werden, wie gro8 die
Wahrscheinlichkeit fiir eine bestimmte Route bzw. fir
eine bestimmte Lernzeit ist. Um diese Frage zu beant-

worten, sucht man zunédchst diejenige Route, die zu der
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lingsten Ternzeit fithrt, Es ist dies fir das dar-
gestellte Modell der unterste Pfad in Ubersichts-
schema 1 und 2. Die Iernzeit, die aufzuwenden ist,
wenn der individuelle Iernprozell dieser Route
folgt, 148t sich dadurch bestimmen, daB man den-
jenigen Wert in Schema 1 aufsucht, der auf dieser
Route zum ersten mal den Wert P, gerade erreicht,
Die dazugehdrige Nummer der Spalte, in der dieser
Wert steht, entspricht der lingsten Lernzeit zum
Erreichen des Wertes Pge Die Wahrscheinlichkeit
dieser Iernzeit kann aus Ubersichtsschema 2 abgele-
sen werden: sie ist derjenige Wert, der in der

dem Schema 1 entsprechenden Spalte an unterster
Stelle steht. Die Wahrscheinlichkeit jeder ande-
ren lernzeit 1848t sich dann auf folgende Weise er-
mitteln, In Schema 1 wird zunichst die Position er-
mittelt, die einen Wert ergibt, der gerade p, er-
reicht. Die Nummer der dazugehOrigen Spalte gibt
dann die Anzahl der Perioden bzw, die Iernzeit an.
Die Wahrscheinlichkeit dieser Lernzeit 148t sich
aus Schema 2 ermitteln, indem man sidmtliche Routen,
in die sich die gefundene Position in Schema 1 ver-
zwelgt, so lange weiterverfolgt, bis sie in derje-
nigen Spalte enden, der im Ubersichtsschema 2 die
bereits festgestellte lingste Lernzeit entspricht.
Jede dieser Routen endet in dieser Spalte in einem

bestimmten Wert, der ihrer Wahrscheinlichkeit ent-
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spricht, Die Summe dieser Wahrscheinlichkeiten
ist dann die gesuchte Wahrscheinlichkeit fir die
untersuchte Lernzeit. Allen iibrigen ILernzeiten
lassen sich auf diese Weise die dazugehdrigen
Wahrscheinlichkeiten ihrer Realisation ebenfalls
zuordnen, wobel durch das beschriebene Verfahren
garantiert ist, daB die Summe der Wahrscheinlich-

keiten der einzelnen Lernzeiten 1 ergibt.

Diese lberlegungen geiten auch fiir Modelle, die
nicht so einfach aufgebaut sind, wie das den Ubex-
sichtsschemata 1 und 2 zugrunde liegende Modell,
Deshalb scheint es gerechtfertigt, folgende Fest~

gtellungen zu treffen:

(a) Die zum Erreichen einer vorgegebenen Mindester-
folgswahrscheinlichkeit Pe benctigte Zeit ist
fiir jedes Lernsubjekt eine Zufallsvariable, fir
die es eine bestimmte Hiufigkeitsverteilung
gibt.

{(b) Zu jedem Lernsubjekt gehtrt eine andere Hiufig-
keitsverteilung, deren Porm davon abhéngt, wie
grofl die individuelle Ausgangswahrscheinlich-
keit p1,1 ist.

Aus diesen Feststellungen resultiert eine erhebliche
Schwierigkeit. Will man zum Beispiel drei Schiiler,
die unterschiedliche Hiufigkeitsverteilungen der zum

Erreichen eines bestimmten pe-ﬁertes notigen Ternzeit
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besitzen, so in zwei Klassen einteilen, daB die
Lernzeit, die die erste Klasse benttigt, bis jeder
Schiiler den Wert Pg erreicht, zuzliglich der Lern-
zeit, die die zweite Klasse benttigt, bis jeder ihrer
Schiiler ebenfalls den Wert p, erreicht, ein Minimum
ist, so 148t sich daraus nicht die an sich nahelie-
gende Regel ableiten, daB die beiden Schiller mit

den griBten lernzeit-Mittelwerten zu einer Klasse zu-
sammengefaBt werden miissen, und dafl der Schiiler mit
dem kleinsten Iernzeit-Mittelwert die zweite Klasse
bildet. Diese zundchst vermutete Regel wiirde nur dann
zu dem gesuchten Minimum fithren, wenn ausvder bekann-
ten Rangfolge der Mittelwerte der individuellen Hiu-
figkeitsverteilungen darauf geschlossen werden kiénnte,
daB die tatsidchlich realisiertén}Lernzeiten der Schii-
ler die gleiche Rangfolge ergeben wiirden wie die ih-
rer Mittelwerte. Dieser Schluf ist jedoch nicht mtg-
lich, ja es ist z.B. denkbar, daB derjenige Schiiler
mit dem griBten Mittelwert die kleinste Zeitapanne
benttigt, und daB der Schiiler mit dem kleinsten Mit-
telwert die meiste Iernzeit aufwenden mu8, Das Prob-
lem kann auch nicht dadurch geldst werden, daB man
die wahrscheinlichste Kombination der Iernzeiten er-
mittelt und die aur dieser Kombination resultierende
Rangfolge der ILernzeiten fiir eine Einteilung der
Schiiler nach der vermuteten Regel zugrunde legt, Denn

es handelt sich darum, den Erwartungswert der Summe
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der beiden Lernzeiten zu minimieren, well diese
Summe eine Zufallsvariable ist. In dem Falle, da
der Schiiler mit dem kleinsten Iernzeit-Mittelwert
allein die eine Klasse bildet und die beiden ande-
ren Schiiler mit htheren HMittelwerten die andere
Klasse, besteht der zu minimierende Erwartungswert
der Summe aus dem Mittelwert des Schiilers, der al-
lein in einer Klasse ist}zuzﬁglich dem Erwartungs-
wert der aufzuwendenden Zeit, die benttigt wird, bis
Jeder Schiiler in der anderen Klasse den Wert p, er-
reicht. Die GroBe des zweiten Erwartungswertes

188t siéh nicht aus den Ternzeit-Mittelwerten die-
per beiden Schiiler allein berechnen, sondern erfor-
dert die Kenntnis der beiden Ilernzeitverteilungen.
Gibt man diese Verteilungen fiir alle drei Schiiler
vor und berechnet flir jede mdgliche Klasseneintei-
lung den Erwartungswert der Zielfunktion, so kann
sich dabei ergeben, daB die Klasseneinteilung, die
die Zielfunktion am besten erfiillt, von derjenigen
Klasseneinteilung abweicht, die sich unter Anwendung
der vermuteten Regel ergibt, wenn man von der (nicht
begriindeten) Annahme ausgeht, daB die Schiiler in je-
dem Fall genau jene Iernzeiten realisieren wiirden,

die durch ihre Iernzeit-Mittelwerte gegeben sind.

Wollte man versuchen, fiir eine groBere Anzahl von
Schiilern und fiir allgemeinere Zielfunktionen die

optimale Klasseneinteilung nach dem geschilderten
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Verfahren zu bestimmen, indem man jede Klassenein-
teilung daraufhin untersucht, wie hoch der resul-
tierende Erwartungswert der Zielfunktion ist, so
wiirde sich daraus ein vermutlich untragbar hoher
Rechenaufwand ergeben, Es ist deshalb interessant,
zu iiberpriifen, ob sich einfachere Verfahren ent-
wickeln lassen, soda8 vermieden werden kann, fiir je-
de denkbdare Klasseneinteilung den dazugehdrigen Er-
wartungswert der Zielfunktion numerisch zu ermitieln,
um anschlieBend die beste Klasseneinteilung auswih-
len zu kdnnen, Die gewlinschten Vereinfachungen sind
zu erreichen, wenn man besziiglich der Hiufigkeits-
verteilungen bestimmté Annahmen setzt.

Eine Annahme, die den gewlinschten Zweck erfiillt, be-
steht darin, d4al man voraussetzt, da8 sich die ein-
zelnen Hiufigkeitsverteilungen nicht i{iberschneiden.
Unter dieser Prémisse gibt es fiir einen bestimmten
pé-Wert nur eine einzige Rangfolge der Iernzeiten,
obwohl dabei jeder individuelle Iernzeitwert eine
Zufallsvariable bleibt., Die unter dieser Vorausset-
zung ableitbaren Optimierungsregeln unterscheiden
sich nicht von denjenigen Regeln, die sich gewinnen
lassen, wenn man annimmt, daB die lLernzeiten indivi-
duell verschiedene aber feste Gr&Ben sind und keinen
stochastischen Verteilungen unterliegen, Obwohl in
belden Fidllen die ableitbaren Regeln identisch sind,
ist es formal einfacher, die Regeln unter der Apnahme

fester Lernzeiten abzuleiten., Dies ist einer der Griin-
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leitung der Optimierungsregeln von individuell ver-

schiedenen aber festen Ternzeiten ausgegangen wird.

Aufler diesen pragmatischen Griinden sind vermutlich
folgende Uberlegungen geeignet, die Annahme fester.
Iernzeiten zu rechtfertigen, Das Problem der optimalen
Klasseneinteilung wird praktisch wohl erst dann re-
levant, wenn die Schiiler lédngere Zeit, z.B. widhrend
eines ganzen Schuljahres, in der ihnen einmal zuge-
wiesenen Klasse verbleiben, Die Iernprozesse, die die
Schiiler in diesen Fdllen durchlaufen, lassen sich ge-
danklich in eine sehr groBe Anzahl von Lernexperimen-
ten zerlegen. Man wird dabei davon ausgehen konnen,
daB die Streuung der individuellen Lernwahrscheinlich-
keiten widhren der ersten lernversuche noch sehr grof
ist und sich mit einer steigenden Anzahl von Lernver-
suchen verringert, was dazu fihrt, daB die Wahrschein-
lichkeit abnimmt, daBl ein Schiiler mit dem kleineren
Lernzeit-Mittelwert am Ende eine Iernzeit realisiert,
die grdBer ist als die realisierte Iernzeit eines
Schiilers mit gréBerem Lernzeit-Mittelwert., Ist die An-
ﬁahl der ILernversuche sehr gro8, so werden die stoch-
astischen Einfliisse zurlicktreten gegeniiber jenen Fak-
toren, die die Iernfdhigkeit der Schiiler kausal be-
stimmen und auf denen die Unterschiede zwischen den
Iernfihigkeiten und damit den Iernzeiten der Schiiler
nicht zuletzt beruhen.
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Die Frage, ob nicht auch bei einer stochastischen
Behandlung der Optimierungsprobleme wenn nicht alle,
so doch aber die wesentlichen Sdtze abgeleitet wer-
den konnen, die sich im Falle eines deterministi-
schen Ansatzes ergeben, kann in dieser Arbeit nicht
iiberpriift werden, obwohl die Vermutung sehr nahe
liegt, daB dies der Fall sein wiirde. Es war nicht zu-
letzt diese Vermutung, die es lohnend erscheinen liefB,
das Problem zundchst mit dem deterministischen An-

satz zu durchleuchten.

(5) Im folgenden wird davon ausgegangen, daB es eine
Anzahl s von Schiilern 81,82,...,88 gibt, die in eine
Anzahl k von Klassen eingeteilt werden soll, Entspre-
chend dem deterministischen Ansatz wird jedem Schii-
ler S5, J € {1,2,...,s} , eine positive Zahl t(j) zu-
geordnet, diedie zum Erreichen der Mindest-Erfolgs-
wahrscheinlichkeit p_ bendtigte Zeitspanne angibt.
Die Schiiler sollen so numeriert werden, daB

3(3) > (3) fur j > j°

irite {1,2,...,5} :

Dabei ist impliziert, daB die ILernzeiten aller Schii-
ler unterschiedlich sind,
Zur Definition einer Klasse K wird folgende Symbo-

lik eingefilhrt. Besteht z,B, die i-te Klasse Ki aus

den Schiilern Su’sv?sw’°"’ dann ist unter Ki die

Ki = {u,V,W,...}

Menge
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zu verstehen, deren Elemente aus den Nummern der-
jenigen Schiiler bestehen, die in der Klasse Ki zZu-

sammengefalt sind,

(6) Wird aus der Menge S =.{1,2,...,s } aller Schii-
ler eine beliebige Teilmenge X C S, K # &, ausge-
wihlt, und wird diese Teilmenge von Schiilern gemein-
sam in einer Klasse unterrichtet, dann se¢ll angenom-
men werden, daB die zum Erreichen des Wertes p, auf-
zuwendende Iernzeit jedes Schiilers aus K nicht davon
abhiéngt, (a) mit wievielen Schiilern er sich gemein-
sam in der Klasse befindet und (b) mit welchen Schii-
lern er die Klasse gemeinsam besucht. Diese Pr&misse
ist beziiglich der Annahme (a) nur bei solchen Unter-
richtsformen anndhernd erfiillt, in denen es nicht
darauf ankommt, daB widhrend einer bestimmten Unter-
richtszeit eine mbglichst groBe Zahl von Schiilern
Gelegenheit erhdlt, mit dem Lehrer einen Dialog zu
fithren (GroBvorlesungen, Vortridge etc.). Die Annah-
me (a) wird deshalb auch an entsprechender Stelle
modifiziert. Auch die Annahme (b) ist in vielen Fil-
len nicht erfiilit., Psychologen und Soziologen werden
immer Beispiele dafiir finden kodnnen, die beweisen,
.daB die Iernfidhigkeit des einzelnen Schiilers in star-
kem MaBe davon abhiéingt, mit welchen anderen Schiiler-
persdnlichkeiten er in einer Klasse gemeinsam unter-
richtet wird. Bei einer Anzahl s von Schiilern kann

man jeden Schiller auf 2571 - 1 Moglichkeiten mit an-

-
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deren Schiilern in einer Klasse zusammenfassen. Fir
jeden Schifler hitten also 28-1 _ 4 verschiedene Tern-
zeiten unterstellt werden miissen, um diese Effekte

zu beriicksichtigen. Abgesehen von dem allzu grofien
formalen Aufwand, der sich hieraus ergeben hitte,
schien es schon deshalb angebracht, auf diese Vers
feinerung zu verzichten, weil iiber diese Tatbest&nde
noch zu venig brauchbare Unterlagen existieren: "We
have practically no useful information about how this
isolated learning exercise differs from learning the
same assigment in group situations, which 1s not sur-
prising because psychologisis are in rather general
agreement that they would prefer to teach or observe

one subjekt at a time in a learning situation‘.1)

Zielfunktionen und Organisationsprinzipien

Unter dem Begriff Organisationsprinzip soll im folgen-
den die Gesamtheit der Regeln verstanden werden, die

etwas dariiber aussagen,

(a) in wieviele Klassen die Grundgesamtheit der Sechii-

ler eingeteilt werden soll,
(b) wie gro8 jede dieser Klassen sein soll und

(¢c) mit welchen Schiilern aus der Grundgesamtheit die

1) Bugelski, R.R., "The Psychology of Iearning Applied

to Teaching”, op. cit., S. 23-24
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Klassen besetzt werden miissen, wenn es gilt, ein be-
stimmtes vorgegebenes Ziel bestmSglich zu erfiillen.
Das Ziel kann z,B. darin bestehen, die Zeit, die die
ILehrer zur Unterrichtung der Schiiler aufwenden miissen,
zu minimieren. AuBer diesem Ziel werden folgende Ziel-
funktionen untersucht und die aus ihnen resultieren-
den Organisationsprinzipien abgeleitet: Minimierung
der von den Schiilern éufzuwendenden Zeit, Minimierung
der Ausbildungskosten, Maximierung der Ausbildungser-

trige, Maximierung der Nettoertrdge der Ausbildung.

Bei allen diesen Zielfunktionen wird angenommen, daB
folgendes ilibergeordnetes Ziel, das man als eine Gerech-
tigkeitsmaxime interpretieren kdnnte, erfiillt sein
muB: Die Wahrscheinlichkeit, mit der ein Schiiler

nach Beendigung der Ausbildungszeit dazu in der Tlage
ist, das gestellte Problem zu losen, darf eine fiir
alle Schiiler geltende gleich groBe Mindestwahrschein-
lichkeit p, von beispielsweise 0,9 nicht unterschrei-
ten.

Diejenige Art der Zusammenfassung von Schiilern zu
Klassen, die eine vorgegebene Zielfunktion am besten
erfiillt, wird optimale Klassenorganisation (optimales
Xlassensystem) genannt. In den folgenden Kapiteln gilt
es, die Regeln abzuleiten, nach denen aus der Grund-
gesamtheit der Schiiler das optimale Klassensystem ge-

bildet werden kann. Dabei wird sich zeigen, daB ein
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Klassensystem, das eine bestimmte Zielfunktion opti-
miert, nicht notwendig auch in bezug .auf eine andere

Zielfunktion optimal zu sein braucht.



3.1

- 63 -

Kapitel 3: Minimierung der Iehrerzeit

i e S S TS S S S T S A S o S T e A e Tmm e e e B T e et e e e et
L et e P e

Vorgegebene relative KlassengroBen, vorgegebene

Anzahl von Klassen

In diesem Abschnitt wird von der Frage ausgegangen,
auf welche Weise eine Menge von Schiilern in eine vor-
gegebene Anzahl k von Klassen eingeteilt werden soll,
wenn (a) die relative GriBe jeder Klasse gegeben ist,
(b) jeder Schiiler am Ende der Unterrichtszeit, die er
in immer derselben Klasse verbringt, mindestens mit
der Wahrecheinlichkeit Pg das Iernproblem l8sen soll
und (c) die Summe der Zeit, die alle Lehrer zur Un-
terrichtung der Schiiller sufwenden miissen, ein Minimum
sein soll, Dabei wird angenommen, daB jeder Klasse

ein Lehrer zur Verfiigung steht.

Die ILbsung dieses Problems ist evident: Die Klasse
mit der grdfiten Anzahl von Schillern muB sich aus

den Schiilern zusammensetzen, deren Iernzeiten in

der geordneten Menge {t(1), t(2),..,t(8) }

die grtBten Elemente bilden. Die Klasse mit der zweit-
groBten Anzahl von Schiilern muB alle diejenigen Schii-

ler enthalten, deren Jernzeiten eine liickenlos zgeord-

" nete Mengei) bilden, wobei sich diese Werte an die Iern-

zeiten der grofiten Klasse anschlieBen. Entsprechend
mul die drittgzrsfSte Klasse gebildet werden usf. bis

zur k-ten Klasse. Obwohl sich die ISsung dieses Prob-

1) Die Menge enthilt alle Elemente, die zwischen ihren
kleinsten und groBten Element vorkommen,
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lems intuitiv angeben 1d8t, soll die Ldsung bewie-
gen werden, weil bei der Behandlung der komplizier-

teren Probleme, die sich nicht intuitiv 1lsen lassen,

dieser Beweig vorausgesetzt werden muB,

Das Problem léBt sich wie folgt formulieren. Aus den
Elementen der Menge S =~{1,2,...,s} sollen k Teilmengen
11,I2,...,Ik so gebildet werden, daB

i=k

(3.1) Jx =5,
1=

Bezeichnet man =it ay die Anzahl der Schiller, aus denen

X, gebildet wird, dann soll gelten

=k
(3.3) 5: a; = 8 , wobei

i=1 _
(304’) ai EW fﬁl‘ i = 1,2,.0.,]‘ y

(305) a1‘ az‘_---‘ak_“‘a'k .
Die Werte ai/a entsprechen dabei den relativen Klassen-
griofen, Fernmer soll die Zielfunktion, die die von den Ieh-

rern aufzuwendende Zeit angibt, ein Minimum annehmen:

i=k
(3-6) Z= z tj_ ]
i=1
wobei die Gleichung (3.6) folgende Definition enthilt

(3-7) ti 3=l§laé;(3) y i=1,2,...,k
J i

Durch (3.7) wird gewdhrleistet, da8 der Unterricht
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in jeder Klasse so lange fortgesetzt wird, bis derjeni-
ge Schiiler, dem in jeder Klasse der griBte t-Wert ent-
spricht, die vorgegebene Mindest-Erfolgswahrscheinlich-

keit Pg erreicht hat.

Die Zielfunktion (3.6) wird unter Einhaltung der ge-
setzten Nebenbedingungen durch folgende Klagsenorga-

nisation minimiert:

K, ={1,2,...,a1}

(3.8) K2 ={a1+1’31+2,o-o,a1+8.2} .

K, = {a1+a2+...+ak_1+1, a1+a2+...fak_1+2,...
* e ,81 +32+. - o+ak_1+ak}

Zum Beweis dieses Ergebnisses werden die folgenden bei-

den Sitze formuliert und bewiesen.

Satz 1

Sei K = K,UKJ...UK, ein Klassensystem, das die Bedin-

gungen (3.1) bis (3.4) erfiillt, und dessen Xlassen Kg

nicht alle llickenlos geordnete Teilmengen der Menge
S={1,2,...,B}

sind, Sei ferner f(x) eine positive strikt monoton stei-

gende und g(x) eine positive strikt monoton sinkende

Punktion im Wertbereich x » 0. Dann gibt es stets ein
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System x° = K:UKSU..JJKﬁ , dessen Klassen Kg alle
liickenlos geordnete Teilmengen der Menge S sind, und
das die Bedingungen (3.1) bis (3.4) ebenfalls erfiillt.
Dabei gilt immer

= i=k
(3.9) b £(23) < . 2(ty)

i=1 i=
i=k o i=
(3.10) Z: g(ti) > p 2 g(ti) )
i=t i=1
wobel t] = max t(j) . i=1,2,...,k ,
' o
j €Ky
ti=m'h(3) ] i=1,2,...,k
J G.Ki

Beweis des Satzes 1

Im Klassensystem K = I*JKéJ..AJKk, das die Bedingungen
(3.1) - (3.4) erfiillt, sei die Klasse K, x€ {1,2,...,1:},
eine nicht liickenlos geordnete Teilmenge der Menge S,

Die i-te Klasse K., i=1,2,...,k, enthalte die An-

zahl ay von Elementen der Menge S. Dann enthidlt die

Klasse K die Anzahl a, von diesen Elementen.

Sei u das kleinste und v das griBte Element von allen

Elementen in L Da Ix voraussetzungsgemiiB eine nicht
lickenlos geordnete Teilmenge der Menge S ist, gibt es
in der Menge

(3.11)  q ={u, u+1,...,v}
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rindestens ein Element w mit

we&Kx .
Es sei Wy das grofte Element dieser Art und es sei
KZ diejenige Klasse, die Wy enthiilt, Ferner seien
Woy W3yees die anderen etwa noch in KZ enthal tenen
Elemente aus Qx' Die Nunerierung dieser Elemente sel
80 vorgenommen, dall

w1>w2>w3>...
gilt.
Es wird nun folgende Fallunterscheidung getroffen.

Es gilt fiir Wy entweder

(3.12) w, = max b

3 e'KZ
oder
(3.13) W1 # max j
je Kz

(a) Angenommen es gilt (3.12). Dann 148t sich der

Ausdruck
i=k
1=

tizmt(j) y i=1,2’coo’k
J E.Ki
verringern und der Ausdruck
i=k
(3.15) E g(ti)
i=1
ti=mt(j) » i=1,2,¢ou,k

j € Ky
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erhdhen, indem man folgenden Elemententausch durch-
fihrt:

(3.16) K o= (K U] ) - fu]

(K- {n} ) U {u]

(3.18) Kiﬂxi 3 i=1,2,..-,k; i#x’ 1# Z.

(3.17)

W2

Da aufgrund dieses Elemententausches

max j ¢ max J

jE€K, JEK,

und max :] =mB.Ij s i.=1’2,o-.’k ’
JEK! JEX i#sz

ist der Ausdruck (3,14) gesunken und der Ausdruck

(3.15) gestiegen.

(b) Angenommen es gilt (3.13). Es seil v' das griBte

Element von K,. Da w, das grofite nicht zu K, gehd-

rende Element in Qx ist, muB v' grifer sein als V.

Es wird nun folgender Elemententausch durchgefiihrt:

(3.19) K} = (K Ufw,] ) - {+}
(3.20) Ky = (K, Ufv}) - {w1}
(3.21) Ki =Ky 31i=1,2,...,k; ifdx; i#z.

Es ergibt sich:

(3.22) max j { max j

JEe€K jeEK
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(3.23) max j = max j , i=1,2,...,k .
jex; j€ K ifx
(3.23) gilt wegen v' > v 2 Wy auch fir i = z.
Aufgrund von (3.22) und (3.23) ist wieder der Ausdruck

(3.14) gesunken und der Ausdruck (3.15) gestiegen.

(c) Fir jedes weitere Element w,, w3, ... 1dBt sich
ebenfalls ein Elemententausch entweder nach Schema (a)
oder (b) durchfiihren, wodurch jedes mal der Ausdruck
(3.14) vermindert und der Ausdruck (3.15) erhtht wird,
bis Kx eine liickenlos geordnete Menge geworden ist.

Dasselbe gilt in bezug auf jede andere nicht llickenlos

geordnete Menge.

Satz 2

Sei K = KUK V.. UK, ein Klassensystem, fiir das die
Bedingungen (3.1) - (3.4) erfiillt sind, und fiir das
alle Klassen K,, 1 = 1,2,...,k, liickenlos geordnete
Teilmenge der Menge S sind.

Dann gilt folgender Satz:

Der Ausdruck

(3.14) % £(t5)
1=1
ty = max $(§) , 1=1,2,...,k
J ek
148t sich unter Einhaltung der Bedingungen (3.1) -

(3.4) verringern und der Ausdruck
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(3.15) 25 (%)

4 = max (i) , 1=1,2,..0,k
je Ki
unter Einhaltung der Bedingungen (3.1) - (3.4) vergro-
Bern, so lange eg in K zwei Klassen E und Ky R
X,y 6{1,2,...,35}' x # y, gibt, fiir die gilt:

(3.24) % ={u,u+1,u+2,...,u+ay-1}

(3.25)‘ K = {u+a ,u+a +1 u+ay+2,...,u+ay+a -1}

(3.26) 8y >a, .

Beweis des Satzes 2

Vertauscht man die Elemente der beiden Klassen Kx
und Ky go, daB aus K und % vor dem Tausch die bei-

den Klassen X' x und K} nach dem Tausch entstehen:
(3.27) K ={u,u+1,u+2,...,u+a.x-1}

(3.28) Ky = {u+ax,u+ax+1 YA +2, .. .,u+ax+a.y-1} ,

dann ist

(3.29) max t{(j; = max 1(j)
jek,  JEER
(3.30) max t(j) > max %(j)

jﬁ% j €K
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wilirend alle iibrigen ti unverdndert geblieben sind,
Folglich ist durch diesen Elemententausch der Ausdruck

(3.14) gesunken und der Ausdruck (3.15) gestiegen.

Die Beshauptung, daB8 (3.8) das Piir die Minimierung der
Lehrerzeit optimale Klassensystem darstellt, kann num
mit Hilfe der Sétze 1 und 2 béwiesen ﬁerden.

Die zu minimierendegZielfunktion lautet

(3-31) zZ = gti

ti’mt(J) , 131,2,09.,k0
J e Ki

Die Gleichung (3.31) ist ein Speszialfall der Funktion
(3.14). Yolglich kann Satz 1 direkt angewandt werden,
Diese Anwendung ergibt, da8 sich (3.31) so lange ver-
ringern 1&8t%t, bis alle Xlassen Ii ltickenlos geordnete
Teilmengen der Menge S sind,

Bildet man entéprechend Satz 1 ein Klassensysien K

mit lauter 1llickenlos geordneten Teilmengen von 8,

dann 148t sich die Zielfunktion aufgrund von Satz 2
welter verringern, falls es in K zwel Klassen Iy und
X, gibt, fiir die die in (3.24) und (3.25) formulierten
Eigenschaften gelten.

Unter der Nebenbedingung (3.5) gibt es nur ein einziges
Klassensystem, fiir das in bezug auf jedes benachbarte
Paar von Klassen K, und K die in (3.24) und (3.25)
formulierten Eigenschaften nicht gelten. Es ist dies
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das in (3.8) formulierte System.

Besitzt eine Gruppe von Schiilern die gleiche Lernzeit,
80 kann es sein, daB die Anwendung der Sdtze 1 und 2
nicht zu einem einzigen optimalen Klassensystem fiihrt.
Dieser Fall tritt dann ein, wenn nach Anwendung der
Sétze 1 und 2 ein Teil der Schiilergruppe mit gleichen
Iernzeiten einer Klasse K und der restliche Teill ei-
ner Klasse Kx+1 zugeordnet werden muB, Tauscht man in
diesem Fall je zwei Schiiler mit gleichen Iernzeiten
gwischen den Klassen.K¥ und X; o, aus, so bleibt der
Wert der Zielfunktion unveridndert. Dieser Wert bleibt
auch dann unveréndert, wenn alle Schiller dieser Gruppe

in die Klasse Kx aufgenommen werden,

MuB8 indessen nach Anwendung der Sitze 1 und 2 die
Schiilergruppe mit gleichen Iernzeiten einer bestimm-
ten Klasse ganz zugeordnet werden, weil sich nur so
die Nebenbedingungen (3.4) und (3.5) einhalten lassen,

dann gibt es nur ein einziges optimales Klassensystem.

Variable Anzahl von Klassen und variable

relative KlassengrdBen

Betrachtet man zunidchst den Fall, daB die Anzahl dex
Klassen gegeben ist, wihrend die relative GriBe je-
der Xlasse variabel bleibt, so ergibt sich unmittel-
bar, daB dasjenige Klassensystem den Wert der Ziel-
funktion minimiert, filir das die ersten k-1 Klassen



- 73 -

aus je einem Schiiler der k-1 Schiiler mit den kleinsten
Iernzeiten bestehen, wihrend die k-te Klasse alle iibri-
gen Schiiler enthidlt.

PFiir den Fall, daB nicht nur die relative GréBe der
Elassen sondern auch die Anzahl k variabel ist, be-
sitzt die Zielfunktion ihr absolutes Minimum, wenn
alle Schiiler in einer einzigen Klasse zusammengefaBt
werden., Dieses Resultat ist indessen unrealistisch,
weil es voraussetzt, daB die Iernzeit der Schiiler un-
abhéngig von der KlassengriBe ist. Es soll deshalb
auch der Fall untersucht werden, da8 die Lernzeiten

der Schiiler eine Funktion der KlassengrdBe sind.

Beriicksichtigung des Einflusses der Klassengrifle
guf die Lernzeif

(a) Hypothesen

Da es bisher kaum experimentell gesicherte empirische
Hypothesen ilber die Abh&#ngigkeit der Lernzeit von der
KlassengroBle gibt, soll im folgenden von einer allge-

meinen Funktion h

(3.32) h(j,ai) , 35{1,2,...,
L

aiEN , 1 = a4

i=1,2,...,k

s fiir

ausgegangen werden, die fiir ein bestimmtes j und aj
diejenige Zeit angibt, die derjenige Schiiler j der
Klasse i mit as Schiilern bendtigt, der, falls er

sich allein in der Klasse befiande, eine lernzeit



von t(j) bendtigen wiirde. Es soll angenommen werden,
daB die Rangfolge der Lernzeiten der Schiiler unver-
andert bleibt, wenn sich die GroBe der Klasse ver-
andert, d.h. der langsamste Schiiler bleibt stets der
langsamste, ganz gleich, wie groB die Klasse ist. Es
geniigt fiir die folgenden Ableitungen anzunehmen, daf
h eine strikt monoton steigende Funktion von a; ist.
Es gibt eine Reihe von Griinden, die die Annshme eines
S-formigen Verlaufs fiir diese Funktion nahelegen. Dies
wiirde bedeuten, daB8 die lernzeit eines Schiilers zu-
néchst iberproportional und dann unterproportional
mit der Schiilerzahl steigt (vgl. Fig. 3). Ebenso
Plausibel erscheint indessen der Verlauf, fiir den
der zus#dtzliche Zeitaufwand bei VergriSerung der
KlassengrtBe um einen Schiiler von Anfang an abnimmt
und schlieBlich verschwindend klein wird., Im folgen-
den soll keine spezielle Annahme getroffen werden,
auBer das h eine in j und a; strikt monoton steigen-
de Funktion ist. Zur Vereinfachung der Schreibweise
wird als Ti diejenige Iernzeit definiert, die der
langsamste Schiiler von allen Schiilern in Klasse Ki

benﬁtigt, wenn die Klasse Ki die Anzahl a; von Schii-
lern enthdlt:
c
T, := h(J 184)
(3-33) ,jo-'—'maxj i=1,2,oa¢,k

JEKi
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(b) Vorgegebene Klassenzahl, vorgegebene relative
KlassengrdBen,

In diesem Fall besteht das Optimierungsproblem bei
Minimierung der Iehrerzeit darin, ein Klassensystem

zu finden, das die Funktion
i= o i=k
(3-34) zZ = h(.] ’ai) = .Z“Tl
i= i=1

unter den Nebenbedingunzen (3.1) - (3.5) minimiext, wo-
bei z die von allen Lehrern aufgewandte Zeit darstellt.
Da die GrdBen a; in diesem Fall vorgegeben sind, kann
die Funktion h als ein Spezialfall derjenigen Funktion
£(t,) in (3.14) aufgefaBt werden, fiir die Satz 1 be-
wiesen wurde. Wendet man Satz 1 auf dieses Optimierungs-
problem an, so ergibt sich, daB das Xlassensystem, das
(3.34) minimiert, aus liickenlos geordneten Klassen be-
stehen mufl, Satz 2 kann indessen nicht zur weiteren
Bestimmung des optimalen Klassensystems verwendet wer-
den, weil im Beweis fiir diesen Satz ein Elementen-
tausch durchgefiihrt wurde, der nur das Argument der
Funktion f(ti) in (3.14) verinderte, die Funktion
selbst aber unverindert lieB., In dem vorliegzenden

Fall dndert sich jedoch durch diesen Elemententausch
nicht nur das Arguament jo, sondern auch die als Para-
~meter interpretierbare Grofe a; der Funktion h(jo,ai).
Es muB also aus der Menge aller mdglichen Klassene
systeme, deren Klassen liickenlos geordnete Mengen sind,
das optimale Klagsensystem auf andere Weise bestimmt

werden. Bel einer vorgegebenen Anzahl k von Klassen
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und vorgegebenen relativen KlassengrdBen gibt es eine
Anzahl k! von Klassensystemen, deren Klassen licken-
los geordnete Mengen sind und die dariiberhinaus die
Bedingungen (3.1) - (3.5) nicht verletzen. Da die An-
zahl dieser Systeme mit steigendem k stark zunimmt, ist
eine direkte Auswahl des optimalen Systems durch Be-
rechnung des Wertes der Zielfunktion fﬁr jedes der k!
Systeme mit einem erheblichen Rechenaufwand verbunden,
Dieser Rechenaufwand 148t sich bis zu einem gewissen
Grade verringern, indem man das Problem als Zuordnungs-
problem behandelt und mit Hilfe des ganzzahligen line-

aren Programmierens 16st.

(e) Vorgegebene Klassenzahl, variable relative Klas-
sengroéfen.

Nimmt man an, daf die Punktion h, die bisher nur fiir
ganzzahlige Werte j und a4 definiert wurde, durch ei-
ne fiir alle Punkte (j,ai), 0€j; £s,1% ay £ g, de-
finierte, stetige und differenzierbare Approximations-
funktion h#(j,ai) ersetzt wird, so kann das Problem

mit Hilfe eines lLagrange-Ansatzes approximativ ge-

16st werden: Die Funktion =z
% X
z = h [11,11] + h [(x1+12),12] ¥ eae

(3.35) oot h*[(x1+x2+...+xk),xk] -

i=k
ol Em

ist in bezug auf die Variablen x; unter der Nebenbe-



dingung zu minimieren, dall die Summe aller x, die
vorgegebene Anzahl s von Schiillern ergibt, Dabei ist
x; die Anzahl der Schiiler in Klasse i. Sind die L&~
sungen von (3.35), die durch Nullsetzem der par-
tiellen Ableitungen und unter Beachtung der hinrei-
chenden Bedingungen filir ein Minimum gefunden wurden,
nicht ganzzahlig, so ist es vermutlich am sinnvoll-
sten, jedes nicht ganzzahlige X5 durch diejenige
ganze Zahl zu ersetzen, zu der X4 den kleinsten Ab-

stand besitzt, Sind alle nicht ganzzahligen X auf

¢

diese Weise durch ganzzahlige Werte xj

ersetzt wor-

den, so ist das optimale approximierte Klassen-

system
K = { 1,2,...,x%}
KQ = {'x;+1,x§+2,...,xi+xé}
(3.36) :
K, = {.x{+xé+...+xi_1+1,xi+x2'+...+xi_1+2,..

REER 2R s A AR R SRR e }

(d) Variable Anzahl von Klassen.

Unter der Annahme, daB die Iernzeiten von der Klassen-
grofe unabhéngig sind, ist mit jeder Erhtung der Klag-
- senzahl eine Vergrtflerung der Iehrerzeit verbunden.

Zu einem aﬁderen Resultat kann man gelangen, wenn an-

genommen wird,}daﬁ die Lernzeiten eine strikt monoton

steigende Funktion der KlassengréBe sind, 0b eine Er-

hohung der Klassenzahl den Wert der Zielfunktion ver-
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groBert oder verkleinert, hingt von der Funktion h
ab und auBerdem davon, auf welche Weise die Anzahl
der Klassen um eine weitere liickenlos geordnete
Klasse bei Konstanz der gesamten Schiilerzahl s er-
hoht wird. Die Erhdhung der Klassenzahl um eine Ein-
heit kann dadurch erfolgen, daB eine bestimmte Klas-
se beispielsweise in zwei gleich groBe liickenlos ge-
ordnete Teilklassen zerlegt wird. Durch diese Zerle-
gung tritt in der Zielfunktion ein neuer Summand
auf, Die daraus resultierende zusdtzliche Iehrer-
zeit kann jedoch durch eine Abnahme der Iehrerzeit
in der Restklasse, die nach Zweiteilung der urspriing-
lichen Klasse iibrig geblieben ist, iiberkompensiert
werden, weil die Iehrerzeit in dieser Restklasse in-
folge der nur noch halb so groBen Schiilerzahl gesun-
ken ist. Die Frage, ob diese Uberkompensation tat-
sdchlich eintritt oder nicht, 1#8% sich ohne spe-
zielle Annahmen iiber die Punktion h nicht beantwor-

ten.

Zusammenfassung

Unter der Annahme, daB die Lernzeit der Schiiler nicht
von der KlassengroBe abhangt, 148t sich das Minimum
der Iehrerzeit bei vorgegebenen relativen Klassen-
grofilen und vorgegebener Klassenzahl allein unter An-
wendung der Sitze ¥ und 2 bestimmen. Das optimale
Klassensystem besteht aus Klassen, die alle liicken-

los geordnete Teilmengen der Menge S -—-{ 132500y s}
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sind. Dabei muB die Rangfolge der relativen Klassen-
groBen der Rangfolge entsprechen, die von den Lern-
zeiten derjenigen Schiler gebildet wird, die in je-
der Klasse die meiste Iernzeit benttigen. Diejenige
Klasse, die den Schiiler s enthdlt, muB die groBte
und diejenige Klasse, die den Schiiler 1 enthilt, die
kleinste relative KlassengriBe besitzen. Bei vorgege-
bener Klassenzahl und variablen relativen Klassen-
grioBen erreicht die Zielfunktion ihr Minimum, wenn
die k-1 schnellsten Schiiler in je einer Klasse und
die restlichen Schiiler in der k-ten Xlasse zusammen-
gefaBt werden. Das absolute Minimum der Zielfunktion
ist dann erreicht, wenn sich alle Schiiler in einer
Klasse befinden. Da in diesem Fall nicht mehr damit
gerechnet werden kann, daB die Lernzeiten dex Schii-
ler unabhingig von der KlassengriBe sind, wurde diese

restriktive Annahme abgewandelt.

Die Binfiihrung einer in der Variablen “KlassengriBe®
strikt monoton steigenden Lerngzeitfunktion filhrte zu
neuven QOptimierungsproblemen. Da Satz 1 auch unter die-
ser neuen Annahme anwendbar blieb, ergab sich sowchl
fiir die Fdlle variabler wie konstanter relativer Klas-
sengrofe und Klassenzahl als Voraussetzung des opti-
malen Systems stets eine Klasseneinteilung, bei der
alle Klassen lickenlos geordnete Teilmengen der Men-
ge 5 ={1,2,...,5 } varen. Da Satz 2 nicht mehr ange-
wandt werden konnte, muBten zur weiteren Bestimmung
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des optimalen Klassensystems zusidtzliche Verfahren

gesucht werden.

Fiir den Fall vorgegebener relativer Klassengrifen
und vorgegebener Klassenzahl gab es k! Klassensysteme,
die die Bedingung liickenlos geordneter Klassen er-
fiillten. Eine Moglichkeit, aus diesen k! Systemen
das optimale auszuwzghlen, besteht darin, dal man

die Aufgabe als Zuordnungsproblem auffaBt und mit
den Mitteln der ganzzahligen linearen Programmierung
1ost.

Bei variablen relativen Klassengrofien und vorgegebe-
ner Klassenzahl bietet sich als Losungsverfahren die
Formulierung der Zielfunktion als Lagrange-Ansatz an,
doch mufl hierfiir die diskrete Funktion h durch eine

geeignete Approximationsfunktion ersetzt werden.

Bei variabler Anzahl von Klassen ergab sich eine wich-
tige Abweichung zu dem entsprechenden Fall, bei dem
die Lernzeit nicht als Funktion der KlassengriBe be-
handelt wurde: eine Erhthung der Klassenzahl hatte

nun nicht notwendig ein Ansteigen der lehrerzeit zur
Folge, sondern konnte im Gegenteil auch dazu filihren,
dal d}e Iehrerzeit abnahm, Wann das eine und das an-
dere der Fall ist, hingt von den Annahmen iber den
EinfluB der KlassengroBe auf die Iernzeit, d.h, von
den Eigenschaften der Funktion h ab.
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Kapitel 4: Minimierung der Schiilerzeit

Pttt bt bttt ]

Yorgegebene Anzahl von Klassen und vorgegebene
relative Klassengriofen

Auch bei der Zielfunktion Minimierung der Schiilerzeit
801l gewihrleistet werden, da8 kein Schiiler vom Aus-
bildungsprozeB ausgeschlossen wird. AuBlerdem sollen
die Nebenbedingungen (3.1) - (3.5) bei der Klassen-
bildung erfiillt sein. Dariiber hinaus gilt wieder die
iibergeordnete Maxime, daB jeder Schiiler nach Beendi-
gung der Ausbildung die Mindest-Erfolgswahrschein-
lichkeit P, erreicht.

Die Summe der von den Schiilern aufzuwendenden lern-

zeit ist durch

gegeben, wobei 8y i=1,2,...,k, die Anzahl der

Schiiler in Klasse K, und

i
ti-——ma.x t(j) [ i=1,2,-..,k
Jexy

die Lernzeit des Schiilers mit dem groBten t(j) von

allen Schiilern in Klasse Ki angibt, Definlert man
ey := ai/s y 1=1,2,...,k

als die relative KlassengriéBe der Klasse Ky, dann
kann Gleichung (4.1) auch als

(4.2) z = t1sc1 + ty8c, +...4+ ey
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geschrieben werden.

Bei der gegebenen Gesamtmenge S der Schiiler erreicht
die Funktion (4.2) fiir das gleiche Klassensystem ein
Minimum wie folgende Funktion:

(4.3) z = tyc, + to0, 4.+ Tioy

Werden in (4.3) die GridBen Cq3Cny...,C, als Konstante
angesehen, dann kann Satz 1 unmittelbar auf dieses
Problem angewandt werden: Notwendige Bedingung der
optimalen Klassenorganisation im Hinblick auf die Mi-
nimierung der Schiilerzeit ist wieder ein Klassensystem,
dessen Klassen alle liickenlos geordnete Teilmengen der

Menge S sind.

Der Satz 2 kann zur Ableitung der hinreichenden Bedin-
gungen des Minimums der Zielfunktion (4.1) ebenfalls ver-
wendet werden, weil ein nach Satz 2 vorgenommener Ele-
mententausch die hier als gegeben betrachteten relati-
ven Klassengr&8en nicht verdndert. Die Klassen miissen

50 gebildet werden, daB die Rangfolge der Klassengris-

Ben der Rangfolge der Iernzeiten der jeweils lang-

samsten Schiller in jeder Klasse entspricht,

Vorgegzebene Anzahl von Klassen und variable

relative KlassengrdBen

FaBt man die Funktion t (x), 0 £x £ s, als eine
Approximation der Funktion t(j), j € {1 ,2,...,5} ’
auf, dann kann das Problem durch Anwendung der Diffe-
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rentialrechnung nihrungsweise geltst werden. Die
Zielfunktion als ILagrange-Ansatz lautet in diesem

Pall:

(4.4) 7 = x1t*(x1)+x2t*(x1+x2)+...+xkt*(x1+x2+...+xk) -

_/L[g{ xi- S] .

Hier ist wie in (3.35) die Zielfunktion unter der
llebenbedingune zu minimieren, dal die Summe der
Schiller in allen Klassen gleich der Gesamtzahl s
aller Schiiler ist. Hicht ganzzahlige TOsungen Xy
miissen wieder durch die ganzzahligen Werte mit dem
kleinsten Abstand von x5 ersetzt werden, In Fig. 4
ist die Aufgabe filir k¥ = 4 graphisch veranschaulicht.
Die Zielfunktion erreicht ihr Minimum, wenn die Sum-
me der gchraffierten Fldchen ein lMinimum wird. Der
in Fig. 4 dargestellte S5-fOrmige Verlauf spiegelt
die impliziten Annahmen Uber die Besetzungszahlen
einzelner Iernzeit-Intervalle mit alternativen Schii-
lernengen wider, Bei dem dargestellten Verlauf ist
die plausible Annahme impligziert, dafi die relativen

Hiufigkeiten filr die Lernzeit-Intervalle einer ein-

gipfligen Haufigkeitsverteilung entsprechen.1)

1) In der Psychologie geht man oft davon aus, daB das
HMerkmal Intelligenz normalverteilt ist oder zumin-
dest einer eingipfligen glockenftrmigen Verteilungs-
funktion unterliegt. Dabei hat man festgestellt, daB
die Fahigkeit "to learn ideas and symbols" eng mit
dem Merkmal Intelligenz korreliert ist. Vgl. Thorn-
dike, E.L., "Human Learning", Cambridge (Mass.),
1966, S. 184-185,



- 85 -

Fig, 4
| 1x )
- » - P S - X,)
0 X X, Xy Xy S

Der Spezialfall, daB t*(x) eine Gerade darstellt,
filbrt zu der Losung Xy = X5 = eee = Xy In diesem
Fall lautet die Zielfunktion

zZ = x1(a+bx1) + 12[a+b(x1+x2)] + eee

{(4.5) cee + xk[a+b(x1+x2+...+xk)] -
£
R F= R T

wobei t = a+bx eine Gerade mit positiver Steigung
ist (vgl. Fig. 5). Differenziert man diese Zielfunk-
tion partiell nach der Variablen X5 und Xi,4 2

i€ {1,2,...,k-1} , und setzt diese Ableitungen
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gleich Null, so erhilt man

D .=i %
¥4
’SET a+h E xj + b ‘ xj /(‘

= = 0
1 i= j=l
D j=1+1 j=k
2
T———— = .+ b X. - =0 .
X141 axd t x‘] 1 J /&
j=1 j= i

Setzt man diese beiden Ausdrilicke einander gleich, so

ergibt sich

Das Minimum der Zielfunktion ist also dann erreicht,
wenn alle Klassen mit der gleichen Anzahl von Schii-
lern besetzt werden. Die dabei vorausgesetzte Annah-
me, daB t(x) eine Gerade ist, impliziert eine spezielle
Hiufigkeitsverteilung der einzelnen Lernzeitwerte:

zu jedem Iernzeitwert 148t sich genaun ein Schiller zu-
ordnen, wobei die Differenz zwischen zwei benachbar-
ten lernzeitwerten stets gleich ist. Da in diesen

Fall Xy =Xy = 0. =X, eind auch die schraffierten

Flidchen in Fig., 5 einander gleich.
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Fig. 5

) t"(x)

!w

"""x,j

4,3, Die optimale Anzahl von Xlassen

Zerlegt man eine beliebige liickenlos geordnete Klasse
in zwel oder mehr 1liickenlos geordnete Teilklassen, soO
ist aus Fig. 4 und 5 sofort ersichtlich, daB8 dadurch
die Summe der schraffierten Fldchen und damit auch der
Wert der Zielfunktion kleiner wird. Ist t(j),

je {1,2,...,5} , eine strikt monoton steigende Funk-
tion, 8o ist das absolute Minimum der Zielfunktion
dann erreicht, wenn alle Klassea so weit zerlegt wer-
den, bis ein Klassensystem entsteht, dessen Klassen

alle nur mit einem Schiiler besetzt sind. Besitzen
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zwei oder mehr Sehiilir den gleichen t-Wert, so dabB
t{j) zwar monoton steigend, aber nicht strikt mono-
ton steigend ist, dann erreicht die Zielfunktion
ihr absolutes lMinimum auch schon bei einer Klassen-
einteilung, in der alle Schiller mit gleichen t-Wert
in einer Klasse zusammengefalt werden, wilhrend die
anderen Schiiler sich in je einer Klasce befinden.
Bei einer monocton aber nicht strikt monoton steigen-
den Funktion t(j) gilt jedoch ebenso wie bei einer
strilkt monoton steigenden Funiction, daBl die Ziel-

funktion ihr absolutes liinimum fiir k = 8 erreicht.

Beriicksichtigune des Einflusses der KlassengrdBe

auf die Iernzeit

{z2) Vorgegebene Anzahl von Klassen und vorgegebene
relative KlagssengroSen.

Die zu minimierende Zielfunktion lautet in diesen

Fall:
=k i=k
(4.6) z = ?;% 1,85 = A h(jo,ai)ai ,
i° = max
j €K,

~Da die ay fest vorgegebene GroBen sind, fdllt die

Funktion h unter diejenige Klasse von Funktionen
f(ti), fir die Satz 1 bewiesen wurde. Das optimale
Klassensystem muB daher aus liickenlos geordneten
Klassen bestehen, Satz 2 kann zur weiteren Bestim-

mung des optimalen Systems nicht verwendet werden.
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Eine einfache Lésung erhilt man nur, wenn

8y =8, = .0 = 8 = g/k vorausgesetzt wird, weil
dann das optimale System allein unter Anwendung des
Satzes 1 bestimmt werden kann, In allen anderen Fillen
kann die Aufgabe als ein Zuordnungsproblem behandelt
und beispielswelse mit Hilfe des linearen ganzzahli-
gen Programmierens geldst werden. Die Figuren 6 und

7 veranschaulichen das Problem graphisch: Aus der
EHenge S ={ 1,2,...,12] wurden einmal die beiden Klas-
sen f1,2,3,4} und {5,6,...,11,12} gebildet und (Fig.7)
die beiden Klassen {1,2,...,7,8} wd {9,10,11,12},
wobel als vorgegeben angenommen wurde, daB aq = 4

und ay = 8. Die schraffierten Flachen geben die Lern-
zeit in einer bestimmten Klasse an. Optimal ist das-
jenige System, fiir das die Summe dieser Flichen ein

Minimum ist.
(b) Vorgegebene Anzahl von Klassen und variable
relative KlassengridBen.
Die der Gleichung (4.4) entsprechende Zielfunktion
lautet jetzt:
¥ *
z = x,h [x1,x1] + x,h [(x1+x2),x2] + oo

(4.7) e+ xkﬁf[ﬁx1+x2+...+xk),xk] -

-]
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Es ergibt sich also kein neues Problem bei der Ablei-
tung des optimalen Klagensystems, wenn es gelingt, die
Funktion h durch eine stetige und differenzierbare
Approximationsfunktion h* zu ersetzen, Fig, 6 kann
hier gleichfalls zur Veranschaulichung des Problems
herangezogen werden: Es sind k Flédchen so zu bestim-

men, daB die Summe der Fldécheninhalte minimiert wird.

(c) Die optimale Anzshl von Klassen.

Wie in dem Fall, daB die ILernzeit nicht von der Klas-
sengrBe abhidngt, ist auch hier das Minimum der Ziel-
funktion dann erreicht, wenn jede Klasse mit einem
Sohiiler besetzt ist (k = s). Besitzen mehrere Schiiler
gleiche Iernzeiten, und werden diese Schiiler in einer
Klasse zusammengefafit, widhrend man jede andere Klasse
nur mit einem Schiiler besetzt, so erreicht die Ziel-
funktion nicht ihr absolutes Minimum, Hier ergibdt
sich also ein Unterschied zu dem Fall, dafl die Lern-
zeit nicht von der KlassengrdBe abhidngt.

Zusammenfassung

Durch Anwendung von Satz 1 erhélt man filr das opti-
male Klassensystem die wichtige Eigenechaft, daB alle

-Klassen aus liickenlos geordneten Teilmengen der Menge

S = {1,2,.;.9} bestehen miissen, und zwar unabhingig
davon, ob die Anzahl und die relative Grotfe der Klas-~
sen variabel oder vorherbestimmt ist. Dieses Ergebnis

dndert sich nicht, wenn angenommen wird, daB8 die Lern-
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gelt eine strikt monoton steigende Funktion der

KlassengriBde ist,

Satz 2 kann zur weiteren Bestimmung des optimalen
Klassensystems nicht immer angewandt werden. Sind
die Anzahl und die relative GriBe der Klassen vor-
gegeben, so gibt es noch k! Mﬁglichke%ten, ein Klas-~
sensystem zu bilden, dessen Klassen alle liickenlos
geordnete Teilmengen der Menge S sind. Aus der Men-
ge dieser Klassensysteme kann das optimale z.B. un-
ter Anwendung der ganzzahligen Programmierung (Be-
handlung als Zuordnungsproblem) ausgewzZhlt werden.
Ist die relative GroBe jeder Klasse gleich, so er-
gibt sich die vollstidndige ILdsung schon aus der An-
wendung von Satz 1.

Sind die relativen Klassengr&Ben variabel, widhrend
die Anzah]l der Klassen vorgegeben wird, so kann die
Zielfunktion als Lagrangesche Funktion unter der Ne~
benbedingung optimiert werden, daB8 die Anzahl der
Schiiler in allen Klassen gleich der Gesamtzahl der
Schiiler ist. Hierfiir miissen allerdings die Funktionen
t(j) und b durch stetige differenzierbare Funktionen
approximiert werden. Im Spezialfall, daB sich t(j)
durch eine Gerade approximieren 1ld8t, ergibt sich un-
ter der Voraussetzung einer von der XKlassengriBe un-
abhingigen Iernzeit ein optimales Klassensystem, bei

dem alle Klassen gleich grof sind.

Ist die Anzahl der Klassen eine Variable, so erreicht



die Zielfunktion ihr absolutes llinimum, wenn jede
Klasse mit einem Schiiler besetzt ist., Hidngt die
Ternzeit nicht von der XKlassengrdBe ab, so erreicht
die Zielfunktion das absolute Minimum auch schon
bei einer Klasseneinteilung, bei der alle Schiilex
mit gleichen Iernzeiten in einer Klasse zusamnmenge-
falt werden und bei der die iibrigen Klassen nur mit

einem Schiiler besetzt sind.
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Kapitel 5: Ertragsmaximierung

Ertrédge der Ausbildung

Als Ertrag der Ausbildung eines Schiilers kann zunidchst
die Summe seiner Einkiinfte definiert werden, die er
aufgrund seiner Ausbildung durch den Verkauf seiner
Arbeitskraft auf einem Arbeitsmarkt erzielt. Dieser
Ertrag hingt cet. par. davon ab, in welcher Art von
Pertigkeit er ausgebildet wurde, bis zu welchem Grade

er diese Fertigkeit erlernt hat und wie lange er seine
Arbeitskraft dem Kiaufer zur Verfiigung stellt. Die Art
der Fertigkeit,in der sich ein Schiiler ausbilden 1l&a8t,
und die von der Wahl der Schule und des Unterrichts-
faches bestimmt wird, soll als gegeben betrachtet wer-
den. Ebenso ist der Ausbildungsgrad in dieser Untersu-
chung eine vorgegebene Konstante, die durch die Erfolgs-
wahrscheinlichkeit Pe definiert wird, mit der ein Schii-
ler nach Beendigung seiner Ausbildung ein der Ausbil-
dung adiquates Problem zu l6sen in der Lage ist. Die
dritte GroBe, von der der Ertrag der Ausbildung abhingt,
ist die Linge des Zeitraums, die dem Schiiler nach Be-
endigung seiner Ausbildung filir den Einsatz seiner Ar-
beitskraft zur Verfiigung steht. Bei vorgegebener Lebens-
erwartung des Schillers und vorgegebenem Ausbildungsbe-
ginn ist diese Zeitspanne und damit der Ausbildungser-
trag um so grioBer, je kiirger die Ausbildungszeit ist,

die znm Erreichen der Mindest-Erfolgswahrscheinlichkeit
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Pe nétig ist. Neben dem Ertrag, der dem Schiiler als
Einkommen zuflie8t, gibt es eine Reihe von Ertrags-
stromen, die indirekt auf die Ausbildung des Schiilers
zuriickgefiihrt werden kinnen. Ein derartiger Ertrags-
strom ist beispielsweise die Binkommensdifferenz, um
die das EBinkommen eines Unternechmers, der die Arbeits-
kraft des Schiilers im Produktionsprozef einsetzt, das-
jenige Einkommen libersteigt, das der Unternehmer bei
Einsatz einer nicht ausgebildeten Arbeitskraft erzielt
hitte. Weitere durch die Ausbildung des Schiilers her-
vorgerufenen Ertragsstrome kotnnen bei allen iibrigen
¥Wirtschaftssubjekten einer Volkswirtschaft entstehen,
die als Glieder in der EKette von Giliterkidufen und -ver-
kdufen mit dem Verkidufer der Arbeitskraft verbunden
sind. Die Summe dieser indirekt auf die Ausbildung
eines Schillers zuriickfiihrbaren Ertiragsstrome ist cet.
par. ebenfalls um so groBer, je kiirzer die Ausbildungs-
zeit ist, d.h. je linger der Schiiler seine Arbeits-
kraft zur Verfiigung stellt,

Bezeichnet man mit tt‘ die Iebenserwartung des Schii-
lers j, mit ty,. diejegige Zeitspanne, die verstreicht,
che der Schﬁleg seine Ausbildung beginnt und mit t,
die Zeitspanne, die zum Einsatz der Arbeitskraft zug
Verfiigung steht, dann ist definitionsgemiBt

(5.1) tp := + 2 O+ t .
Cj tbj 1 u,

Im folgenden sei angenommen, daB der Ausbildungsbe-
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ginn und die Iebenserwartung bei allen Schiilern

gleich sind:

konst.

(5.2) J=1,2,...,8
t{j t{ konst.

Die Summe der Einkiinfte, die die Gesamtheit der Ab-
solventen der Klasse Ky aufgrund ihrer Ausbildung
bezieht, einschlieBlich aller indirekt hervorgeru-

fenen Einkommensstrome, ist dann mit (5.2)
(5.3) cysl(ty-ty-ti) .

In Gleichung (5.3) ist c; der Anteil der Klasse K,
an der Gesamtmenge S = {1,2,...,3} aller Schiiler,
Die Funktion ¢ gibt die einem Schiiler zurechenba-
ren Ertragsstrtme in Abhdngigkeit von der Iénge

der Zeitspanne an, in der der Schiiler seine Arbeits-
kraft zum Einsatz bringen kann, Es sei vereinfachend

angenommen, daf diese Funktion linear ist:
(5.4) Wity -ty - t):=08t .

Die Gleichung (5.4) entspricht der Prémisse, daB der
einem Schiiler zurechenbare Ertrag in jeder Periode

in Hohe eines bestimmten kxonstanten Einkommensbe-

trages J anfdllt,

Definiert man zur Vereinfachung der Schreibweise

(5-5) td = t{ - tb ’
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dann erscheint der Ausdruck (5.3) unter Verwendung

von (5.5) in der Form
(506) cisx’(td-ti)v

Die Summe der Ertragsstrome, die allen Schiilern in
allen Klassen zurechenbar sind, betrigt dann mit

Gleichung (5.6)

(5-7) 8 Y§ Ci(td'ti) .

Ertragsmaximierung bei Ausbildung von einer Kohorte,
vorgegcebener Anzahl von Klassen und vorgegebenen

relativen Klassengroben

Wenn in jeder Klasse nur eine einzige Kohorte 1) aus-
gebildet wird, so genligt es, die Organisation der
Schiiler in Klassen so vorzunehmen, daB der in Gleichung
£5.7) definierte Gesamtertrag maximiert wird., Wenn

die Schiiler in verschiedenen Klassen zu unterschied-
lichen Zeitpunkten ihre Ausbildung beenden, dann fal-

len auch die Ertragsstrome, die den Schiilern zuzurech-

1) In der bildungsdkonomischen Literatur bezeichnet
der Begriff Kohorte gewdhnlich eine Gruppe von
Schiilern, die dem gleichen Jahrgang angehiren,
In dieser Untersuchung sollen unter dem Begriff
nicht nur die jahrgangsgleichen, sondern alle nach
bestimmten Gesichtspunkten zusammengefaBten Schiiler-
gruppen verstanden werden, die nacheinander die-
selbe Klasse durchlaufen.
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nen s8ind, zu verschiedenen Zeitpunkten an. Um die
Zeitprdferenz zu beriicksichtigen, die gegenwirti-
gem Einkommen zugemessen wird, miissen die einzel-
nen Einkommens- bzw., Ertragsstrome vor der Addition
auf einen gemeinsamen Zeitpunkt diskontiexrt werden.
Der auf den Beginn der Ausbildung diskontierte Er-
trag ¥y der allen in der Klasase Ki aﬁsgebildeten
Schiilern zurechenbar ist, betrigt bei einem Zins-
satz von g-Prozent und dem diesem Zinssatz entspre-

chenden Zinsfaktor r = 1 + /100

(5.8) y, =8 cii'—f———~———
4 (r-1)

Mit Gleiochung (5.8) ist

A i1t
. = rac
r (r-1)

(5.9) I sc

der Brtiragsstrom der Schiiler der Klasse Ii, der sich
durch Diskontierung auf den Zeitpunkt, in dem die
Xlasse Ii ibre Ausbildung beendet, ergibt.

Die Summe der den Schiilern aller Klassen zurechen-

baren Ertrige ist aufgrund von (5.8)
i=k

{5.10) Zyi sl" '1 .
i 0 (ri1)

Statt den Ausdruck (5.10) zu maximieren, geniigt es,
den Ausdruck (5.11)
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: T~

(5.11)

a~tx

t
ee ot (Ckr "Ck) y

bzw. die Ausdriicke (5.12) cder (5.13)

t.-t t.-t t,-t
(5.12) cyT a1, e T &2, s ¢\ T d "k
= 1 1 1
(5.13) 2-01—f‘-‘-+02~—f-2-+ ews + ck_T};
r b o o

zu maximieren, weil alle diese Ausdriicke fiir die
gleiche Klassenorganisation ihren hdchsten Wert er-
reichen., Im folgenden wird das Maximum der Zielfunk-
tion (5.10) analysiert, indem die einfachste, Hqui-
valente Form von (5.10), nimlich die Funktion (5.13),
zugrunde gelegt wird.

Das Problem, ein Klassensystem zu finden, das die
Summe aller Ertrige unter der Voraussetzung maxiniert,
daf (a) eine Hindest-Erfolgswahrscheinlichkeit p, fir
alle Schiiler garantiert und (b) kein Schiiler vom Lern-
prozeB ausgeschlossen wird, kann unter Anwendung des

Satzes 1 zu einem wesentlichen Teil gelést werden.

Die Ausdriicke

-ti
(5.14) cil' ’ i = 1,2,-0.,1{

in Gleichung (5.13) gehdren zu jener XKlasse von Funk-

tionen, fir die Satz 1 gilt. Es ist nidmlich jeder
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dieser Ausdriicke eine strikt monoton ginkende Funk-

tion in der Variablen ti‘

Die relativen KlassengrtBen kénnen in (5.13) als
Konstante angesehen werden, weil sie sich durch die
im Beweis zu Satz 1 durchgefiihrten Vertauschungen der
Elemente nicht verdndern. Aus der Anwendung von Satz
1 folgt, daB das ertragsmaximierende Klassensystem
aus liickenlos geordneten Teilmengen der Schiilermen-

ge 5 bestehen muf.

Eine Anwendung des Satzes 2 auf das Problem der Er-
tragsmaximierung ist ebenfalls m¥glich, denn durch

den in Satz 2 beschriebenen Elemententausch, der zur
Erhchung der Zielfunktion filhrt, bleiben die relativen

Klassengrifen konstant.

5.3 Exrtragsmaximierung bei Ausbildung von einer Kohorte,
vorgegebener Anzahl von Klassen und variablen rela-
tiven KlassengrioBen

Im vorangegangenen Abschnitt wurde gezeigt, das die

Funktion
15.15) z = ]E:cir
i=1

die einfachste Hquivalente Form der Zielfunktion (5.10)
ist, weil der Wert der Zielfunktion fiir das gleiche
Klassensystem ein Maximum annimmt wie die Funktion

(5.13).



Wenn wieder t*(x), 0 £

x & s, als eine stetige

differenzierbare Approximation der diskreten Funk-
tion t(j), Jje{ 1,2,...,s}, betrachtet wird wnd x,
die Anzahl der Schiiler in Klasse Ki bezeichnet, dann
kann das Optimierungsproblem bei variablen relativen

KlassengroBen folgendermafen formuliert werden., Die

Funktion
i= "ti
(5.16)  z=) xr s
i=1

ist in bezug auf die Variablen x, (vgl. Fig. 4) zu

maximieren, wobei die Nebenbedingung

erfiillt sein muB., Es kann deshalb folgender Tagrange-

Ansatz gebildet werden:

-t*(x1) -t*(x1+x2)
(5.17) z = 1/slx1r + Xr ¥ oeee
*
-t (x +Xne s o +X )] i=k
C ] +Xkr 1 2 k - [Z Xi- S]

i=1
Die ILisungen fir die Variablen Xy die man aus dem
Gleichungssystem der partiellen Ableitungen erhilt,
_ sind dabei gegebenenfalls wieder durch Auf- oder -Ab-

runden durch ganzzahlige Werte zu ersetzen,

Wihrend sich bei der Schiilerzeitminimierung aus dem

Lagrange-Ansatz eine einfache ILdsung ergab, wenn an-
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genommen wurde, daB t(x) eine Gerade ist (vgl. Ab-
schnitt 4.2), lassen sich in dem vorliegenden Fall
durch derartige Substitutionen keine nennenswerten

Vereinfachungen erzielen.

Ertragsmaximierung bei Ausbildung einer Kohorte,

variabler Anzahl von Klassen und variablen rela-

tiven Klassengrten

Teilt man eine beliebige Klasse eines Klassensystens
mit liickenlos geordneten Klassen 1n zwei liickenlos
geordnete Teilklassen auf, so steigt dadurch der zu
maximierende Wert der Ertragsfunktion (5.10),bzv.

der Wert der Funktion (5.13). Wird allgemein die i-te
Klasse aufgeteilt, so wird der Term cir-ti in (5.13)

zu

-t -t
(5.18) ci(1)r L1, ci(z)r i

worin ti,1 der t-Weért des Schiilers mit der griBten
Lernzeit von allen Schiilern in der neuen Teilklasse
Ki(1) ist. Da die neuen relativen KlassengriBen 01(1)
und ci(2) gusammen gleich ¢y sind, ist der Ausdruck
(5.18) grioBer als der urspriingliche Term cir-ti. Das
Maximum der Zielfunktion bei variabler Klassenzahl

ist deshalb dann erreicht, wenn jedem Schiiler eine

Klasse zugeordnet wird.

Hieraus darf jedoch nicht der an sich naheliegende
SchluB gezogen werden, daB der Ertrag notwendig stei-



gen muBl, wenn sich die Anzahl der Klassen erhoht.

Denn es ist moglich, die Anzahl der Xlassen so um
eine Einheit zu vergroflern, daB die dabei auftreten-
den Einsparungen an Lernzeit in solchen Klassen auf-
treten, deren relative Klassengriflen sich stark ver-
mindern, wdhrend die Klassen mit Iernzeitverlusten
durch hohe relative KlassengrifBlen gekennzeichnet

sind, Eine Verringerung des Ertrages kann auch dadurch
zustande kommen, daB nach der ErhShung der Klassenzahl
die relativen KlassengrtBlen gleich sind. Hierfilir ein

numerisches Beispiel:

Schiilermenge S = {1,2,3,4,5,6}

Iernzeiten der Schiiler t(Jj):

t(1) = 8, t(2) =9, t(3) =10, t(4) = 40, t(5) = 45,
t(6) = 50,

Die Menge S sei bisher in die beiden Klassen

K, = {1,2,3] und K, =:{4,5,6] aufzeteilt gewesen. Beil
r = 1,03 ist fiir diese Klasseneinteilung der Wert der
Funktion (5.13)

Z = 1/2[(1/'1,3439) + (1/4,3839)J = 0,49 .

Errechnet man den entsprechenden Wert fiir die Xlassen-

einteilung K} {1,2}, Ky = {3,4} und KY = {5,6}, 80

erhilt man z' C,43. Da z » z', ist der Ertrag hier-

 bei gesunken.
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Optimale Klassensysteme im Hinblick auf die Ertrags-

maximierung bei Ausbildung mehrerer Kohorten

Unendlicher Planungshorizont

Die bisher in den einzelnen Abschnitten des Kapitels 5
abgeleiteten Regeln filir die Bildung eines optimalen
Klassensystems werden z,.,T., veridndert, wenn in jeder
Klasse statt nur einer Kohorte eine beliebig grofle An-
zahl von Kohorten ausgebildet wird. Um dies zu zeigen,
soll angenommen werden, daB sofort eine neue Kohorte
noch nicht ausgebildeter Schiiler bereit steht, nach-~
dem eine Klasse ihre Ausbildung absolviert hat, um

in der gleichen Klasse die bereits ausgebildeten Schii-
ler zu ersetzen., Dabei wird vorausgesetzt, daB die neu
eintretenden Schiiler so ausgewdhlt sind, dafl sie hin-
sichtlich der LernzZeiten dieselben Werte besitzen wie

die Schiiler der vorangegangenen Klasse,

Unter diesen Voraussetzungen ist der auf den Ausbil-
dungsbeginn der ersten k Klassen diskontierte Gesamt-
ertrag einer unendlichen Anzahl von Kohorten, die die

Klasse K; besucht haben, durch folgenden Ausdruck ge-

geben:
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rtd-ti—1 rtd-ti—1
y.:= C sy + *
i i td td i
r “(r-1) r “(r-1)r
rtd-ti-1
(5.19) + + [ )
t4 21:i
r (r-1)r
t t.
S

Mit (5.19) ist dann der Gesamtertrag simtlicher Schii-

ler aller Kohorten in allen Klassen:
i=A

Un (5.20) zu maximieren, geniigt es, die Funktion

i YaBi
(5021) Zz = Q Ci T—'—-
1= r 1_1

zu maximieren, weil (5.21) fiir dieselbe Einteilung
der Schiiler in Klassen ein Haximun annimnt wie die

Zielfunktion (5.20). Die Funktionen
(5022) -I‘T_:L ) i=1’2,'..’k
'stimmen in einer wichtigen Eigenschaft nit den im

Satz 1 eingefilhrten Funktionen g(ﬁ) iiberein, denn

es ist
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t, t. t, t.
r d-r 1 Tr d-r J s
(5.23) > fUr by <ty .
i J
r -1 r V=1

Es konnen deshalb die in den Abschnitten (5.2) -
(5.4) unter alternativen Bedingungen fiir k und den
Vektor (c1,02,...,ck) formulierten ILosungeansitze

fiir das vorliegende Problem iibernommen werden. Im
Gegensatz zu dem Fall, daB nur eine Kohorte ausge-
bildet wird, ist in der Zielfunktion bei Ausbildung
mehrerer Kohorten (5.21) die Gr&Be t; enthalten. Im
Gegensatz zum vorangegangenen Fall hingt das optimale
Klassensystem deshalb auch davon ab, zu welchem Zeit-
punkt die Schiiler ihre Ausbildung aufnehmen.

Endlicher Planungshorizont

Wird in jeder Klasse eine endliche Anzahl von Kohor-
ten ausgebildet (endlicher Planungshorizont), so gel-
ten fiir die optimale Klassenorganisation die gleichen
Regeln wie in Abschnitt 5.5.1 fiir den Fall eines un-
endlichen Planungshorizontes. Um dies zu zeigen, wird
zundchst die Ertragsfunktion abgeleitet, die sich er-
gibt, wenn in einer Klasse K; die Anzahl

m, m;e N , 1=1,2,...,k von Kohorten ausgebil-
det wird. Es sei angenommen, da8 der Planungszeitraum
die Anzahl T von Perioden umfaBt, und daB fir jede

Klasse die Relation
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genau erfillt ist.

Der auf den Beginn der Ausbildung bezogene diskon-
tierte Ertrag der ersten Kohorte, die die Klasse Ky

besucht, betrégt:

i1 T
R R G e
r “(r-1)
Dabei bezeichnet der 1. Index von y die Nummer der
Klasse und der zweite die Nummer der Kohorte, die
diese Klasse besucht. Der Ertrag der zweiten Kohorte

ist dann

y12) o1 .Gn
i

3

T
und der der n-ten Kohorte

G5 g« ) Lt )

A=
I'i ri

Die Summe der Ertriége, die sdmtlichen my Kohorten

der Klasse Ki zugerechnet werden konnen, ist dann

(1) _ (1) S
(5.26) y =y § W .

Formt man den Ausdruck (5.26) unter Verwendung der

Formel fiir die Summe einer endlichen geometrischen

Reihe um, so ergibt sich

tsmes
(5.27) (1) o (i) 3:__:'_11__1_

T 1.4
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Setzt man Gleichung (5.24) in Gleichung (5.27) ein,
so erhdlt man nach einigen Umformungen
t t. -t.m.
(1) _ o o plelxDr *H
| td ti
r “(r-1)(xr *-1)

(5.28) y

Die Gesamtsumme der Ertrdge, die sé@mtlichen ausge-
bildeten Schiilern zurechenbar ist, ergibt sich dann

aus Gleichung (5.28) durch Summation iiber alle k Klas-

sen zu:
isk i=k ty by K
i=1 i=1 r (r-1)(x 1)

i = ¥ substituiert wurde.

wobei tim
5ind die GroSen v, ty, s, 4 und ¥ konstant, so kann
Gleichung (5.29) auf Gleichung (5.21) reduziert wer-
den, weil (5,29) fiir das gleiche Klassensystem ein
Maximum annimmt wie (5.21). Folglich ist das optimale

Klassensystem bei endlichem Planungshorizont das glei-

che wie bei unendlichem,

Abhingigkeit der ILernzeit von der KlassengrioBe

(2) Bei Ausbildung einer Kohorte.

5ind die relativen KlassengrtBen und die Anzahl der
Klassen vorgegeben, so kann als Zielfunktion nach
wie vor die Gleichung (5.10) verwendet werden, wenn

dort das Symbol t, durch das entsprechende Symbol Ti

i
ersetzt wird. Da Satz 1 auch in diesem Fall angewandt
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werden kann, muB das optimale Klassensystem wieder
aus liickenlos geordneten Teilmengen von S bestehen.,
Satz 2 kann hingegen zur weiteren Bestimmung des
optimalen Systems nicht herangezogen werden. Das
Problem besteht deshalb auch hier darin, aus der
Menge der k! liickenlos geordneten Klassensystenme,
die alle die Nebenbedingungen(3.1)~ (3.5)erfiillen,

das ertragsmaximale auszuwihlen,

Sind die relativen Klassengrifen variabel und ist
nur die Anzahl der Klassen vorgegeben, so kann das
optimale System wieder durch einen Lagrange-Ansatz
approximativ bestimmt werden. Die zu Gleichung (5.17)
analoge PFunktion lautet hierbei:

* ®
. 1/3[ r-h [x1,x1]+ xzr-h [(x1+12),12] .

-h*[(x1 Xt . .+xk) 'Ik] ]

Mg

i=1
Sind die Anzahl der Klassen und die relativen Klassen-
groBen variabel, so gilt auch hier wieder, daB der Er-
trag steigt, wenn eine liickenlos geordnete Klasse in
zwel liickenlos geordnete Teilklassen zerlegt wird. Da-
raus darf jedoch auch hier nicht der SchluB gezogen
werden, daf auch bei jeder anderen Art von Erhdhung
der Klassenzahl der Ertrag steigen muBl. Wie in Abschnitt

5.4. lassen sich hier ebenfalls numerische Beispiele
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konstruieren, bei denen der Ertrag sinkt.

(b) Ausbildung mehrerer Kohorten.

In den Abschnitten 5.5.1 und 5.5.2 wurde gezeigt,
daBl sowohl bei unendlichem wie bei endlichem Pla-
nungshorizont die Gleichung (5.21) die einfachste
dquivalente Form der Zielfunktion ist. Dieses Er-
gebnis trifft auch fiir den Fall zu, daf die Iern-
zeit von der KlassengriBe abhingig ist: In (5.21)
miigsen die GroBen ti lediglich durch die GroBen Ti
ersetzt werden. Im librigen filhrt die Maximierung der
so gewonnenen Gleichung zu den gleichen Lisungsan-
sitzen zuriick, die oben im Fall (a) unter der Annah-

me gelten, dal nur eine Kohorte ausgebildet wird.

Zusammenfassung

Die bel der Ertragsmaximierung auftretenden Probleme
unterscheiden sich hinsichtlich der ILdsungsansitze
nicht wesentlich von den bereits bei der Schiiler-

undé Lehrerzeitminimierung diskutierten Fragen. Hier
wie dort konnte Satz 1 zur Bestimmung des optimalen
Klassensystems angewandt werden: Die einzelnen Klasgen
des optimalen Systems miissen liUckenlos geordnete Teil-
mengen der Menge S ={‘1,2,...,s} sein. Zur weiteren
Bestimmung des optimalen Systems bot sich je nach

den Nebenbedingungen der Lagrange-Ansatz an, oder

es mute die Auswahl des optimalen Systems dadurch

getroffen werden, dafl die Aufgabe als Zuordnungsprob-
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lem interpretiert wurde. Die intuitive Vorstel-
lung, daBl der Ertrag mit steigender Klassenzahl
steigt, erwies sich nicht in jedem Falle als
richtig. Ein weiteres wichtiges Ergebnis war wie
in den vorangegangenen Kapiteln die Abhdngigkeit
des optimalen Systems von der Hiufigkeitsvertei-
lung der lLernzeiten, die in der Punktion t(j) im-
plizite enthalten ist. An diesen Ergebnissen in-
derte sich nichts durch die Annahme, daB die Lern-

zelten eine Funktion der KlassengroBe sind.
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Kapitel 6: EKosten und Xostenminimierung

Al N ot ey o St e i A S S i S ot o e i Tam Ak s e S —
e b S

Bei Ausbildung einer Kohorte

Ohne Diskontierung der Kosten

Vorgegebene Anzahl von Klassen und vorgegebene

relative Klassengriflen

Die Zusammenfassung der Schiiler zu mehreren Klassen
und deren Ausbildung fithrt zu Kosten, die danach un-
terschieden werden kdnnen, ob sie im Hinblick auf

das Ergebnis der Iernprozesse (Produktion einer be-
stimmten Mindest-Erfolgswahrscheinlichkeit fir alle
Schiiler) variabel sind oder in einer vom Ergebnis der
Lernprozesse unabhingigen fixen GroBe anfallen (vari-

able und fixe Kosten).

Da die Preduktion der vorgegebenen Mindest-Erfolgs-
wahrscheinlichkeit Pe in dem zugrundegelegten lern-
modell bei gegebenen Lernparametern der Schiiler von
der fiir das Lernen aufgewandten Zeit abhiingt, scll
angenommen werden, daB die variablen Kosten, die aus
dem Entgelt fiir die ILehrer bestehen, der von den Leh-
rern aufgewandten Unterrichtszeit direkt proportional
sind, Die fixen Kosten (Gebiudekosten, Lernmittel-
kosten, etec.), die mit der Hohe der produzierten Iiin-
dest-Erfolgswahrscheinlichkeit Pe voraussetzungsge-
mi53 nicht in Beziehun: stehen (in denm zugrundeseleg-
ten Ternmodell kann beispielsweise keine Funktion

zwischen de:w p-Wert nachh n Perioden und den fir eine
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beliebige Fixkostenart aufgewandten Betrag abgelei-
tet werden), sollen den einzelnen Iernperioden zu
gleichen Anteilsbetrigen zugerechnet werden. Obwohl
auferund dieser Annahmen sowohl die variablen als
auch die fixen Kosten die gleiche Dimension (DM pro
Zeiteinheit) besitzen, bestehen zwischen ihnen Unter-
schiede, die fiir die kostenminimale Klassenorganisa-

tion von Bedeutung sind.

Unter den Voraussetzungen, daB (a) die fixen Kosten

so lange aufgewandt werden niissen, bis die am langsam-
sten lernende Klasse den Wert p, erreicht, und daB (b)
die variablen Kosten pro Zeiteinheit (Iohnsatz der
Iehrer) in jeder Klasse gleich sind, 1#8t sich die

zu minimierende Zielfunktion wie folgt formulieren:
.=

(6.1) z = wt(s) + v-iE: g .
1=

In Gleichung (6.1) stellt v den Aufwand pro Zeitein-
heit an variablen Kosten dar und w den Fixkostenbe-

trag, der auf eine Zeiteinheit entfidllt. Die GrdfSen

t; und t(s) sind wie folgt definiert:

t(s) = max t(j)
j€ s
(6.2)
ty = max t(3) , 1=1,2,...,k
&K,

Der Ausdruck t(s) gibt die Anzahl von Perioden an,
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die diejenige Klasse an Lernzeit aufwenden muB, die
als letzte von allen k Klassen den vorgegebenen Wert

P erreicht.

Die Zielfunktion (6.1) ist wieder unter den Nebenbe-
dingungen (3.1) - (3.5) zu minimieren. Da der Aus-
druck wt(s) in Gleichung (6.1) eine Konstante ist,
ergibt sich, daB jedes Klassensystem, das die inner-
halb der Lehrerzeitminimierung bereits diskutierte

Gleichung
i=
(6.1.1) z = Zf ti
i=1

minimiert, auch die Zielfunktion (6.1) minimiert.
Das optimale Klassensystem in bezug auf die Mini-
mierung von Gleichung(6.1.1) wurde bereits in Ka-
pitel 3 abgeleitet. Das dort gefundene optimale

System, das auch die Gesamtkosten minimiert, lau-

tet:

K, ={1,2,...,a1}

K2 = {a1+1,a1+2,...,a1+32]

L = {a1+a2+...+ak_1+1,a1+a2+...+ak“1+2,...

IIC’a1+a2+..I+ak‘.1+ak } L

Diese optimale Klasseneinteilung ist unabhiingig von
der absoluten und der relativen HGhe der beiden

Kostens tze v und w.
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6.1.1.2 Variable Anzahl von Klassen und variable

6.1.2

6.1.2.1

relative Klassengrofen

Sollen die Gesamtkosten bei frei wihlbaren relati-
ven Klassengrifien ¢y = ai/s, i=1,2,...,k, sowie
bei frei wighlbarem k minimiert werden, so entfallt
bei der Optimierung die Nebenbedingung (3.5). Da
auch in diesem Fall die Zielfunktion (6.1) fiir

die gleiche Xlassenorganisation ein Minimum besitzi

wie die Funktion
zZ = if% ti )

1=1
ergibt sich in diesem Fall dieselbe LOsung wie in
Kapitel 3, Abschnitt 2: Die Gesamtkosten erreichen
ein Minimum, wenn alle Schiiler in einer einzigen
Klasse zusammengefalt wexden, Allerdings muB auch
hier die lerntheoretische Prémisse iiberpriift wer-

den, derzufolge die Lernfunktion sines Schiilers un-

abhiingig von der Grofie und der Zusammensetzung einer

Klasge ist,

Mit Diskontiexung der Kosten

Vorgegebene Anzahl von Klassen und vorgegebene

relative KlassengriBen

Um hinsichtlich der Ausgaben, die zu verschiedenen
Zeitpunkten anfallen, die Zeitprdferenz zu beriick-
sichtigen, sollen die Folgerungen aus der Zielfunk-
tion Kostenminimierung erneut abgeleitet werden. Hier-

bei ergeben sich keine neuen Organisationsprinzipien.
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Die Formulierung der Kostenfunktion unter der Be-
rilcksichtigung der Zeitpriferenz wird jedoch fiir
die Diskussion der Zielfunktion Nettoertragsmaxi-
mierung benttigt. Sie soll deshalb ebenfalls dis-

kutiert werden.

Bei einem Zinssatz von q-Prozent und einem
Zinsfaktor von r =1 + ¢/100 betragen die auf
den Beginn der Ausbildung diskontierten Gesamt-

kosten aller Klassen:

t(s) i= ti
63 sedgo) L S st
r (z-1) =1 r Yx-1)

Dasjenige Klassensystem, das den Ausdruck (6.4)

minimiert, minimiert auch die Zielfunktion (6.3):

skt
(6.4) EE: r A )

Statt den Ausdruck (6.4) zu minimieren, kann auch

der Term
i=k
-1
(6.5) Z =
i=t r?t

minimiert, bzw. die Funktion

H‘dl-'

(6.6) z = ~%— + —%— + ee. +

r? r® r

maximiert werden.
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Die Funktionen

(6.7) == , 1=1,2,..,k

p 1
gehtren zu der gleichen Klasse von Funktionen, fur
die die S#tze 1 und 2 bewiesen worden sind: Diese
Funktionen sind strikt monoton fallend fiir positive
Werte t,. Aus der Anwendung des Satzes 1 folgt daher,
dafl das kostenminimale Klassensystemjaus Klassen be-
stehen muB, die liickenlos geordnete Teilmengen der
Menge S =={1,2,...,5} sind., Aus der Anwendung von
Satz 2 folgt ferner, daB beim kostenminimalen System
die Rangfolge der Schiilerzahlen in den einzelnen Klas-
sen derjenigen Rangfolge entsprechen muB, die durch
die Iernzeiten der jewelils langsamsten Schiiler in je-
der Klasse gebildet wird. Das System, das diese beiden
Forderungen erfiillt, ist identisch nit dem in Abschnitt
6.1.1.1 abgeleiteten System und ist ebenfalls unabhin-

gig von den beiden Kostensdtzen v und w,

6.1.2.2 Vorgegebene Anzahl von Klassen und variable
relative Klassengrifen

Bezeichnet man zwel Klassen des im vorangegangenen
Abschnitt abgeleiteten kostenminimalen Klassensystems
als benachbart, wenn ihre Vereinigung zu einer liicken-
los geordneten Teilmenge von 8§ = {1,2,...,3:}fﬁhrt,
dann ergibt sich unmittelbar folgender Satz: Der

Wert der Zielfunktion (6.3) verringert sich, wenn
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zwei benachbarte Klassen sich so verédndern lassen,
daﬁ nach der Verinderung die eine der beiden Klas-
sen nur aus dem Schiiler mit der geringsten Iernzeit
von allen Schiilern der beiden Klassen besteht und
die zweite Klasse alle ilibrigen Schiiler umfaBt, Hier-
aus ergibt sich, daB das Minimum der Gesamtkosten
dann erreicht wird, wenn die k-1 Schiiler mit den

k-1 kleinsten Iernzeiten in je einer Klasse und alle
iibrigen Schiiler in einer weiteren Klasse zusammenge-
faBt werden. Dieses Ergebnis kann sich &ndern, wenn
angenommen wird, da8 die Lernzeiten von der Klassen-

groBe abhingig sind (vgl. Abschnitt 6.3).

Variable Anzahl von Klassen und variable

relative KlassengroBen

FaBt man zweli beliebige Klassen Ki und K1+1,
i=1,2,...,k~1, des optimalen Klassensystems, das
nach den Regeln des vorausgegangenen Abschnitts ge-

bildet wurde, in einer Klasse Ki
1=K UK,

zusammen, so entfdllt dadurch im Term (6.4) ein Sum-
mand und der Wert der Zielfunktion (6.3) verringert
sich. Das Minimum der Zielfunktion ist deshalbdb dahn
erreicht,wenn alle Schiiler in einer Klasse zusammen-
gefaBt werden, Allerdings ist die hierbei implizier-
te Annahme, daB die Lernzeiten der Schiiler von der

KlassengrdBe nicht beeinflullt werden, kaum mehr er-
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fiillt. Das Ergebnis wird deshalb weiter unten im
Hinblick auf die alternative Priémisse hin iberprift,

daB Iernzeiten und Klassengridfien voneinander abhingen,

Bei Ausbildung mehrerer Kohorten

Unendlicher Planungshorizont

Variable Kosten

Da jede ausscheidende Klasse sofort durch eine neue
Klasse ersetzt wird, fallen fiir jede Xlasse in jeder
Periode Kosten in Hohe von v an, deren Barwert sich
mit der Formel fiir den Barwert einer ewigen Rente er-
rechnet als v/(r-1). Entsprechend betragen die Kosten

fiir alle k Klassen kv/(r-1) Geldeinheiten,

Variable und fixe Kosten

Der Pixkostenbetrag w wurde als derjenige Geldbetrag
definiert, der pro Zeiteinheit aufgewandt werden muB,
solange sich noch eine Klasse in der Schule in Ausbil-
dung befindet. Bei Ausbildung einer unendlichen Anzahl
von Kohorten in jeder Klasse betragen die auf den
Ausbildungabeginn der ersten Kohorten diskontierten
fixen Kosten w/(r-1) Geldeinheiten,

Diese Kosten sind unabhingig davon, wie die Schiiler

in eine gegebene Anzahl von Xlassen zusammengefafBt
werden und unabhingig von der Anzshl der Klassen.

Fiur die Gesamtkosten, die alle Kohorten in allen

Klassen verursachen, ergibt sich der Gesamtbetrag
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Bei gegebener Anzahl von Klassen ldB8t sich deshalb
aus der Zielfunktion minimaler Gesamtkosten kein
optimales Klassensystem ableiten: alle Arten von
Klassensystemen sind in bezug auf die Zielfunktion

dquivalent.

6.2.2 Endlicher Planungshorizont

Die Brgebnisse des vorangegangenen Abschnitts gel-

ten auch filir den Fall eines endlichen Planungshori-
zontes, d.h. fiir die Ausbildung einer endlichen An-
zahl von Kohorten in jeder Klasse. Denn in diesem
Falle entstehen fiir die Dauer des Planungszeitraumes T

pro Periode feste Ausgabenstrome. Deren diskontierte

Summe betrégt:

(6.8) _1-r¥ (kv+w)
) r¥(1-1)

6.3 Beriicksichtigung des Einflusses der KlassengroBe
auf die Iernzeit

Der EinfluB der KlassengriBe wird in den einzelnen
Ansdtzen zur Kostenminimierung formal dadurch be-
riicksichtigt, dafl die GrdBen ti durch den allgemei-
neren Term T, = h(jo,ai) ersetzt werden. Satz 1 kann
nach dieser Substitution weiterhin auf die Kosten-
funktion angewandt werden, weil sich die GrdBen ay
im Term Ti durch den im Beweis von Satz 1 durchge-
fithrten Elemententausch nicht verindern. Aus der

Anwendung dieses Satzes ergibt sich auch in diesem
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Fall als notwendige Bedingung des kostenminimalen
Klassensystems, daB es aus liickenlos geordneten Teil-
mengen der Menge S bestehen muBl, Satz 2 ist hingegen
nicht linger anwendbar, denn ein Elemententausch,
wie er im Beweis von 3atz2 durchgefiihrt wurde, hiétte
bei der Funktion h(jo,ai) zur Folge, daB sich auBer
der Variablen j° auch die GroBe ay dndert. Somit
wire die Voraussetzung von Satz 2, daB die Iernzeit
nit steigendem j steigt, nicht mehr in jedem Falle
erflillt. Die weiteren Eigenschaften des kostenmini-
malen Klassensystems miissen deshalb fiir die einzel-

nen Fdlle gesondert abgeleitet werden.

(a) Die verschiedenen Fille bei Ausbildung einer Ko-
horte.

Bei vorgegebener Klassenzahl und vorgegebenen relati-
ven Klassengrifen mull das kostenminimale System nun
nicht mehr notwendigerweise die Eigenschaft besitzen,
daB die Rangfolge der KlassengrdBen mit dexjenigen
Rangfolge libereinstimmt, die von den Lernzeiteﬁ der
jeweils langsamsten Schiiler der einzelnen Klassen
gebildet wird (vgl. Abschnitte 6.1.1.1 und 6.1.2.1).
Bei k Xlassen gibt es wieder die Anzahl k! von Klas-
sensystemen, die alle die Bedingung liickenlos geord-
' neter Klassen und die Nebenbedingungen (3.1) bis
(3.5) erfiillen., Die Optimierung besteht hier also

wieder in der ILdsung eines Zuordnungsproblenms.

Bei vorpgegebener Klassenzahl und variablen Klassen-
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grifBen kann wieder ein Lagrange-Ansatz zur approxi-
mativen Bestimmung der Klassenbesetzungszahlen ver-
wendet werden, Fiir den Fall, daB die Ausbildungskosten
nicht diskontiert werden, besteht der Lagrange-Ansatz
in der Minimierung der Funktion (3.35). Bei Diskon-
tierung der Kosten kann die Funktion (6.3) als Aus-
gangspunkt verwendet werden, Dividiert man diese Funk-
tion durch das konstante Glied r-1 und 1lOst die Briiche

auf, so 1liBt sich (6.3) auf den Ausdruck

-t ]
zZ = -v[r [x1,x1 +r iT(x1+x2),x2] + e
x
-h so e s -
. [Cx1+x2+ +xk) xk]]

(6.6.1)

»
) wr-h. Rxﬁ+x2+...+xk),xk] _

reduzieren. (6.6.1) basiert auf der Hypothese, da8

die k-te Klasse die langsamste ist. Da diese Hypothese
nicht zutreffen muB, ist de# Ansatz fiir die k-1 alter-
nativen Hypothesen ebenfalls zu ldsen. Aus den resul-
tierenden k Systemen ist dasjenige auszuwidhlen, das

mit der verwendeten Hypothese libereinstimmt,

Bei variabler Klassenzahl und variablen relativen

Klassengrtfien muB das bisherige Ergebnis relativiert
werden. Das kostenminimale Klassensystem besteht nun
nicht mehr notwendigerweise aus einer einzigen Klas-

se, die alle Schiiler umfaBt, sondern es kann der
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entgegengesetzte Extremfall eintreten, bei dem

das Kostenminimum dann erreicht wird, wenn filr

jeden Schiller eine eigene Klasse gebildet wird.

Das tatsdchliche Ergebnis hingt in starkem MaBe

von der Funktion h ab. Um dies zu zeigen, sei an-
genommen, ein Klassensystem bestehe fiir S = {1,2,...,12
aus den beiden Xlassen K, a'{1,2,3,4], K, ={'5,6,...,12}.
Die Grbolen T1 und T, dieser beiden Klassen sind in

Pig. 8 eingetragen. Der Wert der Funktion (6.3) be-

trigt fiir dieses System

T T T
2 [ 1-(1/r 2)] + =0r [1-(1/: Yo+ a-(/r 2)]

Wird aus dem Klassensysten Ky K5 ein neues System
gebildet, indem die beiden Klassen zu einer Klasse
KB = [1,2,...,12} zusammengefalt werden, dann ist

der Wert der Funktion (6.3) fiir dieses neue System

- [1-(1/33)] +;I_'.T[1-(1/IT3>] :

Die Kosten konnen flir dieses neue System grifer als
fiir das System K1, K2 sein, wenn die GrdBen T1 und

T2 verglichen mit TB klein sind.

{b) Bei Ausbildung mehrerer Kohorten,

Unter der Annahme, dal mehrere Kohorten ausgebildet
werden, ergab sich, dall die Klasseneinteilung fiir
die Héhe der Kosten ohne Bedeutung war. Dieses Er-

gebnis bleibt unverdndert, wenn angenommen wird,
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Pig. 8
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daB die Lernzeit von der KlassengriBe abhiingt.

Zusammenfassung

Unter der Annahme, daB die Lernzeit nicht von der
KlassengrtB8e abhdngt, und daf nur eine Xohorte aus-
gebildet wird, konnten die kostenminimalen Systeme
durch Anwendung der SHtze 1 und 2 bestimmt werden:
Bei vorgegebener Klassenzahl und vorgegebenen re-
lativen KlagsengriBen muBten die Klassen so gebil-
det werden, daB die Rangfolge der KlassengrtBen mit
der Rangfolge {ibereinstimmte, die sich durch die
Lernzeiten der jeweils langsamsten Schiiler in einer
Klasse ergab. Das Kostenminimum bei variabler Klas-
senzahl und variablen relativen Klassengrifien wurde
bei einem Klassensystem erreicht, bei dem sich alle
Schiiler in einer Klasse befinden, Bei Abhidngigkeit
der Jernzeit von der Klassengrofe lieB sich nur noch
Satz 1 anwenden. Die Ableitung des kostenminimalen

Klassensystems, das aus liickenlos geordneten Klassen

bestehen mul, bestand bei vorgegebenen relativen
KlassengroBen und vorgegebener Klassenzahl in der
Losung eines Zuordnungsproblems. Bei variablen re-
lativen KlassengriBen und konstanter Klassenzahl

konnte zur Bestimmung der Klassenbesetzungszahlen

‘wieder ein Lagrange-Ansatz formuliert werden, Dabei

zeigte sich, daB das Kostenminimum im Gegensatz zu
den bisherigen Fdllen auch von den beiden Kosten-
sdtzen v und w abhéngt. Ein weiterer Unterschied be-

stand darin, da8 die Kosten mit steigender Klassen-
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zahl nicht mehr notwendigerweise steigen muBten,
sondern auch fallen konnten, je nach dem, welche

Form die lernzeitfunktion h besitzt.

Bei Ausbildung mehrerer Kohorten und gegebener Klas-
senzahl hatte die Klasseneinteilung keinen EinfluB
auf die Hohe der Kosten. An diesem Ergebnis &nderte
sich nichts, wenn angenommen wurde, daf die Lern-

zeit eine Funktion der Klassengrdfe ist.
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Kapitel 7: Maximierung des Nettoertrages

Rettoertragsmaximierung bei Auabildung einer Kohorte

Als Nettoertrag soll im folgenden die Differenz 2wi-
schen den einer Schiilermenge zurechenbaren Ertrégen
und den filr die Ausbildung dieser Schiiler aufgewand-

ten Kosten definiert werden., Unter Verwendung der

Gleichung (5.10) fiir den Brirag und der Gleichung (6.3)

fiir die Kosten ergibt sich als Nettoertragsfunktion
bei Ausbildung einer Kohorte die folgende Punktion

=K t.-1 = %
d "i i 1
z =gl e, & . v z

i1 r Yr-1) = r Hr-1)
(7.1)
t(s)
_ wir -1
< .
r (r-1)

Multipliziert man (7.1) mit dem konstanten Faktor
r-1, Bo erreicht die daraus resultierende Gleichung
bei der gleichen Klasseneinteilung ein Maximum‘wie
die Gleichung (7.1) selbst. Dasselbe gilt, wenn man
von (7.1) den letzten Bruch, der konstant ist und
die fixen Kosten darstellt, subtrahiert. Gleichung

(7.1) 148% sich ferner dadurch vereinfachen, daB man

.den Bruch im ersten Summenausdruck auflost und an-

. _ -t
schlieBend den ebenfalls konstanten Ausdruck sir d
dazu addiert. Aus diesen Umformungen erhdlt man als

zu maximierenden Ausdruck die Gleichung
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i=k i=k ti
= 1 r -
(12)  smsl)le 4 -v 2 It
i=1 rt 14

die sich auch in der Form
C t.
&k s?Ei—v(r to1)
zZ =
Z: *y
i=1 r

(7.3)

schreiben 1dB8t. In Gleichung (7.3) sind die Gr&Ben
s, Y und v enthalten, Im Gegensatz zu der reinen Er-
tragsmaximierung bzw. Kostenminimierung ist deshalb
das optimale Klassensystem von der Anzahl der Schii-
ler, der Ertragsrate V und der Kostenrate v abhingig.
Da jeder der einzelnen Summanden in Gleichung (7.3)
eine strikt monoton sinkende Funktion in der GriBe ti
ist, kann Satz 1 zur Bestimmuns des Maximnms‘angewandt
werden: Das ertragsmaximale System mul aus liickenlos
geordneten Klassen bestehen. Zur weiteren Bestimmung
des optimalen Systems empfiehlt es sich wieder, eini-

ge Fdlle zu unterscheiden,

(a)Vorgegebene Klassenzahl und vorgegebene relative
KlassengrtBen.

Wie bei der reinen Ertragsmaximierung bzw. Kosten-
minimierung kann Satz 2 auch in diesem Fall zur wei-
teren Bestimmung des optimalen Klassensystems heran-
gezogen werden, weil im Beweis zu Satz 2 wie aucn in
tleichung (7.3) die relativen xlassengriBen konstant
gehalten werden. wendet man beide datze an, so ist

das optimale system volixommen bestimmi,



(b) Vorgegebene Klassenzahl und variable relative
Klassengrdfen.

Verwendet man wieder t*(x), o £x £ s, als eine ste-
tige und differenzierbare Approximation der diskreten
Punktion t(j), so kann das Maximum von (7.3) durch
Differentiation des Lagrange-Ansatzes

t*(x1) fﬁx1+x2)-1

x171v(r -1) xgﬁlv(r )
z = TR, ) + Tl 4x,)
> 1 r 1772

t*}x1+x2+...+xk)

xkfiv(r -1)
¥

rt (x1+x2+...+xg}

pl ]

i=

(7.4) + ...

nach den unbekannten Klassenbesetzungszahlen

Xy, © £ Xy £ s, und/«-néhrungsweise bestimmt werden

(zur Definition der x; vgl. Fig. 4),

{c) Variable Klassenzahl und variable relative Klas-
sengrifien.

Aus Abschnitt 5.4 (Ertragsmaximierung) ergab sich,
dal das Maximum des Ertrages flir eine Klassenorgani-
sation erreicht wird, bei der jede Klasse nur mit
einem Schiller besetzt ist (k=s). Die Kosten erreich-
ten dagegen ihr Minimum fiir ein Klassensystem, bei
dem alle Schiiler in einer einzigen Klasse zusammen-
gefaBt sind (vgl, Abschnitt 6.1.2,3). Uber die opti-

male Klassenzahl bei Maximierung des Nettoertrages
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lassen sich daher keine allgemeinen Aussagen treffen.
Un das optimale k zu ermitteln, muB fir jedes k der
maximale Wert der Punktion (7.3) errechnet werden,
indem fiir jedes k, k € {2,3,...,3-1}, ein lagrange-
Ansatz entsprechend Gleichung (7.4) im Hinblick auf
die optimalen Klassenbesetzungsgzahlen maximiert und
der Wert der Funktion (7.3) fir die resultierenden x,
bzw, ¢y errechnet wird. Fiir k=1 und k=8 kann die Funk-
tion (7.3) jeweils nur einen Wert annehmen, so daB
sich eine Suboptimierung iiber den Ansatz (7.4) fiir

k=1 und k=s eriibrigt.

Rettoertragsmaximierung bei Ausbildung mehrerer

Kohorten

Die Nettoertragefunktion lautet in diesem Fall unter
Verwendung der Gleichung (5.29) fiir den Ertrag und
der Gleichung (6.8) flir die Kosten:

i=k t, t -T L
% =8 ZE: c (x dr i)(1'r ). -z {(kviw).

t
i=1 ' rtd(r-1)(r i-1) r (1-r)

(7.5)

Da sich Gleichung (7.5) bei konstantem r,t,v,td und
w fiir jedes beliebige k auf die in Abschnitt 5.5.1
diskutierte Gleicnung {5.21) reduzieren léBt, kann
zur ILosung des Problems bei k = konst. auf die Ab-

schnitte 5.5.1 und 5.5.2 verwiesen werden.

Da jeder einzelne Summand in der Ertragsfunktion
(5.29) eine strikt monoton sinkende Funktion in der
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Grode t; ist, 148t sich der Ertrag durch Aufteilung
einer liickenlog geordneten Klasse in zwei liickenlos
geordnete Teilklassen erhdhen. Das Maximum des Ertra-
ges ergibt sich somit fiir k=s, Fir die Kosten erhilt
man aus der Kostenfunktion (6.8) ein gegensdtzliches
Ergebnis: Das Kostenminimum wird fiir k=1 erreicht,
d.h. fiir eine Klasseneinteilung, bei der alle Schii-
ler sich in einer Klasse befinden., Zur Bestimmung der
optimalen Klassenzahl muB daher wie im vorangegange-
nen Abschnitt flir jedes k, k E-{ 2,3,...,5-1} ,der maxi-
male Wert der Funktion (7.5)~errechnet werden. Hier-
fir muB aus (7.5) ein Lagrange-Ansatz analog zu (7.4)
gebildet und im Hinblick auf die Xy maximiert werden.
Fiir jedes k, k € { 2,3,...,5-1}, ergeben sich dadurch
optimale X bew, Cys mit denen der Wert der Funktion
(7.5) errechnet werden kann, PFiir k=1 und k=s 1liBt
sich der Wert der Funktion (7.5) direkt bestimmen.

Beriicksichtigung des Einflusses einer KlassengriBe

auf die Iernzeit

(a) Bei Ausbildung einer Kohorte.
Die Nettoertragsfunktion bei Abhiéngigkeit der Lern-

zeit von der KlassengriBe kann aus Gleichung (7.1)

dadurch ermittelt werden, daB8 die GriéBen t; durch

die Ausdriicke Ti ersetzt werden, AuBerdenr mul der Term
t(s), der der Lernzeit des langsamsten Schiilers ent-

spricht, durch die GroBe T
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T* := max M
Ve{ T1’T2,-no’Tk-§

substituiert werden. T' gibt dabei ebenfalls die Iern-
zeit des langpamsten Schiilers an, doch muB dies nun
nicht mehr die Yernzeit dés Schiilers s sein, weil die
Lernzeit jedes Schiilers auch davon abhingt, wie gro8
die Klasse ist, in der er sich befindet. Durch diese
Substitutionen entsteht eine neue Nettoertragsfunktion.
Lost man aus dieser neuen Funktion alle Summanden fiir
ein spezielles i € {1,2,...,k} heraus, so bildet die
Summe dieser Summanden eine strikt monoton sinkende
Funktion in der diesem i entsprechenden GroBe Ti‘ Satz
1 kann somit angewandt werden: die Funktion g(t;) in
Satz 1 muB dafiir durch den Term g(Ti) ersetzt werden.
Die dafir nétige Voraussetzung, daB Ti ebenso wie ti
eine strikt monoton steigende Funktion in

iy Jj€ {1,2,...,s} ist, ist dabei erfiillt, denn durch
den in Satz 1 durchgefiihrten Elemententausch bleibt
die in Ti enthaltene Grole ay konstant., Wendet man
Satz 1 auf dieses Problem an, so ergibt sich, da8 auch
in diesem Fall das nettoertragsmaximale Klassensystem
aus liickenlos geordneten Teilmengen dexr Schiilermenge S
bestehen mufl,

Bei vorgegebenen relativen Klassengrdfen und vorgege-
bener Klassenzahl gibt es wieder k! Klassensysteme, die

die Bedingung liickenlos geordneter Klassen und die Ne-
benbedingungen (3.1) - (3.5) erfiillen. Es mu deshalbd
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wie bisher die optimale Klassenorganisation aus der
Menge dieser Systeme durch geeignete Verfahren aus-

gewidhlt werden,

Bel vorgegebener Klassenzahl und variablen relativen
KlassengriBen kann Gleichung (7.1) als Ausgangspunkt
fiir eine approximative Idsung mittels eines Lagrange-
Ansatzes verwendet werden., Hierfiir sind die Grofien sc;

i
durch die unbekannten Klassenbesetzungszahlen x; und

8

die GroBen Ty durch die Ausdriicke
h*[(x1,x2+...+x9,xi], i=1,2,...,k, zu ersetzen.
Bei der Ersetzung des Terms t(s) in (7.1) ergeben
gich die gleichen Schwierigkeiten wie bei der Kosten-
minimierung mit Gleichung (6.6.1): um den Iagrange-
Ansatz auch fiir den Teilausdruck der fixen Kosten
formulieren zu kdnnen, miiBte schon bei der Formulie-
rung bekannt sein, welche Klasse die langsamste sein
wird. BEs miissen deshalb auch hier k verschiedene
Lagrange-Ansdtze formuliert und geltst werden, wo-
bei bei jedem dieser Ansitze hypothetisch eine ande-
re Klasse als die langsamste vorausgesetzt wird: statt
f(s) werden alternativ die Ausdriicke hf*(x1,x1],
h*[(x.] +x5,12], ceey h"‘[(x.I Xyt s .+xk),xk] verwendet.
Aus der Maximierung dieser Lagrange-Ansitze resul-
‘tieren k Klassensysteme, von denen jedes einzelne da-
rauf ﬁberprﬁft werden muB, ob die hypothetisch ange-
nommene langsamSte Klasse diejenige Klasse ist, die

sich aus der lLdsung des Lagrange-Ansatzes als lang-
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samste ergibt. Fir den Fall, dal bei mehr als einem
der rechnerisch ermittelten Systeme die Hypothese er-
fillt ist, ist dann dasjenige System auszuwihlen, fiir

das der Wert der Zielfunktion am griBten ist.

Bei variabler Klassenzahl muB dieses fiir ein vorgege~
benes k beschriebene Verfahren fiir jedes

k, k € {2,3,...,3-1}, wiederholt werden, damit nach
der Brmittlung des maximalen Wertes der Zielfunktion
fiir jedes k das optimale System ausgewihlt werden
kann, Pir k=1 und k=s bedarf es dabei keiner Subopti-
mierung in bezug auf die relativen KlassengriBen nach
dem oben beschriebenen Verfahren, weil fiir k=1 und k=s

die Zielfunktion jeweils nur einen Wert annehmen kann,

(b) Bei Ausbildung mehrerer Kohorten,

Ausgangspunkt der Uberlegungen ist in diesem Fall die
Nettoertragsfunktion (7.5), in der wieder die GréfSen
t, durch die Ausdriicke I, zu ersetzen sind. Da der
Eostenterm in dieser Gleichung fiir jedes vorgegebene
k eine Konstante ist, kann das Problem fiir k = konst.

auf den bereits diskutierten Fall der reinen Ertrags-

maximierung reduziert werden.

Sind die relativen KlassengrdSen und die Klassenzahl
variabel, so muB zur Bestimmung des optimalen k der
maximale Wert der Punktion (7.5) fiir jedes k errech-
net werden. Fiir k=1 und k=s besitzt die Funktion (7.5)

jeweils nur einen einzigen Wert. Filr jedes andere
ky k€ {2,3,...,s~1}, maB aus (7.5) ein Lagrange-
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Ansatz gebildet werden, der wieder in bezug auf die un-
bekannten Klassenbesetzungszahlen x; zu maximieren ist.
Optimal ist dasjenige Klassensystem, fiir das der so er-

mittelte Wert der Funktion (7.5) maximal ist.

Zusammenfassung

Als Nettoertragsfunktion wurde die Differenz zwischen
den jeweiligen Ertrags- und Kostenfunktionen verwen-
det. Dabei zeigte sich, dal jedes nettoertragsmaximale
System aus liickenlos geordneten Teilmengen der Schiiler-
nenge S bestehen muB, und zwar unabhdngig davon,ob die
Iernzeit von der KlassengriBe abhingt oder nicht (An-

wendung von Satz 1).

Satz 2 konnte nur noch angewandt werden, wenn die

ILernzeit nicht von der KlassengriBe abhing., Bel vorge-

gebener Klassenzahl und vorgegebenen relativen Klassen-
groBen muBte aus den k! Klassensystemen mit lilckenlos
geordneten Klassen, die alle die Nebenbedingungen der
Klassenorganisation erfiillen, das optimale System aus
diesen k! Systemen durch Berechnung des Wertes der
Zielfunktion ausgewidhlt werden., Bei vorgegebener Klas-
senzahl und variablen relativen KlassengréBen bot sich
als Losungsverfahren die Optimierung der Zielfunktion
in Form eines Lagrange-Ansatzes in bezug auf die un-
bekannten Klassenbesetzungszahlen an, Bei variabler

Xlassenzahl und variablen relativen KlassengriSen
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mute fiir jedes k, k € {1,2,...,8}, der Wert der
Zielfunktion isoliert ermittelt werden, um die Aus-
wahl des optimalen Systems treffen zu kdnnen, Da

fiir jedes k, k € {2,3,...,8-1], die Zielfunktion

je nach den relativen KlassengridBen unterschied-
liche Werte annehmen kann, mute zur Bestimmung des
maximalen Wertes der Zielfunktion fiir jedes dieser k
die Zielfunktion in bezug auf die relativen Klassen-
grofen maximiert werden, wobei der Maximierungsan-
satz jeweils in der Formulierung einer lagrange-

Funktion bestand.
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Reslimee

Ausgangspunkt dieser Untersuchung war die Frage, ob
sich aus der Hypothese, daB die Iernféhigkeiten bzw.
die Yernzeilten einer bestimmten Menge von Schiilern
statistisch in einer bestimmten Weise verteilt sind,
bestimmte Regeln ableiten lassen, die etwas dariiber
aussagen, auf welche Weise die Schiiler zu Klassen
zusammengefalt werden miissen, damit verschiedene &ko-
nomische Zielsetzungen unter Beachtung eines Uberge-
ordneten pddagogischen Ziels bestmtglich erfiillt sind.
Die optimale Organisation der Schiller in Klassen wur-
de im Hinblick auf folgende Zielfunktionen untersucht:
Minimierung der Lehrerzeit, Minimierung der Schiiler-
zeit, Maximierung der Ausbildungsertrige, Minimie-
rung der Ausbildungskosten, Maximierung des Netto-
ertrages der Ausbildung. Bel allen diesen Zielfunk-
tionen wurden die Nebenbedingungen beriicksichtigt,

daB (a) jeder Schiiler eine vorgegebene Mindest-Er-
folgswahrscheinlichkeit nach AbschluB der Ausbildung
-erreichen miisse und (b) kein Schiiler von der Ausbil-

dung ausgeschlossen werden diirfe,

Zur Lbsung der verschiedenen Optimierungsprobleme
wurden 2 Sdtze bewiesen, Aus Satz 1 ergab sich, daB
die notwendige Bedingung des Optimums bei allen Ziel-
funktionen darin besteht, die Klassen so zu bilden,
daB sie llickenlos geordnete Teilmengen derjenigen
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Menge darstellen, deren Elemente durch die Lern-
zelten sdmtlicher Schililer gebildet werden. Der
Satz 2 diente dazu, das optimale Klassensysten
bei alternativen Zielfunktionen und vorgegebenen
relativen KlassengroBen, sowie einer vorgegebenen

Anzahl von Klassen zu bestimmen,

Die Ableitung des optimalen Klassensystems wurde
bei den einzelnen Zielfunktionen daraufhin iiber-
prift, ob andere Ergebnisse zu erwarten sind, wenn
angenommen wird, dafl die Lernzeiten der Schiiler ei-
ne Funktion der Klassengrtflie sind. Diese Erwartung
traf in vielen Fillen zu.

Die Methode der Ableitung bestand bei vorgegebener
Klassenzahl und variablen relativen KlassengriBen
darin, daB die Zielfunktion in der Form eines ILa-
grange-Ansatzes formuliert wurde, der als Nebenbe-
dingung die Forderung enthielt, daB kein Schiiler
vom UnterrichtsprozeB ausgeschlossen werden diirfe.
Die Optimierung dieses Ansatzes in bezug auf die un-
bekannten Klassenbesetzungszahlen mit den Mitteln
der partiellen Differentiation lieferte eine appro-

ximative Ldsung des Problems.

bei vorgegebene: rlassenzahl und vorgegebenen rela-
tiven rlassengrépen ergab sich die wosung in den Fillen,
in denen die rernzeit nicht von der Kiassengrifle ab-
hing, aus der anwendung der Sétze 1 und Z. an den iib-
rigen Pillen gab es bei k Klassen jeweils k: nlas-

sensysteme, von denen jedes die webenbedingungen er-
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fiillte. Das optimale System kann aus der Menge der
k! Systeme beispielsweise dadurch ausgewihlt werden,
daB die Aufgabe als Zuordnungsproblem interpretiert
und nit den Mitteln der ganzzahligen linearen Fro-

grammierung geltst wird.

Bei variabler Klassenzahl und variablen relativen
KlassengriBen ergaben sich u.a, die extremen Lisun-
gen, daB alle Schiiler in einer Klasse zusammenge-
faBt werden miissen (Kostenminimierung), oder daB

fiir jeden Schiiler eine Klasse gebildet werden muB
(Ertragsmaximierung). Bei der Nettoertragsmaximie-
rung mullte zur Bestimmung der optimalen Klassenzahl
der Wert der Zielfunktion fiir alternative Klassen-
zahlen errechnet werden. Da dieser Wert bei gleicher
Klassenzahl nicht unabhéingig von den relativen Klas-
sengrifen ist, muBte hierbei fiir jede Klassenzahl
eine Suboptimierung in bezug auf alternative Klas-

senbesetzungszahlen durchgefithrt werden.

Eine besondere Erwdhnung verdient das Ergebnis, daB
entgegen der intuitiven Vorstellung die Ausbildungs-
kosten mit sinkender Klassenzahl nicht notwendig
sinken und die Ausbildungsertriige mit steigender
Klassenzahl nicht notwendig steigen miissen, K obwohl
das Minimum der Kosten bei einem Klassensystem er-
reicht wird, bei dem alle Schiiler sich in einer Xlas-
se befinden und das Maximum der Ertrige dann reali-

siert wird, wenn fiir jeden Schiler eine Klasse gebil-

det wird.



Arrow, K.d.
Asher, H.
Blaug, M.

Bruner, J.8.

Bugelski, R.R.
Bush, R.R. u.
Mosteller, F.

Bush, R.R_ u.
Sternberg, S.H.

Champion, R.A.

Correa, H.

Dantzig, G.B.

Das,

J.P.

- 141 -

Literaturverzeichnis

"The Economic Implications of
Learning by Doing", in: Review
of Economic Studies, Vol. 29,
1961 -62’ Sl 155_173

"Cost Quantity Relationship in
the Airframe Industry", Projekt
RAND Paper K-291, RAND Corp.,
Santa Monica (Calif.), Juli 1956

"Apprcaches to Educational Plan-
ning®, in: Economic Jourral, Bd.
7, 1967, S. 262-287

"Some Theorems on Instruction
with Heference to Mathematics",
in: *Theories of Learning and In-
struction', The Sixty-third Year-
book of the National Society for
the Study of Education, Part I,
Chicago: University Press, 1964,
S. 306-33%

"The Psychology of Learning Ap-
plied to Teaching", New York 1964

*"Stochastic Models for ILearning",
New York 1955

"A Single-Operator Model", in:
*Studies in Mathematcal learning
Theory', Hrsg.: Bush, R.R. u.
Estes, W.X., Stanford: University

Press, 1959, 5. 204-214

"Tearning and Activation", New
York 1969

"A Survey of Mathematical Models in
Educational Planning”, in:
'ilathematical Models in Educatio-
nal Planning', OECD: Education

nné@ Development, Technical Re-
norts, Paris 1967, S. 21-93

"Lineare Programmierung und Er-
weiterungen®, libersetzung von
Jaeger, A., Heidelberg 1966

*"Verbal Conditioni and Beha-
viour", New York 1969



Deese, J.

Deutscher Bildungsrat

Estes, W.K.

Estes, W.K. u.
Suppes, P.

Estes, W.K.
Hopking, B.L. u.
Crothers, E.J.

Feichtinger, G.
-ders,
Gody, C.S.

Harman, H.H.
Hilgard, L,.R.
Hilgard, E.R. u.

Marquis

Hill, W.F.

- 142 -

"The Psychology of Learnina”,
New York 1952

"Einrichtung von Schulversu-
chen mit Gesamtschulen®", Em-
pfehlungen der Bildungs-Kom-
mission, Bad Godesberg 19€9

"The Statistical Approach to
Learning Theory", in: 'Psycho-
logy: A Study of a Science’,
Hrsg.: Koch, S., New York 1959

"Foundations of Linear Models",
in: 'Studies in Mathematical
Learning Theory', Hrsg.: Bush,
R.R. u. Estes, W.K., Stanford
(Calif.): University Press,
1959, S. 137-179

"Al-Qr-None and Conservation
Effects in the Iearning and Re-
tentation of Paired Associates",
in: Journal of Experimental Psy-
chology, Vol. 60, No. 6, Dez.
1960, S. 329-339

*"Stochastische Automaten als
Grundlage linearer Lernmodelle"”,
in: Statistische Hefte, N.F.,
Heft 1, 10.Jg., 1969, S. 5-21

"{/ber ein Entscheidungsproblem
in der Erziehungsplanung", in:
Unternehmensforschung, Nr. 14,
Heft 1, 1970, S. 140-147

"Productivity Changes in Selec-
ted Wartime Shipbuilding Pro-
grams", in: Monthly DLabor Review,
Vol., 61, Dez. 1945

"Modern Factor Analysis", Chicago
1960

"Theories of Learning", London
1958

"Conditioning and Learning",
New York 1961

"learning, A Survey of Psycholo-

gical Interpretations", London
1965



- 143 -

Hirsch, W.Z. "Firm Progress Ratios", in:
Econometrica, Vol. 24, April
1956, S. 136-143

~-ders. *Manufacturing Progress Func-
tions", in: Review of Economics
and 3tatistics, Vel. 34, Mail
1952, 5. 143-155

Holzinger, K.J. "Factor Analysis", Chicago 1941

~-ders. *Interpretation of Second-order
Factors"™, in: Psychometrica,
VO].. 10’ 1945, So 21‘25

Hiifner X. u. "Die Problematik von Kosten/Er-~

Naumann, J. tragsvergleichen alternativer
Schulsysteme - Ein Diskusions-
beitrag", in: 'Theorie u. Praxis
der Infrastrukturpolitik', Hrsg.:
Jochimsen, R. u. Simonis, U.E.,
Berlin 1970, S. 89-105

Ximble, G.A. "Foundations of Conditioning and
Learning", New York 1967

La Berge, D.L, *The Effect of Preliminary Trials
on Rate of Conditioning in a
Simple Prediction Situation®,
in: Journal of Experimentical
gsychology, No. 57, 1959, S. 20-
4

Lawson, R. "Jearning and Behavior", New York
1960
Miller, G.A. "Finite Markov Processes in Psy-

chology™, in: Psychometrica, No.
17, 1952, S. 149-167

Menzel, W. "Theorie der Lernsysteme", Berlin
1970
Mowrer, O.H. *"Tearning Theory and Behavior",

¥ew York 1960

Parreren, v.C.F. rTernprozeB und Lernerfolg"®,
Braunschweig 1966

Restle, F. "A Theory of Discrimination Lear-
ning", in: Psychological Review,

No. 62, 1955, S. 11-19



Lebenslauf

Am 4.1.1939 wurde ich in Heufeld, Banat(Jugoslawien),
geboren. Wie alle deutschstdmmigen Familien des Banats
wurde auch unsere Familie nach Kriegsende mehrere Jahre
in jugoslawischen Lagern interniert. Nach der Flucht
aus einem Internierungslager kamen wir nach zweijdhrigem
Aufenthalt im Fliichtlingslager Linz in Osterreich 1949
nach Deutschland. Hier besuchte ich erstmals in Wasser-
alfingen, Wiirttemberg, eine Grundschule. Im Aufbau-
gymnasium Kiinzelsau, einem Internat, legte ich 1959

die Reifepriifung ab. |

Vom Wintersemester 1959/60 bis zum linterseﬁester 1961/62
studierte ich an der Technischen Hochschule Stuttgart
Flugzeugbau und an der Héchschule fiir Gestaltung in Ulmr
Publizistik. Im Sommersemester 1962 begann ich das
Studium der Volkswirtschaftslehre an der Wirtschafts-
und Sozialwissenschaftlichen Fakultdt der Freien Univer-
sitdt Berlin. An dieser Fakultét erwarb ich im Sommer
1967 das Diplom fir Volkswirte. Nach der Diplompriifung
begleitete ich zwei Semester lang als Tutor die Vor-
lesungen von Prof. Dr. Kurt Elsner. Seit Oktober 1968
bin ich wissenschaftlicher Mitarbeiter am Deutschen
Institut fiir Wirtscouaftsforschung, Berlin. Als Gasi-
dozent an der Fachhochschule fur Wirtschft, Berlin,

halte ich Vorlesungen lber Allgemeine Volkswirtschafts—

lehre .



