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Verzweigung in einem Finite-Elemente Modell fiir das hydrostatische Skelett

1. Das mathematische Modell

Das urspriingliche Konstruktionsprinzip fiir tierische Organismen ist das Hydroskelett. Dabei wird eine inkompressible
Fliissigkeit von einer muskulésen Korperwand umschlossen [1]. Die Steifigkeit und Kérperform werden durch Anderung
des Tonus in den verschiedenen Muskelgruppen verdndert. Fiir die Gleichgewichtszustinde eines wurmfGrmigen
Hydroskeletts haben wir in [7] ein mathematisches Modell aufgestellt und analysiert. Es verwendet Finite Elemente in
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Form allgemeiner Sechsflichner, deren Anzahl, nimlich 21, sich an der anatomischen Segmentierung eines mit diesem
Skelettyp ausgestatteten Tieres, des Blutegels Hirudo medicinalis L., orientiert. Hier betrachten wir den Spezialfall einer
aus Pyramidenstiimpfen bestehenden Form (Fig. 1A) und untersuchen den EinfluB des Gesamtvolumens auf die
Gleichgewichtszustinde, u. a. auch im Hinblick auf die 5— 10fache Zunahme des Korpervolumens bei einer Blutmahlzeit
des Egels [4].
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Das System aus Fig. 1A wird durch den Vektor
x = (by, ¢y, by, Cg5 .oy by, Cyy by q) ERPNTE

beschrieben, und wir nehmen an, daB es sich im Gleichgewicht befindet, wenn die Summe der potentiellen Energien in
den Kantenelementen (= Muskeln) minimal ist bei konstantem Gesamtvolumen v, in Formeln

N+1 N |
E(x) =4 < Y. Prilb) + > PLi(Ci)> = Min
i=1 i=1
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V(%)== 3, h(b? + bibisy + biy) = v, ht = ¢t — 3 (Bisy — b)*.
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GO | b=

Die Funktionen Pg; und P, beschreiben dabei den Potentialverlauf des i-ten Ring- bzw. Langselementes, ihre Ableitungen
die jeweiligen Spannungs-Dehnungs-Bezichungen. Wir betrachten hier nur den einfachsten Fall des ,,Einheitswurms* [7],
d. h. gleiche Minimallinge und Hookesches Federgesetz fiir alle Muskeln (P, () = P, () = £ (I — 1)?.

Fiir die Unterstiitzung bei den Rechnungen danken wir H. Scuropp, S. FESSLER und D. WALTHER.

2. Das Verzweigungsdiagramm fiir den Einheitswurm

An einem lokalen Minimum des restringierten Optimierungsproblems (1) existiert ein Lagrange-Multiplikator p (= Innen-
druck, siehe [7]) mit
é{5—(x)=pa~V.(x) i=1...,2N+1), V(x)=v. ’ )
Ox; ox;
Bei Variation des Parameters v besitzt dieses nichtlineare (2N + 2)-dimensionale System, und damit unter Ausgangsproblem,
eine komplizierte Losungsstruktur. Fig. 2 zeigt einen wesentlichen Teil des im Fall N = 21 numerisch berechneten
Verzweigungsdiagramms. Es wurde mit Hilfe bekannter Techniken zur Verfolgung von Loésungszweigen und zur
Bestimmung singuldrer Punkte berechnet, wobei auBerdem die Bandstruktur der Jacobi-Matrix zum System (2)
beriicksichtigt wurde (vgl. [6, 7]).

Die bei kleinen Volumina stabilen Wurmformen aus nahezu gleichgroBen Segmenten bilden bei Erhéhung von v
zunichst in der Mitte eine Verdickung aus, bis sie schlieBlich bei etwa v = 242,7 an einem Verzweigungspunkt (mit J
markiert) ihre Stabilitit verlieren, d. h. von einem Minimum der Aufgabe (1) zu einem Sattelpunkt ibergehen. Am
Verzweigungspunkt wird die Symmetrie bez. der Kérpermitte gebrochen, und man findet unsymmetrische, stabile Formen.
AuBerdem gibt es weitere Zweige stabiler und instabiler Formen, bei denen die Verdickung in weiter vorn liegenden
Segmenten auftritt; die jeweiligen durch Spiegelung entstchenden Losungen sind in Fig. 2 weggelassen. Schlieflich gibt es
auch Lésungen mit mehreren Verdickungen (in Fig. 2 nicht gezeigt), die jedoch alle instabil sind. Die gestrichelte Linie in
Fig. 2 begrenzt Wurmformen, bei denen in keinem Muskel der Dehnungsfaktor 5, ein bei Blutegeln iiblicher Wert [3],
iiberschritten wird. Bistabilitidten erschweren die eindeutige Feststellung der Korperform durch die neurale Steuerung. Wir
erwarten deshalb, daf sie durch die Blutegel typischen nichtlinearen Spannungs-Dehnungs-Beziehungen (vgl. [7]) unterdriickt
werden. i
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Eine mathematische Erklirung fiir die in Fig. 2 dargestellten Phinomene erhilt man, wenn man die geometrische
Form weiter vereinfacht und nur noch Wiirfel als Segmente zuld3t (Fig. 1B). An die Stelle von (1) tritt dann die Aufgabe

E(x)=2 i (x; — 1) = Min, wobei V(x) = i‘ x}=v. €
i=1 i=1

Eine elementare Diskussion der Lagrange-Gleichungen (2) zeigt, daB es fiir v > N zu jedem stationdren Punkt x einen
Lagrange-Multiplikator (= Druck) pe (0, 4] und ein M € {0, ..., N} gibt,sodaB x; = x, = (1 + |/1 — 2p)/p fir M Indizes
iund x; = x_ = (1 — /1 — 2p)/p fiir die restlichen N — M Indizes sowie v = Mx3 + (N — M) x? gilt. Stabil sind nur
die Zustinde mit M = 0 oder (M =1 und 0 < p < 2(N — D)V*/(N — 1)¥* + 1)), d. h. Formen mit hochstens einer
Verdickung.

Die Ursache fiir das Auftreten mehrerer stabiler Zustinde liegt darin, daB ein einzelnes Segment (N = 1 in (3))
bereits eine nichtmonotone Druck-Volumen Relation besitzt. Die Kopplung solcher Segmente fithrt dazu, daB einzelne

Segmente sich auf Kosten anderer aufblihen. Damit zeigt sich ein analoges Verhalten wie bei dem Modell gekoppelter
Luftballone in {2].

Literatur

1 BARRINGTON, E. J. W.: Invertebrate structure and function. Van Nostrand Reinhold, Wokingham 1979,

2 KiTSCHE, W.; MULLER, I.; STREHLOW, P.: Simulation of pseudo-¢lastic behaviour in a system of rubber balloons. In: S. ANTMANN et al.
(eds.): Metastability and incompletely posed problems. Springer, Berlin 1987.

3 LANZAVECCHIA, G.; DE EGUILEOR, M. ; VALVASSORI, R.: Superelongation in helical muscles of leeches. J. Muscle Res. Cell Mot. 6 (1985),
569 — 584,

4 Lent, C. M.; FLEEGNER, K. H.; FREEDMAN, E.; DICKINSON, M. H.: Ingestive behaviour and physiology of the medicinal leech. J. exp.
Biol. 137 (1988), 513 —527.

5 RHEINBOLDT, W. C.: Numerical analysis of parametrized nonlinear equations. Wiley & Sons, New York 1986.

6 Schrorp, H.: Effektive Berechnung von quadratischen Umkehrpunkten und einfachen Verzweigungspunkten. Diplomarbeit, Univ.
Konstanz 1987.

7 WADEPUHL, M.; BeEYN, W.-J.: Computer simulation of the hydrostatic skeleton. The physical equivalent, mathematics and application
to worm-like forms. J. theor. Biol. 136 (1989), 379 —402.

Anschriften: Dr. WOLF-JURGEN BEYN, Fakultit fiir Mathematik, Universitdt Konstanz, Postfach 5560, D-7750 Konstanz 1, BRD;
Dr. MARTIN WADEPUHL, Biologie IV, Universitdt Ulm, Postfach 4066, D-7900 Ulm, BRD



	Text1: 
	Text2: 


