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regions is greater than 1,5 m - in order to correct the cable response so as R2(F2) --+ min and then, z2 = [0.1, 0.6, 0.7, 
0.0, 1.1, 0.4, 0.0, 1.3, 1.3, 1.4, 0.3IT gives the controlled position of the cable which is in contact with the sea bottom 
in nodes (4) and (7). 
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Fig. 2. On the numerical cxample: Initial and controlled configuration of the cable (p = 2) 
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Verzweigung in einem Finite-Elemente Modell fiur das hydrostatische Skelett 

1. Das rnathematische Modell 

Das ursprungliche Konstruktionsprinzip fur tierische Organismen ist das Hydroskelett. Dabei wird eine inkompressible 
Fliissigkeit von einer muskulosen Korperwand umschlossen [ 11. Die Steifigkeit und Korperform werden durch hderung 
des Tonus in den verschiedenen Muskelgruppen verandert. Fur die Gleichgewichtszustande eines wurmformigen 
Hydroskeletts haben wir in [7] ein mathematisches Modell aufgestellt und analysiert. Es verwendet Finite Elemente in 
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Form allgemeiner Sechsflachner, deren Anzahl, namlich 21, sich an der anatomischen Segmentierung eines mit diesem 
Skelettyp ausgestatteten Tieres, des Blutegels Hirudo medicinalis L., orientiert. Hier betrachten wir den Spezialfall einer 
aus Pyramidenstumpfen bestehenden Form (Fig. 1 A) und untersuchen den EinfluB des Gesamtvolumens auf die 
Gleichgewichtszustande, u. a. auch im Hinblick auf die 5 - lOfache Zunahme des Korpervolumens bei einer Blutmahlzeit 
des Egels [4]. 

Fig. 1A Fig. 1B 

Das System aus Fig. 1A wird durch den Vektor 

X = C i ,  b,, C z ,  ..., bN, C N ,  ~ N + J  EIRZN+l  

beschrieben, und wir nehmen an, daB es sich im Gleichgewicht befindet, wenn die Summe der potentiellen Energien in 
den Kantenelementen ( L Muskeln) minimal ist bei konstantem Gesamtvolumen u, in Formeln 

I N  1 
3 i = l  2 V(X) := - c hi(bf + bibi+ 1 + bf+ 1) = v , hf = cf - - (bi+ 1 - bJ2 

Die Funktionen PRi und Pli beschreiben dabei den Potentialverlauf des i-ten Ring- bzw. Langselementes, ihre Ableitungen 
die jeweiligen Spannungs-Dehnungs-Beziehungen. Wir betrachten hier nur den einfachsten Fall des ,,Einheitswurms" [7], 
d. h. gleiche Minimallange und Hookesches Federgesetz fur alle Muskeln (PRi(l) = PLi(l) = $ (1 - 1)'). 

Fur die Unterstutzung bei den Rechnungen danken wir H. SCHROPP, S. FESSLER und D. WALTHER. 

2. Das Verzweigungsdiagamm fh den Einheitswurm 

An einem lokalen Minimum des restringierten Optimierungsproblems (1) existiert ein Lagrange-Multiplikator p ( = Innen- 
druck, siehe [7]) mit 

aE av 
axi axi - (x) = p - (x) (i = 1, ..., 2N + 1), V(x) = v . 

Bei Variation des Parameters u besitzt dieses nichtlineare (2N + 2)-dimensionale System, und damit unter Ausgangsproblem, 
eine komplizierte Losungsstruktur. Fig. 2 zeigt einen wesentlichen Teil des im Fall N = 21 numerisch berechneten 
Verzweigungsdiagramms. Es wurde mit Hilfe bekannter Techniken zur Verfolgung von Losungszweigen und zur 
Bestimmung singularer Punkte berechnet, wobei auDerdem die Bandstruktur der Jacobi-Matrix zum System (2) 
beriicksichtigt wurde (vgl. [6, 71). 

Die bei kleinen Volumina stabilen Wurmformen aus nahezu gleichgroBen Segmenten bilden bei Erhohung von v 
zunachst in der Mitte eine Verdickung aus, bis sie schlieBlich bei etwa u = 242,7 an einem Verzweigungspunkt (mit 0 
markiert) ihre Stabilitat verlieren, d. h. von einem Minimum der Aufgabe (1) zu einem Sattelpunkt ubergehen. Am 
Verzweigungspunkt wird die Symmetrie bez. der Korpermitte gebrochen, und man findet unsymmetrische, stabile Formen. 
AuDerdem gibt es weitere Zweige stabiler und instabiler Formen, bei denen die Verdickung in weiter vorn liegenden 
Segmenten auftritt ; die jeweiligen durch Spiegelung entstehenden Losungen sind in Fig. 2 weggelassen. SchlieBlich gibt es 
auch Losungen mit mehreren Verdickungen (in Fig. 2 nicht gezeigt), die jedoch alle instabil sind. Die gestrichelte Linie in 
Fig. 2 begrenzt Wurmformen, bei denen in keinem Muskel der Dehnungsfaktor 5, ein bei Blutegeln ublicher Wert [3], 
uberschritten wird. Bistabilitaten erschweren die eindeutige Feststellung der Korperform durch die neurale Steuerung. Wir 
erwarten deshalb, daD sie durch die Blutegel typischen nichtlinearen Spannungs-Dehnungs-Beziehungen (vgl. [q) unterdruckt 
werden. 

18 Z. angew. Math. Mech., Bd. 70, H. 4 
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Eine mathematische Erklarung fur die in Fig. 2 dargestellten Phanomene erhalt man, wenn man die geometrische 
Form weiter vereinfacht und nur noch Wurfel als Segmente zula13t (Fig. 1 B). An die Stelle von (1) tritt dann die Aufgabe 

N 

(3) 
! N 

E ( x )  = 2 c (xi - 1)’ = Min, wobei V(x) = c x: = u .  
i = l  i =  1 

Eine elementare Diskussion der Lagrange-Gleichungen (2) zeigt, dal3 es fur u > N zu jedem stationaren Punkt x einen 
Lagrange-Multiplikator ( = Druck) p E (0,4 und ein M E (0, . . . , N }  gibt, so daB xi = x, := (1 + l / l - - 2 p ) / p  fur M Indizes 
i und x i  = x- = (1 - v m ) / p  fur die restlichen N - M Indizes sowie u = Mx: + ( N  - M) x? gilt. Stabil sind nur 
die Zustande mit M = 0 oder (M = 1 und 0 < p < 2(N - l)lI4/((N - l ) l I 4  + l)’), d. h. Formen mit hochstens einer 
Verdickung. 

Die Ursache fur das Auftreten mehrerer stabiler Zustande liegt darin, da13 ein einzelnes Segment (N = 1 in (3)) 
bereits eine nichtmonotone Druck-Volumen Relation besitzt. Die Kopplung solcher Segmente fiihrt dazu, daB einzelne 
Segmente sich auf Kosten anderer aufblahen. Damit zeigt sich ein analoges Verhalten wie bei dem Model1 gekoppelter 
Luftballone in 121. 
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