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Zur numerischen Berechnung mehrfacher Verzweigungspunkte 

1. Regulke und singulke Punkte 

Bei der numerischen Losung eines Verzweigungsproble~ns geht es um die Berechnung von Losungskurven eines 
unterbestimmten Gleichungssystems 

G(z)  = 0 ,. G': Rn+l -+ R". (1) 
Eine Losung zo von (1) mit Rang G,(zo) = n (G, = Ableitung nach z )  wird regular genannt. Durch sie verliiuft ein 
glatter Losungszweig von (1) (siehe [3]). Wir interessieren uns hier fur die singularen, d. h. die nichtregullren Losun- 
gen von (1). Sie haben entscheidenden EinfluB auf die Struktur des Losungsdiagramms. Die einfachsten singularen 
Punkte sind einfache Verzweigungspunkte bzw. Einsiedler; sie liegen vor, wenn Rang G,(zo) = n - 1 und zusltzlich 
eine Nichtentartungsbedingung fur G,,(zo) erfullt ist (vgl: [3, S. 3361). Man kennt numerisch stabile Methoden zu 
ihrer Berechnung (etwa [6,8,9]). Wir zeigen in dieser Arbeit Moglichkeiten zur Berebhnung singularer Punkte mit 
Rang G,(zo) < n - 1 auf. Hierzu gehoren insbesondere die mehrfachen Verzweigungspunkte, welche bei der sog. 
Verzweigung am doppelten Eigenwert auftreten [5,  71. 

2. Definierende Gleichungssysteme durch Erweiterung 

Fur ein gegebenes k E { 1, ... ,?L} sei eine Losung zo E Rn+l von (1) mit Rang G,(zo) = n - k gesucht. Dazu fuhren 
wir in das Systeni (1) weitere p = k2 + k - 1 Parameter ein. Wir betrachten also ein Gleichungssystem 

wobei F(z ,  0) = G(z)  voraus gesetzt sei. I n  Verallgenieinerung des Ansatzes aus [8] (siehe auch die Ubersicht in [9]) 
verlangen wir nun die Auflosung des sog. definierenden Gleichungssystems 

F ( z ,  C) = 0 ,  F :  P - k l  x RP -+ R" ,  (2) 

D(z,  @, C) := (F(z ,  c), P,(z, C) @, YT@ - I )  = 0 (3) 
nach den Variablen z E p+l, @ E w n + l ~ k + l  (@ist eine ( n  + 1) x (k + 1) Matrix) undc E DP. Dabeiist Y E  P+l,k+l 
eine vorab zu wlihlende Matris vom Rang k -t= 1. Sie wird zur Normierung der Matrix @ verwendet, deren Spalten den 
Nullraum von .FFZ(z, G) aufspannen. Die Zahl p = k2 + k - 1 ist gerade so gewahlt, daB das Gleichungssystem (3) 
quadratisch und damit das Newtonverfahren im Prinzip anwendbar wird. Man zeigt leicht, daB fur eine regullre 
Losung (zo, o0, co) von (3) stets Rang BZ(zO, co) = n - k gilt. Besitzt bereits das System (1) eine Losung xo mit Rang 
G,(zo) = n - k, so kann man co = 0 als Ergebnis der numerischen Rechnung erwarten. 

Hlufig haben die Gleichungssysteme (l), (2) spezielle Eigenschaften, die man zur Verringerung der Dimension 
des Systems (3) verwenden kann (siehe [9]). Es liege z. B. der Fall der Verzweigung von der trivialen Losung vor: 

z = ( x , I ) E W " X R ,  F(O,A ,c )=O V I E R ,  C E W P .  

Dann konnen wir fiir @ und Y die spezielle Form 
(4) 

annehmen, und (3) vefeinfaeht sich zu 

Man beachte, daW sich die Zahl der Zusatzparameter verringert hat. 

nehmen wir fur It' wie in [9] eine Symmetriebedingung an, d. h. es gibt S E Win mit S2 = I und 

Wir setzen X ,  = {x E Rn: fix = x}, X ,  = { x  E Rn: f ix  = -x}. Das System ( 5 )  1aBt sich dann weiter verkleinern 

D(I ,  fp, c )  = (F,(O, A, c )  fp, yl'fp - I) = 0 , I E w , 
Wir betrachten nun speziell den Fall k = 2, also die Verzweigung am doppelten Eigenwert. Uber (4) h' inaus 

c E W" , p = k2 - 1 . ( 5 )  

F(XX, I ,C)  =SP(X ,A ,C)  V X E R " ,  A E W ,  G E L % ' .  (6) 

(7) 
zu 

~ 1 ,  2, C) = (F,(O, 2, C) f p L  (i = 0, I), ~Tvt  - 1 (i = 0 7 1 ) )  = 0 y 

wobei 1 E R. yo E X,, fpl E X a ,  c E R gilt. Die Vektoren yc E Rn\ { 0} sind mit der Eigenschaft yzfi = yf, yfS = - Y l  
zu wiihlen, so daB yrfpl = yTv0 = 0 gesichert ist. SchlieBlich folgt D ( X ,  x X a  x W 2 )  < X s  x Xa x w2 aus (6) 
(vgl. [9]), so daB (7) nur noch ein Gleichungssystem der Dimension n + 2 darstellt. 

Als Anwendung von (7) behandeln wir einen ,,diskreten Briisselatok" (zum kontinuierlichen Model1 siehe 
z. B. [7]) 

(8) 
Dlh-2(uj-l - 2Uj + U j + l )  + L2(f(Uj, 'Uj, A ,  B )  - '26,) = 0, i = 1, ... , N ,  Uo = uN+1 = 0 

D,h-2(vj-l - 2vj + V J + ~ )  + L 2 f ( U j ,  81, A ,  B )  = 0 ,  'j = 1, ... , N , 2)o = V N + 1  = 0 
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(Verzweigungspunhfe sind dutch rnorkiert) Big. 1 

B 
A mit h = n(N + 1)-1, f(u, v, A ,  B) = Bu - A2w + - u2+ 2Auv + u2v und den positiven Parametern Dl, D2, 

L, A ,  B. Mit 2 = ($,A) = (ul, ... , UN,  v1, ... , WN, B) und c = (L, Dl, Da, A )  erhiilt (8 )  die Form (2), wobei die 
Symmetrie (6) fur S(ul ,  ... , UN, v1, ... , WX) : = (UN,  ... , ul, VX, ... , v1) erfiillt ist. Im  Falle der Parameterwerte N = 3, 
Dl = 1, D2 = 4, A = 3 lieferte das Newtonverfahren fur (7) mit c = L eine Losung bei Lo = 1.081575, B, = 
= 6.833433. Die Figuren 1 a, b, c zeigen die numerisch berechneten (5, B)-Losungadiagramme fur (8) in den Fallen 
L = 1.07, Lo, 1.09. Fur L = Lo verlaufen durch den Verzweigungspunkt (0, B,) drei nichttriviale Zweige. Die ubri- 
gen Bilder stehen im Einklang mit der Storungstheorie mehrfacher Verzweigungspunkte [7]. 

3. Definierende Gleichungssysteme durch Reduktion 

Eine alternative Methode zu den erweiterten Gleichungssystemen aus 2. besteht in einer Liapunow-Schmidt iihn- 
lichen Reduktion des Systems (2) (vgl. [l, 41). Wir gehen dazu von einen Zerlegung in lineare Teilriiume aus ~ n + l  = 
= V @ W 3 (v, w) = x ,  R” = X @ Y, wobei dim X = dim V = n - k gelte. Es bezeichne P: Rn+ X den Pro- 
jektor entlang Y .  Wir nehmen an, da8 die projizierte Gleichung PF(v, w, c) = 0 eine eindeutige Losungsfunktion 
v = w(w, c) ,  w E W ,  c E RP besitzt. Die Reduktion von F ist dann durch 

WXRP’Y 
(w, C) -+ R(w, C) = (I - P) P(v(w, c), W, C) 

w E W , 

R :  

gegeben. Unser definierendes Gleichgungssystem lautet jetzt 

D(w, C) = (R(w, c), &(w, c)) == 0 ,  c E BB”. (9) 
Es wird wie (3)  fur p = k2 + k - 1 quadratisch. Eine Losung (w,, c,) von (9) liefert eine Losung (zo, c,) = 
= (v(wo, c,), w,, c,) von (2) mit Rang F,(z,, c,) 5 n - k, wobei sogar die Gleichheit eintritt, falls ( I  - P )  Fo(zo, c,): 
V -+ X invertierbar ist. Wir betrachten auch hier den Fall k = 2 alsop = 6 genauer. 1st (w,, c,,) eine regulare Losung 
von (9), so kann man unter einer Nichtentartungsbedingung fur R,,(w,, c,) ( (A3)  in El]) zeigen, daB durch zo = 
= (v(wo, c,), WJ entweder 0, 2 oder 4 Losungszweige des Systems F(z,  c,) = 0 verlaufen. Die Vefzweigungsrichtun- 
gen sind dabei nicht entartet im Sinne von [3]. Wir haben in [ l ]  mit Hilfe von (9) einen nichttrivialen Verzweigungs- 
punkt, durch den 4 Losungszweige wie in Fig. l b  verlaufen, numerisch bestivmt. Bei dem nichtlinearen Gleichungs- 
system handelt es sich urn ein diskretes Reaktions-Diffusionsmodell (Gleichungen (8), (9), (15) aus [2]). Wir fugen 
hier an, da8 wir inzwischen ausgehend von dem System (8), (9), (10) aus [2] durch Einfuhrung von 5 Parametern 
wie in [l, Abschnitt 41 eine reguliire Losung des definierenden Gleichungssystems (9) bestimmt haben, die zu einem 
singularen Punkt ohne hindurchlaufenden Losungszweig, also einem ,,mehrfachen Einsiedler“ gehort. 
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