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SCHWACH MAJORISIERENDE ELEMENTE UND DIE
BESONDEREN MONOTONIE-EIGENSCHAFTEN VON
RANDWERTAUFGABEN ZWEITER ORDNUNG

Wolf-Jurgen Beyn

It is a well known theorem for Sturmian boundary value
problems Lx=r, Rx=0 that the pair (L,R=0) is inverse
monotone (i.e. Lx > O, Rx=0 = x > 0) if there exists a
weai majorizing element, i.e. a function z > O satisfying

Lz > 0, Rz=0. We show that this criterion carries over
to ordinary boundary value problems of arbitrary order
if in addition there exists an inverse monotone pair
'larger' than (L,R) in a certain sense. This follows from
a variant of Schroder's theorem [10] combined with a
result on strict monotonicity of nonnegative Green's
functions. However, it will also be shown that the
additional condition can only be dispensed with, 1f the
boundary value problem is at most of the second order.
Furthermore an analogous result holds for elliptic
boundary value problems in arbitrary dimensions.

1. Einleitung

Gegeben sei eine lineare, regulare Randwertaufgabe k-ter

Ordnung
k (3) ]
IX: = 2 p:X J/_r in la,b] (pj,reC[a,b], Py # O in [a,b]),
j=0"d
L (3-1) (3-1) - k
Rx: = ( 0 (o .x"9 (a)+B. .x (bY), i=1,...,k) = YeR .
Jz] 13 lJ
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2 BEYN

Wir behandeln Kriterien fur die in vielen Anwendungen
nﬁtzliche Eigenschaft der Inversmonotonie des Paares
(L,R), d.n.

Ix >0, Rx > 0 = x > 0O,

bzw. der Inversmonotonie deg Paares (L,R=0), d.h.

Hierbei sind die Halbordnungen Jjeweils punkt- bzw. kompo-

nentenweise zu verstehen,

Von besonderem Interesse sind solche Falle, in denen
die Inversmonotonie von (L,R) bzw. (L,R=0) aus der Exi-
stenz einer Funktion zeOk[a,b] mit

f1a) z >0, Lz > 0, Rz > O, aber nicht Lz = O, Rz = O
bzw. mit

¥
(1b) z >0, Lz >0, Rz = O

folgt. In Anlehnung an die majorisierenden Elemente bei
Schroder [10,12], die in (la) bzw. (1b) gewisse strikte
Ungleichungen verlangen, nennen wir ein Element z mit
(1a) bzw. (1lb) ein schwach majorisierendes Element fir
das Paar (L,R) bzw. (L,R=0). Nach [10] ist nun (L,R)
bzw. (L,R=0) inversmonoton, wenn es fur dieses Paar ein
majorisierendes Element gibt und wenn ein "gréBeres“
inversmonotones Paar (L+qI,R) bzw. (L+qI,R=0) nit
qeCla,bl,q > 0, existiert.
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BEYN

Diesen Sachverhalt verscharft der in 3. bewiesene

SATZ %

Sei (L+qI,R) bzw. (L+gI,R=0) inversmonoton fur ein
qeCa,b] mit q(t) > O fur teTa,bl. Dann ist (L,R) bzw.
(L,R=0) inversmonoton, falls es fur dieses Paar ein

schwach majorisierendes Element gibt.

Beim Beweis nutzen wir wesentlich aus, daB die Green-—
sche Funktion eines inversmonotonen Paares (L,R=0) stets
einen streng monotonen Integraloperator definiert (Satz 2,
vgl., auch T3,4]). Hat das Paar (L,R) die Eigenschaft

(28) (I+aI,R) ist inversmonoton fur alle o > o
und ein aoE R,

bzw.

(2b) (I+al,R=0) ist inversmonoton fur alle o > O

und ein x, € R.
so folgt aus Satz 3 fur jedes peCl[a,b] das Kriterium

(L+pI,R) bzw. (L+pI,R=0) ist inversmonoton, falls
() es fir dieses Paar ein schwach majorisierendes

Element gibt.

In Satz 3 ersetze man dazu L durch L+pl und g durch o-p
mit einem hinreichend groBen o€ R. AuBerdem erlauben (2a)
bzw. (2b) den Nachweis von Stabilitatsungleichungen so-
wie Existenz- und Eindeutigkeitssédtzen fur schwach nicht-

lineare Randwertaufgaben [2,5]. Fur Sturm-Liouvillesche

Randwertprobleme mit
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I BEYN

Ix= ‘X"+P1X“ RX=(allx(a)+a12X%a), lex(b)+822X'@))

sind das Kriterium (%) und (2a), "2b) bekannt (siehe [10]
und flUr das allgemeine Resultat [9]). Andererseits wird in
f11] ein Randwertproblem vierter Ordnung angegeben, bei
dem die Inversmonotonie von (TL+al,R=0) an einer oberen

Grenze o=oiy endet. Hierzu zeigen wir in 4. den
SATZ 4:
Aus der Eigenschaft (2b) folgt, dafl die Differentialglei-

chung eine Ordnung k < 2 besitzt und 4aB p, < O in (a,b]
im Fall k=2 gilt.

Uberdies ¥onnen die Eigenschaften (2a), (2b) fur k=1
und k=2 vollstandig durch Vorzeichenbedingungen an die
Koeffizienten aij’ Bij aus den Randbedingungen charakteri-
siert werden (Satz 5,6). Schlieflich weisen wir nach, daf
(?a) und (2b) auch bei partiellen, elliptischen Problemen
hochstens fur Randwertaufgaben zweiter Ordnung auftreten

konnen (Satz 7).

Die Paare (L,R) mit der Eigenschaft (2a) bzw. (2b)
gehoren zu der in [14] definierten Klasse abstrakter
Z-Operatoren, die eine Verallgemeinerung der Matrizen
mit nichtpositiven AuBerdiagonalelementen darstellen.
Unser Ergebnis kann also auch so interpretiert werden,
daB Z-Operatoren im Zusammenhang mit (gewohnlichen oder
elliptischen) Randwertaufgaben nur bei Problemen von

hochstens zweiter Ordnung auftreten konnen.

2., Ein abstraktes Ergebnis

Im folgenden seien X,Y halbgeordnete, archimedische Vgk-
torraume (vgl. [3] Kap. I). Die Halbordnungen seien beide
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BEYW 5

mit < bezeichnet, Ferner schreiben wir e > 0 falls e
eine Ordnungseinheit in X bzw. Y ist (vgl. [3]). Ein line-
arer Operator A:X— Y heift
inversmonoton (kurz i.m.): & (xX, Ax > 0 = x > 0O)
monoton ;@ (xeX, x > 0 ® Ax > O)
streng monoton auf X : @ (Y=X, A ist monoton, V x¢X,

X > 0,3 n=n(x)eN

mit A"x > 0).
Der folgende Satz faBt einige fur die Anwendungen wichtige
abstravte Aussagen zusammen, die sich aus den Arbeiten
[10,13] ergeben.

SATZ 1:

A,B: X—>Y seien lineare QOperatoren, B sei monoton. Dann

gilt

A i.m. > A-3B i.m.

unter jeder der folgenden zusatzlichen Bedingungen

(i) JzeX, z > 0, (A-B) z > 0,

(ii) dzeX, z > 0, (A-cB) z 2 O fur ein ¢ > 1,

(ii1)3z¢X, z > 0, (A-B)z > 0, A" "B existiert und ist
streng monoton auf X.

Unter den Annahmen (i) und (ii) folgt die Behauptung
aus [10] Satz 1.1 uné dessen Reweis. Der Fall (iii) 1&Bt
sich durch eine geeignete Anwendung von [13] Theorem 5.1

behandeln oder auch dire¥%t auf 7ii) zuruckfuhren, denn

# * by . -
wegen z > O und (I-—A_IB)Z > 0 existiert ein neN mit

v: =~ 1, 5 o, (A"'B)?(I-4"'B)z > 0, und hieraus
folegt (A™IBYP(I-A"'B)z > oy fiir ein o > O, sowie
(A-B)y=B((A"1B)Pz - (a4~ 1B)™*12) > oBy.
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1

Die Voraussetzung der strengen Monotonie von A "B

in (iii) ist wesentlich fur die folgenden Uberlegungen.
Andere Ersetzungen dieser Eigenschaft in (iii) z. B.

durch
Ax > 0 2 x=0 oder x > 0 (vgl. F107)

stellen fur die spateren Anwendungen zu starke Voraus-
setzungen dar.

Im Falle der Matrizen kann man die strenge Monotonie von
A_lB welter durch eine von den Null%omponenten des Vek-
tors (I—A_lB)z abhangige Bedingung abschwachen (siehe [57).

3. Anwendung auf gewohnliche Randwertaufgaben

Wir fuhren zunichst einige Bezeichnungen ein (vgl. 3]
Kap. VII)
C,=txeCla,b]: x(t) > 0 fur tefa,blt, x > 0: & x€C
Cezixecta,b]: tx < pe fur ein o > Of mit eeC, ,
¢ =C NnC_,

+e T+ Ve
oC+e=iXeC+e: X > ce fur ein n > 0Of, oC, . 1st die Menge

der Ordnungseinheiten in CP.
Seli jetzt speziell
Ty Pb
(3) e(t)=(t-a) “(b-t) °, tela,b],

wobei T (r a,b) den maximalen Index re{0,...,k{ bezeichne
mit Rx= O XECkFa ,bl = X(J (v)=0 fur j=0,...,r-1. Es gilt
dann x€C fur jedes xeC' [a,b] mit Rx=0. Das fur die in-
wendung von Satz 1 (iii) wichtige Resultat iber die stren-
g~ Monotonie Greenscher Integraloperatoren enth&lt der
folgende
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BEYN 7

SATZ 2:

Sei (L,R=0) i.m. und ry, Ty < %o

Dann gilt fur den zu (L,R) gehorigen Greenschen Integral-
operator G die Beziehung

67 (c,\ {01) < oC,

e y

insbesondere ist G ein streng monotoner Operator auf CP.

Beweis: Wir nehmen k > 2 an und damit, daf der Integral-
operator G durch einen auf [a,b]2 stetigen Kern (den wir
wieder mit G bezeichnen) definiert wird. Der Bewels 1apt
sich aber nach genauer Betrachtung auch fur k=1 durch-
fuhren. Fur xe€C  sel

Qo(x)=ite[a,b]; x(t)=0"%, Q+(X)={t€[a,bj: x(t) > O].
Da G ein nichtnegativer Kern ist, folgt
(4) G(t,s)=0 fur tEQO(Gx), sécl(ﬂ+(x)),xec+,
(cl= top. AbschluB, int = top. Inneres). Ferner ist
(5) t¢int0 (G(t,-)) Vtela,b].
Andernfalls wzhle man eine Funktion zeckf‘.C+ mit kompaktem
Trager in int QO(G(t,-)) und mit z(t) > 0. Wegen Rz=0

b

folgt dann aus z(t)= g G(t,s) (Lz)(s)ds=0 ein Widerspruch.
a

(4) und (5) zusammen ergeben

(6) int ¢l0 (x) < n+(Gx)Vxec+.
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8 BEYN

Als ndchstes zeigen wir
(7) GxeoC V-xec+ mit ¢10, (x)=[a,b].

(6) liefert bereits Gx(t) > O fur te(a,b), und es bleiben
fGX)(ra)(a) > 0 und (-l)rb(Gx)<rb>(b) > O zu zeigen.

Wir beschranken uns auf den Beweis der ersten Ungleichung.
Aus RG(.,s)=0 fur se¢(a,b) und G(t,s) > O in [a,b]2 folgt

pdG(a,s)=0 fiir §=0,...,r,-1, DJ2G(a,s) > O fir se(a,b).
(r

Ware nun ‘Gx)

a

a (a)=0, so folgte wegen r_ < k-1 und

a
T
clfﬂ+(xﬁ)=[a,b] auch DlaG(a,s)zo fur se(a,b). Das aber be-
(r) ? T, .
deutet y (ad= S Dl G(a,s)(Ly)(s)ds=0 fur alle
a

r .y
veC [a,b] mit Ry=0 im Widerspruch zur Maximalitat von T,
Aus (7) folgt insbesondere G(oC+P) C OC+9. Sei nun ein

xeC_N\ {0l gegeben. Dann existiert ein nichtleeres Inter-
vall (c,d) < O+(x)ﬁ (a,b). Im Fall clﬂ+(GX)=[a,b] folgt

G2XEOC+e bereits aus (7). Also konnen wir annehmen, dapB

OO(GX) ein nichtleeres offenes Intervall enthalt. Dieses
schneidet das Intervall (c¢,d) wegen (6) nicht, und es

verbleiben die beiden folgenden Falle

I. Sowohl QO(GX)H [a,c] als auch QO(GX)ﬂ.[d,bj enthalt
ein nichtleeres, offenes Intervall.
Aus (4) und der homogenen Differentialgleichung fur G
erhalten wir dann G(t,s)=0 fur tela,b], se[c,d] im
Widerspruch zu (5).

IT. Entweder QO(Gx)ﬂ [a,c] oder QO(GX)ﬁ (d,b] enthalt ein

nichtleeres, offenes Intervall. Dieses liege etwa in

DO(GX)D [a,c]. Daan ist aber nach (&)
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BEYN 9

(8) G(t,8)=0 fiir ten_(G°x), selc,bl.

Im Fall clO+(G2x)=[a,b] folgt wieder GBXGOC+Q, so daB

2X) an-

wir ein nichtleeres, offenes Intervall in QO(G
nehmen konnen. Dieses liegt wegen (6) auch in [a,c],
und die homogene Differentialgleichung fir G liefert

mit Hilfe wvon (8)
(9 G(t,s)=0 fiur se[ec,b], te[a,s].

Daher ist die Einschrankung G =G > die Greensche
'[c,b]

Funktion zu der Anfangswertaufgabe
Ly=r in [c,b], y(3>(c):0, J=0,...,k=1,

J=1,..,% _
Aus r_, < k und Rang (aij,Bij) i=l:..,P = % folgt, dapB

ein veCk[a,b] existiert mit
(10) v(t)=0 fur tefa,c]l, Rv % O.

b
Es gilt v(t)= S Go(t,s)(LV)(S)ds=
C

b
S G(t,s)(Lv)(s)ds fur te[c,b]
a
AuBerdem liefern (9) und (10) auch fur tela,c]
b b
v{t)=0= S G(t,s)(Lv)(s)ds= S G(t,s)(Lv)(s)ds.
C a
damit erhalten wir Rv=0 und einen Widerspruch zu (10).

g.e.d.

Bemerkung: Der Fall razk bzw. rb=k tritt offenbar genau
dann ein, wenn Rx=0 Anfangsbedingungen bei & bzw. b be~
schreibt. In diesem Fall ist die Aussage von Satz 2 be-
kanntlich falsch (vgl. [3] Kap VII). Satz 2 wurde bereits
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10 BEYN

in [4] mitgeteilt, dort wird auch seine Anwendung suf die
zu (L,R) gehorige Eigenwertaufgabe diskutiert. Der Nech-
weis des richtigen Randverhaltens von Gx in (7) und die
damit zusammenhingende Maximalit@tsbedingung fur r_ und
r'y gehen auf J. Lorenz zuruck,.

Wir wenden nun Satz 1 (iii) an mit
X= lXECk[a,b]; Rx=0t, Y = Cla,b], Ax=ILx+qgx, Bx=0x, wobei
x,q¢C[a,b] und g > O in [a,b] seien. (L+q{.)I,R=0) sei
i.m. und G sei der zugehorige Greensche Integraloperator.
Die Menge XN OC+e mit e aus (%) bestent dann aus den
Ordnungseinheiten von X(vgl. [3]).

Fur ein ¢ > 0 ist GB > ¢G, so daB GB nach Satz 2 im Fall

T Ty < k ein streng monotoner Operator auf CP ist, Be-

a’
sitzt also (L,R=0) ein schwach majorisierendes Element, S0
folgt seine Inversmonotonie. Damit ist die Aussage von Satz 3

fur (L,R=0) im PFall r,, Ty < k bewiesen.

Im Fall r_=% bzw. Ty =k liegt eine Anfangswertaufgabe vor.
Die Inversmonotonie von (L,R=0) folgt dann ohne Verwen-
dung von (1b) aus der Tatsache, daf durch L=(T+qI)-qI
eine regulare Zerlegung des Operators L: X—Y mit Spek-
tralradius ((L+qI)—qu) =0 gegeben ist (zur SchluBweise
vgl. [3] Kap. TIIT,4 , VII,4).

Sei nun z ein schwach majorisierendes Element fur (IL,R)

und sei v die Losung der Randwertaufgabe

LiqI)v = Lz, Rv=Rz.

Wegen (L+qIl)(z-v)=qz, R(z-v)=0, L{z-v)=qv ist dann z-v
ein schwach majorisierendes Element fur (L,R=0) und da-
her (L,R=0) i.m.. Ist nun Ix > O, Rx > O vorgegeben, so
bestimme man y gemaB (L+qI)y=0, Ry=Rx und —zusammen mit
L(x-y =Ix+qy » O, R(x-y)=0 folgt x > y > O.
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BEYN 11

Es'ist ungeklart, ob Satz 3 im Fall g > O richtig
bleibt. Allerdings bleibt seine Aussage flr q > O nach
[10] (siehe auch Satz 1 (i)) noch erhalten, wenn (L,R)
bzw. (L,R=0) ein majorisierendes Element z besitzt, d.h.
wenn z > 0 und Lz > O in [a,b], Rz > O, bzw. Lz > 0 in
fa,b], Rz=0 gilt. Ein solches z existiert stets, falls
(L+qI,R) bzw. (I+9I,R=0) fir ein geCla,b] mit g < 0 in-
versmonoton ist. Man wahle z etwa als Losung der Aufgabe

(11) Lz+gz = 1, Rz= (1,...,1) bzw. Rz = O,

Hieraus ergibt sich die im folgenden wichtige Ein-

schlieBungseigenschaft

(L+qu,R) bzw. (L+q,I,R=0) ist i.m.
fur gewisse q.e¢Cla,b](i=0,1)

(12) > (L+qI,R) bzw. (I+9T,R=0) ist i.m.
fur alle ge¢C[a,b] mit 9, £ 9 < ay.

4. Charakterisierung der Bigenschaften (2a) und (2b)

Wie in der Einleitung bereits bemerkt, folgt aus (2a)
bzw. (2b) nach Satz 3 fur jedes peCla,b] das Kriterium
(3). ITst umgekehrt (3) fur jedes peCla,b] erfullt, so

erhalten wir (2a) bzw. (2b), falls es uberhaupt ein
¥

DeCla,b] und ein xeC¥[a,b) mit x > 0, (L+pI)x > O und
Rx > O bzw. Rx = 0 gibt.

Wir geben im folgenden eine vollstandige Charak-
terisierung von (2a) und (2b) durch Bedingungen an die

Koeffizienten von L und R an.

Zunachst beweisen wir den bereits angekundigten Satz 4.
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12 BEYN

Beweis: Sei L =L+a T. Wir konstruieren in den Fallen

k >3 und & = 2, Py > 0 in [2,b] geeignete Fun¥tionen
yec"[a,b], 3eCla,b] mit § > 0, (L,+3I)y > O, Ry=0 aber

v i O. Dann ist (LO+§I,R=O) nicht i.m. im Widerspruch zu
(12) und (2b). Sei t _¢€(a,b) fest gewshlt und sei
W(t)ze_kpk(to)(t—to)f+ca_2(t—to)2~1 fur t€ R mit c,e > O.

Dann ist w(to)z—l und bei geeigneter Wahl der Konstanten
¢ auch

(13) y(t) > 0 fur ¢ < |t-t_; < 3e.

ol
In den Fallen k > % und ¥ =2, pb(to) > 0 gilt ferner

Pp(to)w(k)fto)=cls—k mit einer Konstanten ¢, > O. Fur hin-

1
reichend VYleines £ > O erreichen wir daher nach einer ein-

fachen Abschitzung

(14) Low(t) > 0 fur Et-tog < 2g.

- w - . -
Sei nun ¢ := o und 0¢C (R) eine Fun%tion mit

L flir j6~t i < 2¢,
O fur 2¢ < it-toﬁ < 3e,
0 fur }t—tog > %e.

p(t)

v

1
Ferner sei veC‘[a,b] definiert durch L,v=1, Rv=0. Jann
gilt v > 0 in (a,b) {(vgl. (7)) und wir wahlen
y = v+—(v(to)4-l)w sowie ein geCla,b] mit

O fur gt—toi < e
0 fiir & < |t-t_} < 2¢

c >0 fur Tt i > 2e.

q(t)

v

Durch geeignete Wahl von ¢ > O erreichen wir
(Ly+aDy(t) > Lyy(t)+ev(t) > 0 fiir 26 < {t-t | < 3e,
wahrend nach Konstruktion von q,y und ¢ auch
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BEYN 13

(Lo+al)y(t) > Lov(t) > 0 fur [t—tol < 2¢ und }t—to} > 3g
gilt. SchlieBlich sind y(to)z—l und Ry=0 offensichtlich
qg.e.d.

Wir diskutieren Jjetzt die Bedingungen (2a) und (2b) fur
den Fall ¥ =2 und Py, < 0O in [a,b].

Dabei genugt es, wie wir spater zeigen, den einfachsten
Fall L=—D2 zu betrachten.

In folgenden bezeichne dij<l <'i,J € 4) diejenige

2 x 2-Unterdeterminante, die aus der i-ten und der j-ten
Spalte der 1
%1 %12 Pr1 Pro

Koeffizientenmatrix K = entsteht.

any %op Pop Bop
Ferner sei

“sign dgy, falls d,, £ O,

N —
0 sonst.
TLEMMA 1:

Fir T -D° ist die Eigenschaft (2b) bzw. (2a) dquivalent

mit der Bedingung

(Ao) 040, ody5 2 O, Gd54 > 0 und
0d14 <0 <L od25, falls d24=0, dga—dlq#o,

bzw. mit der Bedingung
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14 BEYN

(A) es gilt (AO), und zu-
gsatzlich besitzen die

Zellenvektoren

olayy, %0 Brys Byp)
und —O(O(,gl, %oy 8213 822)

das Vorgeichenverhalten

AlIA X [IA] XK
olo|lv]|olv
o| v|IviX| X
O O O VI WV

von genau einer der funf

nebenstehenden Zeilen (nicht

notwendig derselben!).

Dabei steht X, >, >, <, <, O fur eine Zahl
¢eR, >0, >0,<0, <0, = O,

Zzum Beweis: Die Bedingungen (AO) und (A) ergeben sich
durch eine explizite Diskussion der Greenschen Funktion
Ga zu (-D2+aI, R=0) und der Losung X, bzw, Yy, der
Randwertaufgabe

1 0
~x'+oax =0 in [a,b], RX:( )bzw. Rx=( ) .
0 1

Die Rechnung vereinfacht sich dabei erheblich, da

G X
a’ To?

wenn dies fur die Randwerte Ga(t,s), Xa(t>’ ya(t) mit
t,se {a,bl gilt.

Vo im Fall o > O genau dann nichtnegativ sind,

Die Bedingungen (AO) und (A) werden ubersichtlicher,
wenn wir die Koeffizientenmatrix K durch zulassige
Transformationen (die die Inversmonotonie von (—D2+aI,R=O)
bzw. (—D2+aI,R) nicht storen) in eine Normalform bringen.
Zulassige Transformationen seien dabei
1. K—»TK mit einer nichtsingularen 2 x 2-Matrix T, die

im Fall (A) uberdies nichtnegativ ist,
Byq~Byn oy q-a

5 K_>< 117P12 ®117%12

P217Pap %p1-8p2

der Differentialgleichung an der Intervallmitte.

), dies entspricht einer Spiegelung
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BEYN 15

LEMMA 2:
Fur L= —D2 gilt die Eigenschaft (2b) bzw. (2a) genau dann,

wenn K sich durch zulassige Transformationen in eine der

drei folgenden Normalformen bringen 1&aBt

. _ [ < <0 -
Fall 1: doy, # 0, Ky << S L) pawe Ky Ky,

(> 0 <0

( >0 <0
0 < %0

) bzw. K2a

oder K =
e Jten

>00 0 (>oco
K = bzw. K = .
o< o) %2 {oo>0

f
Ve
o Vv
c O
X IA
vV

Die Sturmschen Randbedingungen (vgl. 79]) sind hierin eben-

so als Spezialfdlle enthalten wie die in [8] behandelten
periodischen Randbedingungen, die sich in Fall 2 ein-

ordnen lassen.

SATZ 5.

Das Paar (L=p2D2+plD+pOI,R) bzw. (L,R=0) mit pliclta,b]

genugt der Bedingung (2a) bzw. (2b) genau dann, wenn
P, < 0 in [a,b] und (A) bzw. (AJ erfullt sind. Im Fall
p, €C{a,b] sind diese Bedingungen noch hinreichend fur

(2a) bzw. (2b).

Beweis: Wegen Satz 4 und (12) genugt es, die Bedingung

(2a) bzw. (2b) im Fall p,= -1 zu charakterisieren.
Fur XEC2ra,b] und plﬁcl[a,b] liefert die Transformation

X=Wy mit

t
w(t):exp(% j pl(s)ds)(siehe r7] Kap. XI)
a
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P { -~ [ .
Lx=wLy=w(—y“+ (po4-%p§ -%Iﬁ)yﬁ, Rx=Ry, wobei R durch die

Koeffizientenmatrix

(o&ll+ &12W'<a) (112 Bllw(b>+ Bl2wi(b) B]_Ew(b>
¥ =

apy + oo () apy By () + Bou ' (B) Byou(e)

definiert wird. Also gentigt (T,R) der Bedingung (2a) bzw.
(2b) genau dann, wenn dies fur (L,R) gilt. Aus (12) und
Lemma 1 folgt die Behauptung, wenn wir noch beachten, daf
die Bedingungen (A) bzw. (A ) fir die Matrizen K und 4

dasselbe aussagen.

Seien nun pIEC[a,b] und die Bedingung (AO) angenommen,

Wir wahlen ein qecl[a,b] mit q(a):pl(a), q(b)=pl(b).Es
gibt dann ein a, > 0, so dap (Lq:= p2D2+ aD + (po+fﬁﬂI’R=O)
i.m. ist. Sei quE 1, Rv=0. Fur hinreichend kleines

£ > 0 erhalten wir

Lov=:(p2D24-p1D+-(pO4—aO)I)V >0 in [a,a+ €] U [b-¢,b],

und wegen v > 0 in (a,b) (vgl. (7)) gibt es ein a; >0
mit

(16) (LO+-alI) v >0 in [a,b], Rv= 0.

Wir zeigen, dap (LO+»aI,R= 0) fur o > ay i.m. ist. Dazu
sei qnécl[a,b] eine gleichmaBig gegen Py konvergente
Fo'ge. Wegen (16) ist dann v fur groBe n ein mejorisieren-
des Element fur (p2D24~an+-(po+-ao+-a)I,R= 0), also

ist dieses Paar i.m. nach dem bereits Bewiesenen. Ein
einfacher Approximationsschluf liefert schlieflich unter
nochmaliger Ausnutzung von (16) die Behauptung. Vollig
entsprechend verlauft der Beweis unter der Voraussetzung
(A). g.e.d.

Bemerkung: Es ist zu vermuten aber unbewiesen, dap die
Bedingungen (A) bzw. (AO) auch im Fall plEC[a,b] not-
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wendig fur (2a) bzw. (2b) sind.

Das Kritierium (€ ) in den durch Satz 5 beschriebenen
Fallen verallgemeinert die aus £8,9,10]) bekannten Invers-
monotoniekriterien fur Randwertaufgaben zweiter Ordnung.
Es ist offensichtlich, daB in Satz 5 die Bedingungen (A)
und (AO) fur die Koeffizientenmatrix K nach zuldssigen
Transformationen durch die Normalformen aus Temma 2 er-

setzt werden konnen.

Um unsere Diskussion der Bedingungen (2a) und (2b)

zu vervollstiandigen, bemerken wir den durch elementare
Rechnung erhaltlichen
SATZ 6:

Fur k=1 hat das Paar (p1D+-pOI,R) die Eigenschaft (2a)

bzw. (2b) genau dann, wern o,;By; < O sowie

&9 > 0 bzw. aqq = O (im Fall p; > O) und
811 > O bzw. By, = O (im Fall py < O)

gelten.

5. Elliptische Randwertaufgaben

Fur lineare elliptische Randwertprobleme zweiter Ordnung
sind Inversmonotoniebriterien der Form (3€) bekannt
(siehe z.B. [9,10]). Wir zeigen im folgenden, daB auch im
elliptischen Fall die Eigenschaften (2a) und (2b) (und
damit ebenso die Implikation (>€) ohne Zusatzvorsusset-
zungen) auf Randwertaufgaben zweiter Ordnung beschrénkt

sind,.

Sei QcR™ (n > 2) ein beschranvtes Gebiet und sei

L= 23 a DB ein elliptischer Operator auf O ([1] sec. 4)
B *

mit reellen Koeffizienten ag€ c(o).

Dann ist ¥ = 2m gerade ([11) und L ist entweder positiv
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oder negativ elliptisch auf 2, d.h. es gilt

7 aB(t)gB > 0 (oder < 0) YV ten, e R, ¢40.

67-x
Sei chck(Q)ﬁ C(0) ein linearer Teilraum mit C?(Q)CV

und mit der Eigenschaft

(17) %} aBDBV ist beschrankt auf O fur Jjedes veVv,
Ferner sei ein linearer Randoperator R: Vs (C (0™ mit
(18) Rv=0 fur alle VECg(Q)

gegeben,

Wir nennen dann das Paar (L,R=0) inversmonoton bez. ¥,
falls

xeV, Ix >0 in O, Rx = 0 =2 x > 0 in O
gilt.

SATZ 7:

Es existiere ein a ¢ R, so daB (L+al,R= 0) fur alle

o > o, bez. V inversmonoton ist, und es gebe ein veVmit

(19 (L+oa,I)v > 1 in O, Rv = O.

Dann folgt k=2 und L ist negativ elliptisch in Q.

Beweis: Der Beweis verlauft im wesentlichen wie derjenige
von Satz 4. Zunachst gilt v/t) > O fur alle teQ, demn zu
jedem te) gibt es ein WECE(Q) mit w > 0 in Q, w(t) > O,
und es ist (L+—aol)w < C(L4-a01)v in Q fur ein ¢ > 0,
also w < ¢cv. AnschlieBend zeigt man Hilife von (17) ein
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entsprechendes Resultat zu (12).

Dann wghlen wir ein tOEQ und setzen
b(t) =c e !lekaﬁ(t0>(t—t0> +ooe Tt~ £ l17-1, teR™,
{ HEE

Euklidische Norm). Mit ¢1=1 und geeigneten cr >0

Cli i
(im Fall k > 4) sowie ¢, = 0 und geeignetem ¢, >0 (im
Fall k=2, L positiv elliptisch) 1Bt sich dann (13) und

wegen
-k 2
L oag(t 0Pys y=eFeo w gl a2(e )
Bk PO ° Ligfee o B o
auch (14) fur hinreichend kleines £ > O (mit i || anstelle
von | 1) realisieren. Alle weiteren Schllisse von Satz 4
sind unmittelbar ubertragbar. g.e.d.

Wir bemerken abschlieBend, daf die Beweise von Satz &
und Setz 7 im Prinzip konstruktiv sind, d.h. sie ge-
statten es ein o anzugeben, bei dem (L+ a«I,R=0) nicht
mehr i.m. ist., Dabei wird das kleinste o mit dieser Eigen-
schaft jedoch i.a. weit uberschatzt und die zugehorigen

Rechnungen werden sehr aufwendig.
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