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W.-J. Beyn
Dic Konvergenz der diskreten Greensehen Funktionen
beim gewohnlichen Differenzenverfahren

1. Die Losungen von linearen, gewthnlichen Randwertaufgaben

'
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fassen sich bekanntlich mit Hilfe der Grrenschen Funktion Gt, s) in der Form
h
a(t) = [ O, 8) r{(s) ds, ted, (2
a
darstellen, falls die homogene Randwertaufgabe nur die triviale Losung besitzt. Jedoch kann G nur in Spezialfallen
explizit herechnet werden (siehe [2] fiir einige Beispiele). Ks liegt nun nahe, ¢ durch diskrete Grirnsche Funktio-

nen (4, zu approximieren, die als inversc Matrizen bei der Anwendung eines Differenzenverfahrens
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Lyxy = 1y, Ry, = 0, zur Schrittweite b = -—LNﬁ- (N e Ny (3)
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auftreten. Dabei seien w, bzw. r, Gitterfunktionen auf den dquidistanten Gittern
Jp={aya A= by o, b~ by by baw. Ji = {a 4 kh, b — Ik} (kyy by e N, &y - by — &),
und L,: RB/» — R";', Ry: RI» — R* seien lineare Abbildungen.
Ist das lineare Gleichungssystem {3) eindeutig I6sbar, so ist die Losung #, analog zu {2) darstcllbar in der ¥orm
2a(t) == b 3 Gu(t, s) rals) fiir te J,.
“J;z

Hierdurceh wird die diskrete GrugXsche Funklion ¢, als (VN 4- 1) > (¥ -]- 1 — k)-Matrix definiert.
2. Uber die Differenz
Gt s) — Gylt, 8) teJ,, sedy,
ist nur in wenigen Fillen ctwag bekannt. So gilt
G, 8) == Gy(t,s) firalle tedy, sedy — {a+h,e., b — 1}
im Fall Le = 2", Re wic in (1),

2ty ~ Bt — ) - 2e(t) - w(t b)), w' () ~ bV (w(w 4 h) — x(n)),
&' (0) ~ b~Ha(b) — 2(b — b)) (siche u. a. [4, 7, 9]).

Andert man in diesem Beispiel nur die Diskretisiecrung von ’(a) durch Verwendung einer Formel hoherer Ordnung,
0 ist nach |7] bereits der Fall

(Gt a + 2h) — Gty e 4 2h) = ¢ >0 firalleteJ,, undalleh,

moglich. In randnahen Spalten kann also keine Konvergenz der diskreten Grrexschen Funktionen gegen ¢ cr-
wartet werden.

Dieses Verhalten spiegelt auch der folgende Satz wieder, den wir hier ohne Beweis mitteilen.

Satz: Sei b = 2. Die Aufgabe (1) sei eindeutiy 16sbar, und die Diskretisiorung (3) entstehe wus (1) ouf dic fol-
gende Weise:

(iy Alle Ableitungen bis zur Ordnung k — 1 in den Randbedingungen wnd in der Differentialgleickuny werden
durch (endlich viele verschiedene) konsistente Differenzenformeln ersetzt.

(ii) Die hichste Ableitung x*)¢t) wird durch Differenzenformeln ersetzt, die-sich als Milleluny der k-len dividierten
Differenz Ax an benachbarten Gitterpunkien darstellen lassen. Diese Mittelung geniigt den Wurzelbedingungen (siche
[1], zur allgemeinen Konvergenztheorie des Differenzenverfahrens vgl. [1, 3, 5, 6]).

Dann gilt fiir jedes ¢ > 0

Max [Gn(ty 8) — Gty 8)| - 0 fiir b 0. (1)
Ledp, se. ],
|s-af, |8 -DjezChe In(h~?)
Dariiber hinaus gilt die (im Sinne von (4)) gleichmipige Konvergenz der Differenzenquotienten von Gy(t, s) (bez. t) bis
zur Ordnung k — 2 gegen die entsprechenden Ableitungen von G(t, s) (bez. 1).

3. Sci nun s € (¢, b) so gewiihlt, dul s € J}, fiir cine Nullfolge von £-Werten gilt. Aus (4) folgt dann, daly die Losung
a(t) = G, s) der Randwertaufgabe

Lz =4, (im Djstributionssinne, 0 = 6-Distribution ins), Re =0,

l& fiir ¢t =3¢,

Lywy — 0% it oMy — , , Byx, =0
whn = 0y ik 04 10 fir Ledjt Ly, T

gleichmaBlig approximiert wird.

Gewohnliche Randwertaufgaben der Mechanik, in denen Punktlasten als Inhomogenititen auftreten, sind
also mit den iiblichen Differenzenverfahren losbar. Dies zeigt sich auch in zahlreichen numerischen Beispiclen.
Dabei ist allerdings zu beachten, dafl Differenzenverfahren, die bei glatten Lisungen zu ciner hohen Konvergenz.-
ordnung fiihren, i. a. keine besseren Ergebnisse als das cinfachste Differenzenverfahren liefern.

Ferner ergibt der obige Satz eine itber die Stabilitit hinausgehende Aussage fiir alle Differenzenverfahren, die
(i) und (ii) erfullen. U. a. sind diese Verfahren stark stabil im Sinne von [8] und fiir die Operatornormen von @,
bzw. G beziiglich der Maximum-Norm [{.|| auf J, bzw. J gilt

lim |G| = [{¢)] .
h—0

Krst diese Aussage ermdglicht es, zum Beispiel die Konvergenz einer lteration zur Lésung einer nichtlinearen
Randwertaufgabc auf die entsprech(,ndc Iteration fur das diskrete Gleichungssystem zu ubmtmgon Diese Kigen-
schaft wird in numerischen Anwendungen hiufig ohne Bewels angenommen.
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