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weiterer Intervaltverkleinerungen bei den Iterationsvektorcn zm, wenn die gewunsehte Genauigkeit der Fixpndd- 
einschliefiung wesentlich geringer ist als die bei der jeweiligen Ziffernlange maximal mogliche. Bei teclinischen Pro- 
hlwnen geniigt etma hiiufig eine Genanigkeit von I yo (r = 0.01) ; dle  Iter~tionsschritte, die die Genauigkeit clw 
1~'ixp~inkteinschlicBung weiter erhohen, sind dnnn firr die Praxis ohne Redeixtung und lassen sirh durch dns a i i p -  
phene Ahl-,ruchkriteriurn vermeiden. 

AIR Spezialfall kontrahierentler intervallnrithnirtischer Abbildiingen wurden das intervallarithniet~isc~ie Ge- 
saint- und Einzelschrittvorfahren genauer untersucht. Zur Bestimmung des Kontraktionsfaktors k kiinnen dabei 
die intcrvallarithmetischen Analoga des sogenannten Zcilensummenkriteriums bzw. SASSENFlELD-Kriteriums ge- 
wahlt werden. Niimerische Tests mit Ziifallsmatrizen zeigten, daB sich mit dem Abbruchkriterium erheblichcr 
Rcchcnanfwand einsparen lafit. Bei 8 = zum Beispiel sind durchschnittlich nur ein Drittel der Iterationen bis 
ziiin iihlichrn intervallarithmetischen Itcrationsahbruch, dem Ausbleiben weiterer IntervaIlverkleineriingen bei den 
s,, erfordcrlich (Rechnung mit ca. 16.8 Dezimalstelh), bci r = 10 darchschnitt~ich nur rtwn 450/. I)ie Ergo?)- 
nissc sind dabei unabhangig von der Dimension n. 
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Ilohere Konvergenzordnungen beim Differenzenverfahren 
fiir gewohnliche Randwertaufgaben 

1.  Firr (lie Iiriearc, gewiihnliche Randwertailfgnhe der Ordniing k 
k 

j o  
Lx =- 2 p,Dh = r in J = [a, bj , RX = y E R" (RAWA) 

ni i t  p,, r E C ( J )  (j = 0, ... , k ) ,  p ,  # 0 in J und einer linearen Abbildiing R: O ( J )  + @, hetrachtcn wir cin :ill,nr- 
mcines Differenzenverfahren ziir Sclirittweite h > 0 in dcr folgenden Form 

( I )n \ W r \ )  

I)nt)c.i wirn x h  t xh := n J h  hzw. r h  E X ;  := RJ; Gitterfiinlrtionen auf rlen aqiiidistanten Gittern ,J* = { f l h ,  n,, 1 //, 
... , h h  - h, b h }  bzw. J i  = {a;  = a h  $. k,h, a;, + h, ... , b i  - h, 0; = b h  - k&} ,  wobei k,, kb E N init k ,  1- I.,, .& 
~ n d  f l h  ---t a, b h  -+ b fur h -a 0 angenommen werde. L,: x h  -+ Xi; und K,: x h  + R~ seien linearc AbhildIrngrn. 

Wir bestinirnen die Konvergenzordnung des Differenxmverfahrens fiir den in Anwendungen hiiiifig auftrctrnclt~u 
Fall, dafl bei der Diskretisierung von L im Gitterinneren Differr~~zenformeln hoher Ordniing, i n  Randniihc j d o c l i  
solchc von niedrigerer Ordnung verwendet werden. Unter sehr allgemeinen Vor:tussetziingen zeigcn wir tl ie folgcntk 

Konvergenz rege l :  hiegen a n  der Losung x von RAWA die Konsistenzordnungen z fur 12,i irnd f i i r  lih i t ) /  

OittPrinnPrPn, sowie z - (k - p)  fur  L h  ,in Randnahe vor ( k  bzw. p bezeichne dabei die hochste in I, hzw. in 1~' aiif- 
tretende Ableitung), so konvergieren die Losungen x h  von DRAWA gegen x: von der Ordnung z. 

= O ( / L ~ - ( ~ - ~ ) )  stets I l [ x ] h  - r h l l  = O(hT) folgt. Dahei sei Ji = {a;, ... , ai; + n,h, 6; - nbh, ... , hi} niit von h unnb 
Ii2irigigen n,, nb E A' nnd J i  =- .Ti \ JA. //.I/ k)ezPirhne dic Mnxiniurn-Norm, iind JI-II i giht an, dafl d i L S  'Maximiin\ 

:xiif J i  ( i  = 0, 1) e~nmsrhrhnlten ist. [ . I h  bzw. sei dic Restxiktion aiif das Gitter J h  bzw. J;'. Pcrner sci rk -= 11.1;~ 
iind die Fiinktionen r ,  p j  ( j  = 0, ... , k) und damit I(^ sind gegebencnfalls geeignet nnf einc U i n g ~ h ~ ~ n g  r o n  .7 fort- 
ziisetzen. 

1 ) k s e  Bonvcrg~~nzregrl ist fiir Differenzenschenintn ( &  R h ) ,  die zii r i n w  inversmonotoiici~ Mntriv frilircn, 
wcitgehendst Fekannt (sielw 12, 3, 7, 81). Die dabei verwendete Methode erfafit einerseits Diskretisieninge~i sowol~l 
gewiihnlicher nls auch elliptjscher Randwcrt,probleme, ist aber andererseits aiif Randwrrtanfgnhrn zweitcr Orrl- 
riling, dir sclbst invcrsmonoton sind, beschriinkt. 

Ipiir tlas allgeineine gewbhnliche ~ifferenzenverfnlireii wurde die ohige Ittlgcl iti  tlen F ~ I C I I  I,. -- p - 1 u i d  
i - ,LA - 2 in  161 gezeigt, allerrlings liil3t sich die dort vrrwendete Methode nicht ~inmittelhnr vcrnllgriiicincrri. 

-=- pkDb -1 L' Init L' = 2' pJ7Y nehintn wir niin firr LR cinr %fv+g~i~ig 

Li i n  rinrn tlisliretm T-Tnnptteil iind Il'ernir. niedrigerer Ordnung an. T)al)t:i sei D i :  X h  X i  die 

h h r h  =z ?k 9 m h x h  = 7 .  

Dies bedeutet, da13 &US I I R h [ X ] h  - = O(h"), l l L h [ x ] h  - [LT];,\\Ji = O(h") Und I l L h [ . Z ] h  - Lhlill I ;  

h 

k-1 

j = O  
2. Kntsprcclicnd c t t ~  7hrstelliing 

ti,, - pfT)i 
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Bci der betrachteten Diskretisierurig stehen die liaridwerte ur der Schnittkrafte und die ltariclsc~hriitt kriifte uR 
nicht im Qleichgewicht. Das wird grafisch dadrirch gekcnnzeichnet, dafi die kurzen drinnen iind dickcn Strichhe gcgcn- 
einantler versetzt sind. Rei stetigen Schnittkraftm sinrl (lie St rivhc nicht gegencinander versetzt, soritlerii fall(.li 
zusam men. 
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1.2 11 b e r  si c h t ii h e r  7 Va r i a t,i o n s p  r i ri z i 11 i e n v o n i  T y 1) HEI,T.T~~F,R-K~ISS~’~.:I{ 
Mit den vereinharten Bezrichniingen lassen sich dic Z I I  den versc:hictleneri ViirintionsI)rinzipien voni Tpp HEI.LIN:TCR- 
1~EISSNER gehorenden Finit~e-Eleiiient.-~iskretisierllngen grafiscli darstellen. T)as ist. in 13ild 2 fiir 1 ncheneinandcr- 
licgende Elemente 1 und 11 geschehen. 

J)as Uild enthalt, von liechtecken eingerahnit, die grafischen I)arstelliingen der verschiedencn Diskretisicrun- 
geri untl  zris&tzlich die Angabe, welchc Punktionen ani Rand oder arif Gitterlinion ariftreten und welche Gt.et,igkeits- 
bedingungen sie erfiillen miissen. T i n  Tnneren tler Eleiiicnt,e tretcri stets cin Verschiebungszustand I! iind ein Schnitt- 
kraft.zristand u auf. 

Arisgangsprinkt bilden die .Diskretisicrringen zii den Bunktioncn ITbIi und ZISn. 
I m  Funktional II,, werden Versc1iiet)ringszristlritle verwendet, die an den Nlernentgrenzcn die geonwfrisclwn 

tfhcrgang,9hedingringen erfiillen, wahrend die Schnittkraftc die st.at,ischen Ubergangsbedingiingen verlctzcn diirfen. 
In1 Funktional 1 7 , ~  werden Schriit~t,kraftzustiinde verwendet, die an den Eleriient.grenzen die statisehen 1fI)er- 

gangshedingringen erfiillen, wahrend die Verscliiebringen die geonietrisc:lien U~,(:rgctngsbedingringeri verlet,zen tliir- 
fen. 

Bei allen anderen Funktionalen vom Typ HELL~T(~TGE:R-~~EISS~ER hrauchen die auftretenden Verschiehunga- 
und Schnitt,kraftzustande an den Eleinentgrenzen weder die georrietrischen noch die statischen uhergangsbedingun- 
gen zii erfiillen. Die Funktionalc iintcrscheiden sich cladurch, 011 und welohe ziisiitzlichen Funktionen aiif den 
Gitterlinien Li und den Element,randern R, eirigefiihrt. wcrden. 

Das Funktional I~, ,Ro verwendet Schnittkrafte und Verschiebiingen, die wcdrr die st.atischen noch die geo- 
nietrischen Uhergangsbedingungen zri erfiillen brauchen. 

Heim Funktiond r J n l ~ l  wcrden zusiit.zlich Gitterlinienschnittkrafte aL eingefii hrt.. 
JJeini Fnnktional J I m ~ 3  werden zusiitzlit~h Gitterlinienverschichungen i d L  eingefiihrt,. 
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