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Hohere Konvergenzordnungen beim Differenzenverfahren
fiir gewohnliche Randwertaufgaben

1. Fur die lineare, gewbhnliche Randwertaufgabe der Ordnung k
3
Le == Y pDizx =+ in J=][a,b], Ry =ye R*, (RAWA)
j=o

mit py, r€ O(J) ( =0, ..., k), pr 7 0 in J und einer linearen Abbildung R: C¥J) — R¥, betrachten wir ein allge-
meines Differenzenverfahren zur Schrittweite A > 0 in der folgenden Form

L},{Ifh =Tp, thh =Y. (I)R\\Vr\)
4

Dahei seien ap¢ Xp 1= R’ baw. rpe Xy 1= RJI; Gitterfunktionen auf den dquidistanten Gittern J, = {ay, a, | b,

,bn— b, ba} bzw. Ji = {ap = ay -+ kih,ay, + h, ..., by, — h, by = by — kph}, wobei ky, kye N mit by, 4- &y = k
und ap — a, by — b fiir & — 0 angenommen werde. L,: X, - X und R,: X, — R* seien lineare Abbhildungen.

Wir bestimmen die Konvergenzordnung des Differenzenverfahrens fiir den in Anwendungen hiufig auftretenden

TFall, dal} bei der Disgkretisierung von L im Gitterinneren Differenzenformeln hoher Ordnung, in Randniihe jedoch

solche von niedrigerer Ordnung verwendet werden. Unter sehr allgemeinen Voraussetzungen zeigen wir die folgende

Konvergenzregel: Liegen an der Lisung x von RAWA die Konsistenzordnungen t ﬁir By und fiu Ly im

litterinneren, sowie v — (k — y) fiir Ly in Randndhe vor (k bzw. y bezeichne dabei die hdchste in I, bzw. in R auf-
tretende Ableitung), so konvergzeren die Losungen x, von DRAWA gegen x von der Ordnung 7.

Dies bedeutet, dafl aus ||Ru[x]s — Bx|| = O(h’) || Lp[x}p — [L:r];,HJh O*) und ||Laxls — [Lali)ls}

= O(hF %~y stets ||[x]n — @al] = O(h) folgt. Dabei sei J} = {aj, ... , as + nsh, by — nyh, ..., by} mit von & unab-

hiingigen ng, #p € N und J§ == J; > J}. j|.]| bezeichne die Maximum-Norm, wund ||.| ig gibt an, dall das Maximum

anf J} (i = 0, 1) einzuschriinken ist. [.], bzw. [.]; sei die Restriktion anf das Gitter J, bzw. J;. Ferner sei ry == |7];
und die Funktionen r, p; (j = 0, ..., k) und damit x sind gegebenenfalls geeignet auf eine Umgebung von J fort-
zusetzen.

Diese Konvergenzregel ist fiir Differenzenschemata (L, R;), die zu einer inversmonotonen Matrix fithren,
weitgehendst bekannt (siehe {2, 3, 7, 8]). Die dabei verwendete Methode erfafit einerseits Diskretisierungen sowohl
gewohnlicher als auch elliptischer Randwertprobleme, ist aber andererseits auf Randwertanfgaben zweiter Ord-
nung, die selbst inversmonoton sind, beschrinkt.

Iriir das allgemeine gewohnliche Differenzenverfahren wurde dic obige Regel in den Fillen & — g = 1 und
k- p =— 2 in [6] gezeigt, allerdings 4Bt sich die dort verwendete Methode nicht nnmittelbar verallgemeinern,

E—1

2. Entsprechend der Darstellung L = pD¥ -+ I’ mit I/ = 2, ;17 nehmen wir nun fix I eine Zerlegung
=0

Ly — pDE | 1 in cinen diskreten Hauptteil und Terme nwdmger(\r Ordnung an. Dabei sei D¥: X, -o X; die
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Bei der betrachteten Diskretisierung stehen die Randwerte o, der Schnittkrifte und die Randschnittkriifte o 5
nicht im @leichgewicht. Das wird grafisch dadurch gekennzeichnet, daB die kurzen diinnen und dicken Striche gegen-
einander versetzt sind. Bei stetigen Schnittkrdften sind die Striche nicht gegencinander versetzt, sondern fallen
zusammen,
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1.2 Ubersicht iiber 7 Variationsprinzipien vom Typ HELLINGER-REISSNER

Mit den vereinbarten Bezeichnungen lassen sich die zu den verschiedenen Variationsprinzipien vom Typ HELLINCER-
RE1ssNER gehbrenden Finite-Element-Diskretisierungen grafisch darstellen. Das ist in Bild 2 fiir 2 nebeneinander-
liegende Elemente I und 1I geschehen.

Das Bild enthilt, von Rechtecken eingerahmt, die grafischen Darstellungen der verschiedenen Diskretisierun-
gen und zusétzlich die Angabe, welche Funktionen am Rand oder auf Gitterlinien auftreten und welche Stetigkeits-
bedingungen sie erfiillen miissen. Im Inneren der Elemente treten stets ein Verschiebungszustand u und ein Schnitt-
kraftzustand o auf.

Ausgangspunkt bilden die Diskretisierungen zu den Funktionen I/, und IT;p.

Im Funktional I7, werden Verschiebungszustinde verwendet, die an den Elementgrenzen die geometrischen
Ubergangshedingungen erfiillen, wihrend die Schnittkrifte die statischen Ubergangsbedingungen verletzen diirfen.

Im Funktional IT;z werden Schnittkraftzustinde verwendet, die an den Elementgrenzen die statischen Uber-
gangsbedingungen erfiillen, wihrend die Verschiebungen die geometrischen Ubergangsbedingungen verletzen diir-
fen.

Bei allen anderen Funktionalen vom Typ HrlLINGER-REISSNER brauchen die auftretenden Verschiebungs-
und Schnittkraftzustinde an den Elementgrenzen weder die geometrischen noch die statischen Ubergangsbedingun-
gen zu erfiillen. Die Funktionale unterscheiden sich dadurch, ob und welche zusitzlichen Funktionen auf den
Gitterlinien L; und den Elementrindern R, eingefiihrt werden.

Das Funktional I1,, g verwendet Schnittkrifte und Verschiebungen, die weder die statischen noch die geo-
metrischen Ubergangsbedingungen zu erfiillen brauchen.

Beim ¥unktional I,z werden zusétzlich Gitterlinienschnittkrifte o eingefiihrt.

Beim Funktional 1/,,g; werden zusitzlich Gitterlinienverschiebungen u,, eingefiihrt.
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