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On the Stability of Difference Approximations
to Systems of Linear Ordinary Boundary Value Problems

Summary. In this paper we give a simple stability theory for finite difference
approximations to linear ordinary boundary value problems. In particular
we consider stability with respect to a maximum norm including all differ-
ence quotients up to the order of the differential equation. It is shown that
stability in this sense holds if and only if the principal part of the differential
equation is discretized in a “stable way”. This last property is characterized
by root conditions which we prove to be satisfied for some classes of finite
difference schemes. Our approach simplifies and generalizes some known
results of the literature where Sobolev norms or merely the maximum norm
are used.

Subject Classifications. AMS (MOS): 65L10; CR: 5.17.

1. Einleitung

Wir untersuchen die Konvergenz allgemeiner Differenzenverfahren fiir ein Sy-
stem von m linearen gewohnlichen Randwertaufgaben

k
Lx:=) p;x¥P=r in [a,b], Rx=y (xe(C*[a, b])™. (1)
i=0

Dabei seien p;(t) (i=0, ..., k) fir t € [a, b] stetige m x m-Matrizen, und p,(¢) sei fur
alle rel[a,b] nicht singulir. Ferner seien re(C[a,b])", yeR™, und
R: (C*~'[a,b])"—IR™ sei eine lineare Abbildung.

Fiir jede Schrittweite h aus einer positiven Nullfolge H IR ordnen wir der
Randwertaufgabe (1) ein diskretes Problem der Form

L,x,=r,, R,x,=vy (2
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Dabei sei x, eine auf einem Gitter mit der Maschenweite h erklirte Funk-
tion, und L,, R, und r, seien diskrete Analoga zu L, R und r (s. 2. fiir eine
genaue Definition).

Ist L, bzw. R, eine konsistente Approximation fiir L bzw. R, so erhilt man
die gleichmiBige Konvergenz der Losungen von (2) und ihrer Differenzenquo-
tienten bis zur j-ten Ordnung (jeN) gegen die Losung von (1) und ihre
entsprechenden Ableitungen, wenn die Paare (L,, R,) bez. | |; stabil sind, d.h.
wenn eine Stabilitdtsungleichung

“xh”j§ C(HthhH0+ HthhHO) (3)

fir alle Gitterfunktionen x, und hinreichend kleines he H gilt. Dabei bezeichnet
I 1, die Maximum-Norm fiir Vektoren aus IR™* und fiir Gitterfunktionen, und
die Norm || ||; schlieBt das Maximum {iber alle Differenzenquotienten bis zur
Ordnung j ein.

Das Ziel der Arbeit ist, die | |,-Stabilitdt von Paaren (L,, R,) unter mog-
lichst allgemeinen Voraussetzungen durch einfache, fiir ein gegebenes Differen-
zenschema nachpriifbare Bedingungen zu charakterisieren.

Fine Abschitzung der Schrittweiten h, fiir die die Ungleichung (3) gilt, ist
dabei in dieser Allgemeinheit nicht mehr moglich. Hierfiir benétigt man i.allg.
speziellere Voraussetzungen an die Paare (L, R) und (L,, R,), wie sie etwa beim
Nachweis der || ||,-Stabilitdit mit Hilfe der Inversmonotonie in [1-3 5, 17]
beschrieben werden.

Ausgangspunkt unserer Stabilitdtsuntersuchung ist die Tatsache, dall die
Operatoren L, und R, eines bez. || |; stabilen Paares (L,, R;) (j€{0, ...,4}) unter
Erhaltung der Stabilitit abgedndert werden diirfen (Satz 1). Dieser Satz li3t sich
als Folgerung einiger abstrakter Resultate von Grigorieff [10] aus der Theorie
diskreter Approximationen (s. [19]) auffassen. Er verallgemeinert gleichzeitig
ein Ergebnis von Keller u. White [13], welches fir Systeme erster Ordnung die
Unabhiéngigkeit der | ||,-Stabilitdt von den Randfunktionalen R und R, liefert.

Wir verwenden Satz 1 im folgenden zur Charakterisierung der Stabilitdt von
(Ly, R;) bez. || {;. Als Vergleichsproblem kann eine Anfangswertaufgabe ge-
wihlt werden, bei der L durch seinen Hauptteil p,D* und L, durch einen
entsprechenden diskreten Hauptteil pjD} (mit einer k-ten dividierten Differenz
D¥=E~*1 A% vgl. 2)) ersetzt wird.

In einfacher Weise folgt hieraus, daB die || ||,-Stabilitit von (L,, R,) iquiva-
lent zur | ||o-Stabilitdt des Mittelungsoperators p! ist (Satz 2).

Damit gelangen wir zu ciner Erweiterung der Ergebnisse von Kreiss [14].
Dort wird im wesentlichen bereits gezeigt, daf} die Stabilitdt der Mittelung pf
hinreichend fiir die Stabilitdt von (L, R,) bez. | |, ist.

AuBerdem erreichen wir eine einfache Herleitung von gleichmiBigen Kon-
vergenzaussagen, wie sie von Grigorieff [7, 8] mit Hilfe einer Stabilititstheorie
bez. diskreter Sobolew-Normen gewonnen wurden.

Im Abschnitt 3 wird die Stabilitit des Mittelungsoperators p* bez. || |lo
durch Wurzelbedingungen charakterisiert, und es wird gezeigt, daB diese iquiva-

lent zu den in [8, 97 bei der Stabilitiitsanalyse bez. Sobolew-Normen aufgestell-
ten Polynombedingungen sind.
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SchlieBlich wenden wir in 4. die Wurzelbedingungen an, um die Stabilitit fir
eine Klasse von Differenzenverfahren bei Randwertaufgaben gerader Ordnung
nachzuweisen.

Herrn Prof. Dr. E. Bohl gilt mein herzlicher Dank fiir eine Reihe von Hinweisen und anregende
Diskussionen iiber den Gegenstand dieser Arbeit.

2. Z.wel Stabilititssiitze

Wir beschreiben zunéchst die dem Gleichungssystem (2) zugrunde gelegte Dis-
kretisierung. Jeder Schrittweite he H sei eine Menge J,={a,, a,+h,...,b,—h, b,}
von dquidistanten Gitterpunkten zugeordnet, fiir die wir

h-'(b,—a)eN und a,—a, b,—>b fir h—0 (4)

annehmen. In den Anwendungen wird i.allg. H={h=N"1(b—a): NeN, N=N,}
mit einem Ny,eINN und a,=a—nh, b,=b+n,h mit n;,n,eZ sein. Sei
X,={x,:J,-»R"™}. In (2) sei x,€X, eine Gitterfunktion und R,: X,-»R™ ein
linearer Operator. Durch R, x, =y sind also mk Gleichungen in (2) gegeben. Be-
zeichnet |J,| die Anzahl der Elemente von J,, so verbleiben m(jJ,| — k) Gleichun-
gen zur Bestimmung von x,. Diese mogen durch Diskretisierung von Lx=r an den
Gitterpunkten von J, ,={a,=a,+k h,a,+h,...,b,—h,b,=b,—k,h} entstehen.
Dabei seien k,, k,eN und k, +k,=k Mit X, , bezeichnen wir den Raum der
Gitterfunktionen x,: J, ,—R™ In (2) setzen wir nun L,: X, — X, , als linearen
Operator und r,€ X, , voraus. Alle iiblichen Differenzverfahren fiir die Randwert-
aufgabe (1) lassen sich in die Form (2) bringen. Wir betrachten etwa das folgende

Beispiel. Auf die skalare Randwertaufgabe
x"+gx=r in [a,b], X'(a})=7, x(b)=7

wenden wir zur Schrittweite h=(b—a) N~ ', N =4, das folgende Differenzenver-
fahren an

r(t)=q(t) x, (1)
h=2(x,(t—h)—2x,()+x,(t+h) fir t=aq,
(12h%)~ Y(=x,(t —2 k) + 16 x,(t — k) — 30 x,,(t)
16, (2 +h)—x, (¢ +2 1)) fir t=a+h,...,b—2h, &)
h=2(x,(t—h)—2x,()+x,(t+h) fir t=b—h,

7, =(6h)" (= 2x,(a—h)—3 x,(a) + 6 x,(a+h)—x,(a+2h), ©
Vs =X4(D).

Setzen wir @,=a—h, b,=b, k, =1, k, =1 und definieren die rechte Seite von (5)
als L,x,(t), die linke Seite von (5) als r,(t) und die rechten Seiten von (6) als
R, x,, so ist das Gleichungssystem (5), (6) unmittelbar von der Form (2).
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Auf X, definieren wir fir jeN mit jh<b, —a, die Norm || ||; durch
j
lxullj= 2 14 x40, X4€ X, (7
v=0

Dabei sei 4" x,(t)=h~"(E —I)" x,(¢) fir t=a,, a,+h,...,b,—vh die v-te dividierte
Differenz von x,, und es sei E* x,(t)=x,(t+ph) fir peZ, t=a,—puh,...b,— ph.
Mit || ||, bezeichnen wir sowohl die Maximumnorm in R™ wie auch die

Maximumnorm fiir Gitterfunktionen auf ihrem jeweiligen Definitionsgebiet, also
z.B.

14Y x4l o =Max {J(4" x,),()]: i=1,...,m, t=a,,....,b,—vh} fir x,eX,.

Wegen (4) existiert ein reelles Intervall [A, B] mit [a, b], J, <[4, B] fiir alle
he H. Fir cine Funktion xe(RY®)y" wird durch [x],(t)=x(t) fur tef, bzw.
[x], #()=x(1) fir teJ, , eine Restriktion [x], € X, bzw. [x], ,€ X, , erklart.

Das folgende Kompaktheitslemma ist im wesentlichen bekannt (vgl. ihnliche
SchluBweisen bei Lees u. Schultz [15] und Kreiss [14]), so daB3 wir uns auf eine
Beweisskizze beschrinken konnen.

Lemma 1. Sei eine Folge x,€ X, (h€ H) gegeben mit der Eigenschaft
Ixu;£C firein C>0, ein jelN und fiir fast alle he H. (8)

Dann existiert ein xe(C'7'[4,B]y" und eine Teilfolge H'cH mit
lxp—[x1ullj-1 = O fir h >0 (he H').

Beweis. Es geniigt, den Fall m=1 zu behandeln. Man interpoliert 4’ ! x,
stiickweise linear und erhilt eine Folge von Funktionen, die wegen (8) gleich-
mabBig beschrinkt und gleichgradig stetig sind. Daher konvergiert eine Teilfolge
gleichmiBig gegen ein ye C[A,B]. Wegen (8) konnen o.B.d.A. auch dic Folgen

4% xy(a,), v=0, s j—2, als konvergent, etwa mit dem Grenzwert v, angenom-
men werden. Die Losung der Anfangswertaufgabe

x(j‘ 1 =Yy in [A) B]a x(V)(a):Uv (V =0’ T ’j—-2),

leistet dann das Geforderte. q.e.d.

Im folgenden nehmen wir die Koeffizienten aller Differentialoperatoren L, wie
sie in. (1) auftreten, als stetig fortgesetzt auf [4, B] an.

Eme Folge von linecaren Abbildungen L,:X,—X wn (heH) bzw.
R,: X,—»R™ (heH) heiBt konsistent mit L bzw. R, wenn I\L, [x];,~[Lx]k wllo—0
bzw. IR,[x],—R x|y — 0 (h - 0) fur alle x e(C*[4, B])" gilt. Ist beides der Fall,
so nennen wir (L,, R,) konsistent mit (L, R).

Fir den folgenden Satz nehmen wir an, daB zwei Differentialoperatoren L°
und L_1 der Ordnung k sowie zwei Randfunktionale R° und R! der in 1.
beschriebenen Form vorgegeben sind. Ferner seien L,: X,-X, und
Ry: X, > R™ (i=0, 1) fiir jedes he H gegebene Operatoren. ’
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Satz 1. Es sei je{0,...,k} und L°— L' ein Differentialoperator hichstens von der
Ordnung j— 1. Im Fall j=0 bedeute dies I°=1L'. Ferner gelte
(i) 0 ist kein Eigenwert von (L, RY) (i=0, 1),
(ii) (Z,, R;) ist konsistent mit (I, R¥) (i=0, 1).
(1i1) Es existiert eine Konstante C >0 mit

I(RR —Ry) xyll0 = Clixyll

SClx,ll;—-, falls j=1,
0 __qi hlilj =
(L, h)xh“o{ 0 falls j=0,

fiir alle x,e X,, he H.

Dann ist (L, R})) genau dann bez. | ([, stabil, wenn (L', R}) bez. || | stabil ist.

Bemerkungen. 1. Kombiniert man die Sdatze 2(2), 1(5) aus [10, II], 2(5), 2(7) aus
[10,I] sowie 1.2(6) aus [18] (vgl. [10,1] 1(21)), so erhilt man in der Theorie
diskreter Approximationen einen Satz, der zeigt, daf3 die Stabilitdt einer Opera-
torfolge (dort inverse Stabilitdt genannt) unter einer sog. diskret kompakten
Storung erhalten bleibt. Satz 1 kann dann in der vorliegenden Situation als
Folgerung dieses abstrakten Satzes gewonnen werden. Wir geben hier statt des-
sen einen einfachen direkten Beweis an.

2. Im Fall k=1, j=0 hefert Satz 1 ein Ergebnis von Keller u. White [13]. (1)
ist dann ein System erster Ordnung, und die Paare (L%, R]) und (L., R})
unterscheiden sich nur in den Randfunktionalen. In [13] werden auch nicht
dquidistante Gitter zugelassen. Dies ist in Satz 1 ebenfalls ohne weiteres mog-
lich.

Beweis von Satz 1. Wegen der Symmetrie der Voraussetzungen geniigt es, eine
Richtung der Behauptung zu beweisen. Sei also (L, Ry) bez. || ||; stabil. Gilt
dies fiir (L, R}) nicht, so gibt es eine Teilfolge H' < H und eine Folge x,€ X,
(he H'y mit |x,|,=1, L% x,], — 0 und |R}x,l, — 0. Nach (iii) und Lemma 1
konnen wir auBerdem (R —R})x, — g fiir he H' und ein ge R™, sowie im Fall
jz1 auch |lx, —[x]ul;_;—0 fiir he H' und ein xe(C’/~'[4, B])" annehmen. Fiir
J=0sei x=0. Wegen (1) besitzt die Randwertaufgabe

’z=(I°-1%x in [A,B], R%z=g, 9)
eine eindeutig bestimmte Losung ze(C*[ A4, B])y™.
Aus der Stabilitdt von (LY, R)) bez. | [ folgt dann
I1Lz1a =Xl = C(HL?, [z], "L(}),xh“ ot HR;? [z], *R;‘,’xhll o)
= C(”L(I)z [z],— [LO Z]k,h“ ot [(LO—E) X) in— (L(l)z - Lk) [x1ulio
+ (LG = LT, = xllo+ [ Lhxyllo + [1RE (214~ R°z 1l
+1lg —(RY — Ry} x4lio + [1R; X4l o
fir fast alle he H. Aufgrund unserer Annahmen und der Voraussetzungen (ii?
und (iii) streben alle Summanden der rechten Seite fiir ~—0 (he H') gegen 0. 'Bel
der Abschitzung des zweiten Summanden im Fall j=1 bestimmen wir dabei zu

vorgegebenem &>0 ein ye(C*[4, B])", so daB ||[[(L°—L")(y—X)]i.sllo =& und
ILy —x1,l;_<e fur alle hinreichend kleinen he H gilt. AnschlieBend wird £



214 W.-]. Beyn

nach (ii) so klein gewihlt, daB |[(L}— I3 [y1p—[(L°— L) y1i.sllo =€ gilt Zusam-
men mit (iii) folgt dann die Behauptung aus

|0 ) X1, — (L5 = L) [xTallo S I — L) (x = ¥)iallo
F I = LY ] — (L5 =LY D allo + 1L — L) (Dv]s = X1 o

Im Fall j=1 ergibt sich mit Hilfe von (4) aus |[[z],—x,|;»0 und
I[x]p— x4l -1 =0, daB z(1) = x(t) fiir alle te[a, b] gilt.
SchlieBlich erhalten wir mit (ii) und (iii)

”g—(RO—Rl)Z”oé ”g—(R;?"Rtf)xh”o‘F ”(R}?_R;)(xh_[z]h)no
+]I(RY— R 2], —(R°—RYzl (=0 (heH)).

Daher folgen aus (9) sowohl fiir j=0 als auch fiir 1<j<k die Gleichungen L°z
=(I°—IYz in [a,b], R°z=(R°—R"Yz, und die Bedingung (i) liefert z=0 in
[a,b]. Wegen |x,—[z],ll;,~0 (ke H') und (4) hat dies aber ||x,[|;—0 (heH') und
daher einen Widerspruch zur Folge. q.e.d.

Sei wiederum die Randwertaufgabe (1) gegeben. Wir untersuchen die || ||;-
Stabilitiit von Paaren (L,,R,) linearer Operatoren L, X,—»X,, und

R,: X,—R™ unter Annahme einer bestimmten Darstellung fiir L,.
k=1

Durch L=p,D*+L mit L=y p,D/ wird L in seinen Hauptteil p,)* und in
j=0
Terme niedrigerer Ordnung zerlegt. Eine entsprechende Aufspaltung wollen wir
fir L, annehmen.

Ein einfaches Differenzenanalogon zu D* ist A* ebenso wie E* 4% welches
wir hier verwenden wollen, da E~* 4*(X,) < X, , gilt. Nun lassen sich Differen-
zenformeln fiir D¥, insbesondere solche von hoher Konsistenzordnung, i.allg. als
Mittelungen von E~* A* darstellen (vgl. 3.), so daB wir fiir den diskreten
Hauptteil auf die Form p;E~* A* mit einem linearen Operator p}: X, ,— X, ,
gefihrt werden. Im folgenden sei nun L,=plE~* A*+ L, mit linearen Opera-
toren pp: X ,—Xi s Lyt X,— X 5. In unserem obigen Beispiel ist etwa

Lyx,(@)=q@) x,(t) fir tel,,,

phx (I):{xh(t) ﬁ_ll' t=a und tzb_h 10
PO G (Xt — k) + 1x, (0 —xp(+h)  fiic t=ath, .., b=2h O
Setzen wir nun j=k in Satz 1 und wihlen

L'=L, Ly=L,, R'=R, Rj=R, sowie L[°=p,D* [S=phE-h 4,
Ro°x=(xY""a), j=1,...,k) fiir xe(C*~[a,b])",
RE =M x(a), j=1,...,k) fir x,eX,,
SO ist unter den Voraussetzungen von Satz1 (L,,R,) genau dann | [,-stabil,
wenn ein C >0 existiert, so daB fiir fast alle he H die Ungleichung
iyul < C(IpE~* 4k y, lo+Max {47~ y,(a,)| olj=1,...,k})
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besteht. Ist nun x,€ X, , gegeben und wihlt man y, e X, als Losung der Aufgabe
Ay, =E*x,, A7y, (a)=0,j=1,...,k, so folgt aus (11)

Ixplo 2 Clipixulo V x,€X, , und fir fast alle heH. (12)

p} ist also stabil beziiglich || ||,,. Ist umgekehrt (12) vorausgesetzt, so folgt (11).
Sei dazu y,e X, gegeben. Angewandt auf x,=E~* A*y, liefert (12)

lA* yllo=1E=* A y,llo £ C P E~* A* y, |l
Hieraus folgt wegen
147~ yullo = CUA™  pulal o+ 14 willo)  flir j=1,...k

die Behauptung. Insgesamt erhalten wir den

Satz 2. 0 sei kein Eigenwert von (L=p,D*+ L, R). Die Operatoren p} E~* A* L,
und R, seien mit den entsprechenden Operatoren p, D*, L' und R konsistent.
Ferner existiere ein C >0 mit

HL';,X;,Hoécﬂthk_p HthhHO,-gCHxh”k v thX;” heH.

Dann ist (L,=prE-* A*+L/,, R,) genau dann bez. || ||, stabil, wenn p} bez. || ||,
stabil ist, d.h. wenn es ein C,>0 gibt mit

Ix4li0< CollPixnllo ¥V xp€ Xy, und fiir fast alle he H.

Bemerkungen. 1. Satz 2 enthiilt das Ergebnis von Kreiss [14], Theorem 3.1, 3.2,
welches in unsere Schreibweise iibertragen besagt, daB aus der Stabilitit von p¥
bez. || ||, die Stabilitdt von (L,, R;) bez. || ||, folgt. Dabei kdonnen wir gegeniiber
[14] auf einige Bedingungen an die explizite Darstellung von L, und R, und die
Forderung der Konsistenz von (L,, R,) mit der Ordnung 1 verzichten.

2. Ein Resultat der Form

LStabilitit von pf=>Stabilitdt von (L,, R,)*

ist im Prinzip auch in der Hilbertraumtheorie von Grigorieff {8] 1.7, [7] 3.5 und
den Stabilititsaussagen bez. diskreter Sobolew-Normen (s. [8], 4(10)) enthalten.

3, Im Fall pf =1, d.h. D* wird durch E-* A* diskretisiert, ist (12) stets erfiillt
und damit das Paar (L,, R,) unter den sehr allgemein giiltigen Voraussetzungen
von Satz 2 bez. || ||, stabil (vgl. [14], Theorem 3.3).

3. Die Wurzelbedingungen

Durch Satz?2 wird das allgemeine Stabilitdtsproblem fiir Paare (L,, R,) (h€ H)

auf die Stabilitit eines Mittelungsoperators pj: X, ,— X, , zuriickgefiihrt, falls

die Differenzenapproximation des Hauptteils p, D* die Gestalt p; E~* 4* hat.
Wir nehmen im folgenden an, daB (1) eine skalare Randwertaufgabe ist (also

m=1) und daB p,=1 gilt.
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Eine iibliche Differenzenformel liefert als Approximation von x"¥(t) einen

Ausdruck A~* i v, x(t+ih) mit von h unabhéngigen Koeffizienten v.€IR und
ganzen Zahlerllzlioo, i,, fir die i —ip=k gilt. Bei der Konstruktion solcher
Formeln geht man i.allg. von einem Mehrstellenansatz:

i1 i . . , . .
Fh=hﬁk Z ?,—Ei— Z V,'jE"Dk (ig-i15J0rJ1€Z, i, —ip2k j;2Jo) (13)
i=ip J=lJo

aus (s. Collatz [4], 111, § 2; oder fir Anwendungen symmetrischer Formeln Bohl
[2]). Bestimmt man die Koeffizienten eines Operators F: C*(R)—-C(R) der
Form (13) aus dem Gleichungssystem

Jl = . . . .
Y =1, FENO)=0 firi=1, ..., p:=j—jo+iy—is+1, (14)

J=lJo
so folgt bekanntlich fiir jedes te R
O(h"— %) fir xe C?(R)
o*tt-%  fur xeC?TY(R), falls k gerade ist und
(Fo@={""" ) ) 8

'V,-=’}Li ﬁlr i=1,...,i1:—"i0’ SOWiC
n;=n_; fir j=1,...,j,=—j, gilt.

(15)

Allgemein gilt fir Formeln der Form (13) das folgende

Lemma 2. Sei F, von der Form (13), und es gelte

J1
> n;=1, lim(F,q)(0)=0 fiir alle Polynome g vom Grade <k. (16)
h-0

Jj=Jo

Dann existiert ein Polynom p vom Grade <i, —i,—k mit p(1)=1 und

. jl .
F,=E°p(E)a*— Y n,E'D~. (17

i=Jjo

Beweis. Set je{0,...,k} und J;, das Kroneckersymbol. Aus (16) folgt

0 = lim (F,(#/))(0)=1lim (hf“" 5 yiij—k!ﬁjk)
h—-0 h—0

i=ip

und damit Z ;¥ =k!dy. Fiir das Polynom r(z)= Y 7;z'% ist daher r9(1)=

k! 5jk,.und es existiert ein Polynom p vom Grade <i, —i,—k mit r(z)=p(z)(z— 1)~
k-malige Differentiation und Einsetzen von z=1 liefert dann p(1)=1. qe.d.

Bemerkung. Thomée u. Westergren [197 (s. auch [6]) haben fiir allgemeinere
Ausdriicke F, mit nicht notwendig konstanten Koeffizienten eine etwas schwi-

chere Darstellung als (17) gezeigt, die noch Terme mit niedrigeren Diferenzen
als A* enthilt.
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Zu den Formeln der Form (13), die sich in der Gestalt (17) darstellen lassen,
gehdren nach Lemma 2 insbesondere jene, deren Koeffizienten aus (14) bestimmt
werden. Wir schreiben (17) in der Form

F, = P(E)E- " A*— M(E) D"
mit (18)

i J1
P(E)=E*~"°p(E)= Y &E'(x7eZ) und M(E)= Y n,E’

i=—a J=Jo

Eine vorgegebene Differenzenformel (18) mit «, ¥eIN kann hochstens an den
Stellen teJ, , zur Approximation von x'(r) verwendet werden, fiir die t—ah,
t+ahed, , gt also fir t=a,+uh,...,b,—ah In den randnahen Punkten
&y, ...oay+(—1)h und by,—(&—1)h, ..., b, sind jeweils andere Formeln der
Form (18) zu verwenden, die nur Funktionswerte an Gitterpunkten aus J,
benutzen. Wir nechmen daher fiir p! die folgende kanonische Form an (vgl. [8]):

(q;(E)x,)(ay) fir t=a,+jh, j=0,...,0—1,
Pix, (1) ={(P(E)x,)(t) fir t=a,+oh,...,by—&h, x,€Xi,. (19)
@(E-Yx,)(by) fir t=b,—jh, j=0,...,a—1,

Dabei sei P(E)= Y ¢ E'(a,@eN), und g;, j=0,...,a—1,3;,j=0,...,a—1, seien

i=—a
von h unabhingige, reelle Polynome.
Die Definition von p! ist sinnvoll, falls & so klein gewiéhlt wird, dal3

Grad (q)), Grad(@)<h~'(b,—a,) fir i=0,...,a—1, j=0,...,a—1

gilt. In unserem obigen Beispiel erhilt der Operator p% aus (10) die Form (19),
wenn wir

a==1, go(E)=Gdo(E)=1 und P(E)={5(—E '+14I—E)

setzen. ~
Es seien nun g,eC, i=1,...,d, bzw. 6,eC, j=1,...,d, dic Nullstellen von
Z*P(z) bzw. z*P(1/z), die im Innern des Einheitskreises liegen. o; besitze die
Vielfachheit v; und &; die Vielfachheit 7;.
p= Z v; bzw. B= Z v; ist also die Anzahl der Nullstellen (mit Vielfachheit)

=1

von 7"‘P(z) bzw. z P(l/z) im Einheitskreis. Ist P(z)#0 fir iz|=1, zeC, so
erhalten wir

B={zeC: |z| <1, %0, P(1/z) =0} +(a+ & — Grad (z" P(z)))
=Grad (z* P(z)) — f + o+ & — Grad (z* P(2)),
also die Gleichung

ati=f+f. (20)
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Satz 3. Der Operator p*(he H) sei von der Form (19) mit o, &>0. Dam ist die
Stabilitit von p! bez. || |, mit jeder der beiden folgenden Bedingungen dquiva-
lent:

(i) Es gelten die Wurzelbedingungen

W1: P(2)#0 fiir alle ze© mit |z|=1.
W2: Es gilt a=p, a=f, und die quadratischen Matrizen

i=1,...,«
(v—1) ’ d
0= (4t(c): =,...,u,.,j=1,...,d) un
0= (Cffv 3@ z ’ “’g =1 J) sind invertierbar.
IR ] j’ Tl enes

(ii) Es gilt W1 und jedes komplexe Polynom laBt sich in der Form

q(z)

e Lo
—
N

a a-1
)+ Z waz) und q2) [T =)+ ) [4(2)
j= i=0 j=1 i=0

mit geeigneten Polynomen ¢, § und Zahlen p,eC, i=0,...,a—-1 jeC,
i=0,...,a—1, darstellen.

Bemerkungen. 1. Wir geben hier ohne Beweis an, daBB Satz 3 giiltig bleibt, wenn
die Norm | ||o durch irgendeine diskrete L,-Norm 1<s< oo ersetzt wird. Die
Bedingung (i) geht auf Grigorieff ([9], 2(4) 3(6)) zuriick. Dort wird die
Aquivalenz von (i) mit der Stabilitéit von p? bez. der Euklidischen Nom (s=2)
mit Hilfe der diskreten Fouriertransformation bewiesen.

2. Der Fall &=0 (und ebenso a=0), der im wesentlichen bei Differenzenver-
fahren fir Anfangswertaufgaben auftritt, kann in Satz 3 beriicksichtigt werden.
Wie der folgende Beweis zeigt, entfallen dann in (i) und (i) die Bedingingen an
a;,j=1, ..»d,und q;, i=0,...,&—1, und in (ii) ist a=f einzufiigen. Die Charak-
terisierung der Stabilitdt von pj bez. einer diskreten L-Norm, 1<s<w, durch
(ii) ist im Fall =0 in den Ergebnissen von Miiller [18] enthalten.

Beweis von Satz 3. Da p; ein reeller Operator ist, ist seine Stabilitit bez. || lo
dquivalent zu der Stabilitdt des komplexifizierten Operators

(g (E)x)(0), j=0,...,0—1,
(8, x)()) =1 (P(E)x){()), j=o,...,n—a, xe€"!, neN, (21)
(cf,,ﬁj(E‘l)x)(n), j=n—a+1,...,n,

bez. der Norm

Ixllo=Max {|x(j)|: j=0,...,n} fir xeC"*!. (22)
Dabei ist X, =R’" mit R"™' n=h"'(b,—a}), identifiziert worden. Sei

Tyt ={xeC"*, (S,x)(j)=0 fiir j=o, ..., n—7}. Dann ist die Stabilitit von S,
bez. || ||, 4quivalent mit der Bedingung

(i) Es gilt W1 und es existiert ein C>0 und ein N eIN mit
IxloSClISyxle ¥ xeCh*!, n=N.
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Diese Riickfithrung der Stabilitidt von S, auf die Wurzelbedingung an P und die
Stabilitit von S, im ,halbhomogenen® Fall ist bereits in der Arbeit von Kreiss
[14], Lemma 3.1, enthalten. Wir beschrinken uns daher auf den Nachweis der
Aquivalenz (i')<>(i)<>(ii)

(i)<>(i'): Wir nehmen zunichst nur die Bedingung W1 an, die in (') und (i)
vorausgesetzt wird. Cj*! enthilt die Fundamentalfunktionen des Differenzenope-
rators P(E). Fiir a+d<n+1 wird eine geeignete Basis von C4*' durch die
folgenden Funktionen gegeben (vgl. [11] 5.2-1):

(pgj(,-)z( I ,u) gl fiir v=1,...,0;, j=1,...,d (i=0, ..., n),

p=i—v+2

(p'v‘j(i)—_—( I ,u) gyiovth o fir v=1,...,5, j=1,...,d (i=0, ..., n).
fi=n—i—v+2

2 .
Dabei ist [] pu=1 fir g, >y, und ¢/=40; gesetzt.
h=ji
Unser Ziel ist, S, bez. dieser Basis auf €3 durch eine (x + &) x (o +&)-Matrix

darzustellen. Zunichst bemerken wir fiir jedes Polynom g vom Grade =n die
folgenden Bezichungen:

@E) GO =¢"" V() fir v=1,..,0; j=1,....d,

— 1\ =n (v—1)r= . . (23)
(E~ ") @} ) =q () fur v=1,...,7; j=1,...,d.

Jedes xeC%*' hat nun eine Darstellung x=3 7,07+ 7,;@;; mit gewissen

v!] V’J
Koeffizienten y,;e C, v=1,..., v;, ji=L..,d bzw. j,,eC,v=1,...,7;, j=1,...,d.
Wir bringen diese Koeffizienten in dieselbe Reihenfolge wie die Zeilenelemente

von Q bzw.  und erhalten so Vektoren yeC* bzw. je C?
Es existieren von xe@Ch*t! und von n=za+&—1 unabhingige Konstanten

wobei (?)E(E“J'B =C*** der aus y und 7 zusammengesetzte Vektor ist. (24)

HXHO_S_CII 2C,lxlos (24)

"~

i
ergibt sich, wenn man beriicksichtigt, daB die Basisfunktionen ¢f; bzw. ¢7;

wegen |o;| <1 fiir j=1,...,d bzw. |5,/ <1 fir j=1, ...,d in geometrischer Weise

nach rechts bzw. links abklingen.
Sei S®xeC*** der durch Restriktion von S,x,xe@g"", auf {0,...,a—1,
n—a+1, ..., n} entstehende Vektor. Wir erhalten mit Hilfe von (23)

Yy V(o) + X7 i(a:(E) @7)(0), i=0,...,a—1
SOy = v.J v,

Z YVj(qn— i (E”_ 1) (p':r_;)(n) + Z.‘p-vjqf;‘:‘il)(gj)a l=n~—&_+ 15 NN
v, j v, J

290
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Dabei ist Q, cine o x B-Matrix, 0, cine & x f-Matrix,und ¢s gelten

limQ,=0, limQ,=0.

n— oo n—

(e, . _(Q 0)-
Fiir V, = (Qn Q) folgt also ’}LII;V,, 00 V..
Ist die Bedingung W2 erfiillt, so ist V,, invertierbar. Nach dem Banachschen
Lemma (s. [12], V2.6) ist daher V, (neN) bez. || ||, stabil. Mit Hilfe von (24) folgt
dann fiir ein € >0 und ein N e N die Ungleichung

(=c]

Damit ist (i) = (1) gezeigt.

—C||S9x|ly=C|S,xllo, VxeCh', nzN.

<C
0 0

Hxlloécll

Ist nun (i') erfillt und (i) verletzt, so existiert ein Vektor (Y)Eﬂ:““‘ it
(Z) +0 und V, (ji) =0,
7 7

Setzen wir

X'=3 0 Ot 2T P

v, j v, j

so folgt

0<'(¥) SCLx" oS C C,iS,x o= C C, |V, ({) —cc, (Q—)W 0
o ’y 0 Qn y 0

und damit ein Widerspruch.

(i)<=(ii): Es bleibt die Aquivalenz von W2 mit der Polynombedingung von
(i) zu zeigen. Diese ist rein algebraischer Natur. Wir setzen zur Abkiirzung
d
Pol2)= n (Z_O'j)vj'
j=1
Ist W2 erfiillt, so existieren fiir jedes Polynom r Koeffizienten p,eC,i=0, ...,
o— 1, mit

g— 1
.Zo,uiqﬁ”””(oj):r(”_”(aj) fir v=1,...,v;, j=1,...,d.

a—1
Da p, vom Grad § ist, existiert ein Polynom g, so daBl §=r— ) y,q;~¢p, vom
i=0

Grad < f—1ist. Fiir § gilt offenbar 4"~ V(6 )=0flirv=1,...,v,,j=1,...,d Also ist
4=0. Entsprechend folgt die zweite Polynombedingung von (ii).

Wir setzen nun (ii) voraus. Es seien f Zahlen r;e€,v=1,..,v,j=1,..,4d,
gegeben. Dann existiert das Interpolationspolynom r vom Grade < —1mit den
Vorgaben r*~ (g )=r,; fiir v=1, o j=1,.4d. -
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Andererseits existieren y;eC, i=0,...,0—1, und ein Polynom g mit r=gq Po

a—1

+ 3 u;q;. Hieraus erhalten wir
i:o

a—1
ry=r"" D)= Y wq* Vo) fir v=1,..,0, j=1,....d.
i=0

Daher hat Q den Rang B und es ist « > §. Entsprechend folgt, daB § den Rang J hat
und daf3 & = f gilt. Wegen (20) erhalten wir schlieBlich « =  und & = f und damit die
Behauptung. q.e.d.

Wir bemerken abschlieBend, daB der Satz 3 auch im Fall m> 1 eines Systems
von Randwertaufgaben angewandt werden kann. Ist dann ndmlich der Operator
Pi: X, »— X, , komponentenweise von der Form (19), so ist seine Stabilitit bez.
I o nach Satz 3 &quivalent damit, daB in jeder Komponente die Wurzelbe-
dingungen W1 und W2 erfiillt sind.

4. Anwendungen

Die Wurzelbedingungen W1 und W2 lassen sich fiir ein gegebenes Differenzen-
schema unmittelbar nachpriifen, gegebenenfalls auch durch eine numerische
Rechnung. So wird fir unser Beispiel (5), (6) in der Darstellung (19), wie oben
bemerkt,

a=a=1, P()=15(—z"'+14=2), qo(a)=qo(z)=1,

und hierfur gelten die Wurzelbedingungen W1 und W2. Nach Satz 2 und Satz 3
folgt dann die Stabilitit des zu unserem Beispiel (5), (6) gechorigen Paares (L,, R,)
bez. | |, falls die gegebene Randwertaufgabe eindeutig 1dsbar ist.

Wir wollen in diesem Abschnitt die Stabilitidt einiger Differenzenschemata fiir
Randwertaufgaben gerader Ordnung nachweisen. Es sei also k=2n fiir ein neN.
Wir stellen zunéchst fiir beliebiges n €N einige Differenzenformeln der Form (13)
auf, die dem Gleichungssystem (14) geniigen.

Dabei nutzen wir aus, daBB wir nach Lemma 2 dieselben Formeln erhalten,
wenn wir anstelle von (13} den reduzierten Ansatz

Vi

Jjt
F,=P(E)E~" A*"—M(E)D** mit P(E)= Y ¢, E', M(E)=Y n,E (25)

v=1vp Jj=Jo

wihlen und anstelle von (14) das kleinere Gleichungssystem

J1
>, n=1, (F,'"")N0)=0 fir j=2n+1,....2n+1+j, —jo+v,—vo=p (26)
J=Jo

18sen, denn jede Formel F, der Form (25) geniigt den Gleichungen (F,(¢~ '))(0)=0
fir j=1,...,2n. Wir bezeichnen die so gewonnenen Formeln mit F; , F/,, ... usw,,
wobei 7 jeweils die gemiiB (15) groBtmogliche Konsistenzordnung angibt. Im Fall j,
=j,=0 wird n,=1, es liegt also keine ,,echte” Mehrstellenformel vor, und wir
geben dann nur die Koeffizienten &, v=v,,...,v,, von P an.
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Formel | &_, E_, &o & &, &,
F2, 1
Fa =13 6 12
n n n
3 —— —_ -
Fis 12 6 ! 12
. n L o
Fia 12 i 12
n 5n on n
Fio =5 12 3 12
n n n n n
6 — - 41) 14— (5n+51) —— (5n+4l) ——(Sn+ll)
Fia |1agaBntil —3Bn+al T4, Gnish) =2l ) Taa0
o £o &
L/ o "y
i
Bty n l—f n
12 6 12
Usnoiy L +49) ! (Sn—11)
e h 2 (5p—
1%0( n—11) 60(1 " 20
E? _(5n+11)  ——(5n—49 ——(Sn+11
oM (5n+11) 60( n ) 120( n )

Durch Symmetriebetrachtungen 148t sich ebenso wie F?, aus F?, dic Formel

h 5” (l_g)I)E—nA2n_D2n

4 n o3 ) -1
— (L Eg-3." Tk
Fh’c (12E 3E +12 +

aus F,', gewinnen.

Die obige Tabelle enthilt fiir die Fzlle n=2 unter Beriicksichtiging der
Darstellung (25) eine Reihe der bei Collatz [4] angegebenen Differenzenformeln.
Wir nehmen im folgenden an, daBl die Randwertaufgabe

2n—-1

x(Z") + Z p] x(j) =r
j:O

in [a,b], Rx=yeR?", (27)

eindeutig 10sbar ist. Zur Diskretisierung von (27) wihlen wir eine Gittermenge
Jv={ay, a,+h,...,b,—h, b} mit der Eigenschaft (4) und setzen k,=k,=n, also
Jrnw={a,+nh, ... b,—nh}.

Unser Differenzenschema fiir (27) wird durch eine Folge von Formeln

beschrieben, die der obigen Tabelle entnommen sind. Wir erliutern dies an einem
Beispiel.
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Schema 1. (F2,, F!,, F2,).
Hierdurch sind die folgenden Gleichungen gegeben:

E~"A* x,(0)+ L, x,(t) fir t=a,+nh,
(—i E“+(1+-g)[~—1%E)E‘"Az"x,,(t)+li,,xh(t)

fir t=a,+(n+h,....b,—(n+1)h,
E~"A*"x,(t)+ Lyx,(t)  fir t=b,—nh,

rit)= (28)

R, x,=17.

Dabei konnen fiir I, x, und R, x, beliebige konsistente Differenzenersetzungen von
2n—1

Y. p;x” bzw. Rx eingesetzt werden, solange diese nur die Werte von x, an den
ji=0
Gitterpunkten von J, bendtigen und durch |x,l,, ; bzw. [x,l,, abgeschitzt

werden konnen. Fiir die Stabilitidt des Schemas I bez. | ||,, kommt es nach Satz 2
nur auf den diskreten Hauptteil p%, E~" A?" an, der aus (28) unmittelbar abzulesen

ist. p% hat die Form (19), wenn man ¢ =3&=1,

n n n _
P(z)= =T z 14 (1+6) ——ﬁz und qo(z)=gy(z)=1

setzt. P hat die Nullstellen 6,=n"*(6+n—1'12n+36) und 1/s,, wobei o,€(0, 1)
gilt. Q =0 =(qo(c,))=(1) ist trivialerweise nicht singulir. Damit sind die Wurzel-
bedingungen W1 und W2 von Satz 3 erfiillt, und zusammen mit Satz 2 folgt fiir
jedes neN die Stabilitidt des Differenzenverfahrens (28) bez. || ||,,. Der Falln=1

enthilt auch unser obiges Beispiel (5), (6).
Wir bemerken auBerdem, daBl im Schema I wie auch in allen folgenden

Schemata P stets symmetrisch ist, d.h. da P(1/z)= P(z) gilt. Da ferner «=& und q;
=q; fir j=0,...,a—1 wird, braucht man wegen @ =@ fiir die Bedingung W2 nur
die Matrix Q zu untersuchen.

Schema IL. (F},, F;,. F.,).

Fiir t =a, + nh bzw. t =b, —nh ist jetzt in (28) anstelle von F;?, die Formel F}, bzw.
F,), einzusetzen. Gegeniiber Schema I dindern sich in der Darstellung (19) lediglich

4o und g,. Es wird
—i(y= 2 _n
qo(2)=q0(z)= 122 +62+ (1 12).

Aus go(z)—zP(z) =1 —z folgt q4(0,) =1 — 0,40 und damit nach Satz 2 und Satz 3
die Stabilitdt von Schema II fiir jedes neN.
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Schema 1L (F2,, F,. Fy o Fi o Fl).

Das Differenzenschema lautet jetzt:

E-"A?"x,(t)+ L, x, () =7(t)

fiir t=a,+nh und t=b,—nh,

n -1 —n A2n ’ _
_n " LﬂmE)E A2, (1) + L x, () =1 (1)
( ik +'( 6) B W0+ Ly

fir t=a,+(n+1)h und t=b,—(n+1)h,

( i 5iEi) E-"A?"x,(t)+ L, x,(t)=r(t)

i
fir t=a,+(n+2)h,....,b,—(n+2)h.

Dabei sind fiir &, i= —2, ..., 2, die Koeffizienten von F,ﬁa einzusetzen. Derdiskrete
Hauptteil 148t sich wieder als p%,, E~" 4" und p% , in der Form (19) schreiben. Dabei
ist zu setzen a=0a=2,

P(z)= m(Sn+11)(z2+z" ) —4n(Sn+4)(z+2z7 1)

1440
+ 14404+ 6n(5n+51)),

40 =To@)=1, E@)=7,E)=—737 +(1+6)Z_I"i

Eine Aufspaltung von z* P(z) in zwei quadratische Faktoren zeigt, daB dieWurzeln
von P von der Form y,,, ¥, pt, !, 1~ ! miteinem p, € € R sind, fiir das [y | < 1 gilt

(uX* sei dabei konjugiert komplex zu u,). Hieraus folgt W 1. Ferner erhalten wir fiir
die 2 x 2-Matrix Q aus W2:

detQ =, (45)=4,() =(t,— ) 1+ (1 ~Re(u)) 40

Damit 1st das Schema III fiir alle ne N stabil.

Schema 1IV. (F},, F},, B8, F},, Fl)).
Die Anderungen gegeniiber Schema I1I sind durch
4o(2)=qo(2)= — 2? + z+ (1 __n_)
12 12
gegeben. Eine einfache Rechnung zeigt:

detQ=(u,—u¥) (1+~—(1 — )1 — u))=|=0 fiir jedes neN,

also gelten die Wurzelbedingungen von Satz 3.
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Schema V. (F},, F¢,, FS,, F?

hoas

4
Fh,c),
n Sn

Damit wird go(z)=7(2) =% Pz sz —g, und fiir die Matrix Q aus der

Bedingung W2 liefert eine lingere Rechnung, die wir hier iibergehen,
det @ =d, [~ (1 = p,|* (F — 1) (1 = |2, )* + 4, |1 — p2,1*) 40
mit
n

=—5 .
d, 1440( n+11)

Schema VL (F,,, FS .., Fi,).

Hierdurch ist das folgende Mehrstellenschema gegeben:

E-"A%x ()= (1 E-'+ (1 _?) I+2 E) (r(2)— L, x,(2))

12 6 12
fir t=a,+nh und t=>b,—nh,
(11 =5mE~'+2(5n+491+(11 —5n)E)E~"A4*"x,(t) (29)

=((5n+1DE-"+2(49 -5 I+ (Bn+11)E)(r(t)— L, x,(1))
fur t=a,+(n+1)h,...,b,—(n+1)h, R,x,=y.
R, x,=7y.

Fiir R, und L, diirfen wieder wie im Schema I konsistente Formeln fiir R bzw.
2n—-1

L= % p,D’ eingesetzt werden, wobei jetzt zu beriicksichtigen ist, daB die Auswer-
j=0

tung der gesamten rechten Seite von (29) nur Funktionswerte von x, auf J, benotigt.

Fiir den durch die linke Seite von (29) gegebenen Operator p, ist qo(z) =G, (z) =1

und 120 P(z)=(11—5n)(z+z"1)+2(5n+49) in der Darstellung (19) zu setzen.

Hierfiir sind die Wurzelbedingungen W1 und W2 bei beliebigem neN erfiillt.

Bemerkungen. 1. Bei den obigen Schemata haben wir in Randnidhe Differenzenfor-
meln von niedrigerer Konsistenzordnung als im Gitterinnern verwendet. Dies ist
durchaus sinnvoll, da in vielen Fillen die hohere Konvergenzordnung hiervon
unberiihrt bleibt (vgl. [3], [14], [17]).

2. Die Stabilitdt des Schemas I wird fiir n=1 in [14] und fiir n=1, 2 bez.
Sobolew-Normen in [8] gezeigt. Fiir die meisten der obigen Schemata ist-bei
Randwertaufgaben zweiter Ordnung die Stabilitidt der zugehorigen Paare (L,, R,)
bez. | |, auch mit Hilfe ihrer Inversmonotonie nachgewiesen worden (siche u.a.
[1], [31, [5], [16], [17]). Dort werden i. allg. iiber die Konsistenz hinausgehende
Bedingungen an die Differenzenapproximationen L, und R, bendtigt.

3. Nach einem Hinweis, den ich J. Lorenz verdanke, gilt fiir alle Formeln F, der
Gestalt (13), die aus dem Gleichungssystem (14) fiir j,=j, =0,i,= —i, und gerades
k bestimmt werden, die Bedingung P(z)=+0 fiir |z|=1. Damit ist die Wurzelbe-
dingung W1 fiir diese symmetrischen Formeln stets erfiillt (s. Schema I - V). Auch
beim Nachweis der zweiten Wurzelbedingung W2 kommt man, wie die obigen
Beispiele zeigen, hiufig ohne die explizite Kenntnis der Wurzeln von P aus.
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Nachtrag bei der Korrektur

Inzwischen erschien eine Arbeit von Esser [21], in der Stabilititsungleichungen der Form (3) mit
j<k—1 untersucht werden, bei denen auBerdem auf der rechten Seite |L,x,l, durch diec diskrete
L,-Norm von L,X, ersetzt wird. Dort wird u.a. gezeigt, daB sich auch die Stabilitdt in diesem Sinne
ergibt, wenn der diskrete Hauptteil gewissen Wurzelbedingungen (die zu unseren aus Satz 3 (i) dqui-
valent sind) geniigt.
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